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Vorwort. 


Das  höhere  technische  Untemchtswesen  hat  im  vergangenen 
Jahrzehnt  eine  tiefgreifende  Umwälzung  mit  Rücksicht  auf  die 
erweiterten  Aufgaben  der  ausführenden  Praxis  erfahren,  wie  ein 
Vergleich  der  heutigen  Studienpläne  und  Prüfungsordnungen  der 
technischen  Hochschulen  mit  den  früheren,  auf  die  Bedürfnisse 
der  Staatsbaubeamten  fast  ausschliefslich  zugeschnittenen,  sofort 
erkennen  läfst.  Dafs  den  neuen  Verhältnissen  die  Behandlung 
einzelner  grundlegender  Fächer  noch  nicht  hinreichend  ent- 
spricht, erscheint  zwar  aus  der  Tradition  begreiflich,  ist  aber 
gleichwohl  hinsichtlich  der  harmonischen  Ausbildung  der  Inge- 
nieure sehr  zu  bedauern.  Die  damit  zusammenhängenden  Kämpfe 
zwischen  den  Vertretern  der  Mathematik  und  der  Technik  sind 
zu  bekannt,  um  hier  weiter  ausgeführt  zu  werden.  Sie  werden 
ihr  Ende  nicht  eher  finden,  als  bis  die  ersteren  in  weit  gröfserem 
Umfange  als  bisher  mit  den  Methoden  und  Zielen  der  Technik 
vertraut  geworden  sind.  Nach  dem  Vorgange  der  Göttinger 
Universität  auch  anderwärts  getroffene  Einrichtungen  bieten 
jetzt  hinreichend  Gelegenheit  hierzu,  wenn  auch  die  abstrakte 
Richtung  der  modernen  Mathematik  noch  zahlreiche  ihrer  Jünger 
von  der  Würdigung  und  Benutzung  derselben  abhält. 

Scheinbar  ganz  unberührt  hat  die  Physik  alle  diese  Stürme 
überdauert;  sie  wird  mit  wenigen  Ausnahmen  an  den  Universi- 
täten und  technischen  Hochschulen  als  elementare  Experimental- 
vorlesung  in  der  alten  Weise  fortgeführt   und  hat  nur  bezüglich 
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VI  Vorwort. 

der  Elektrizität  einige  praktische  Konzessionen  gemacht.  Den 
ganzen  Umfang  des  Lehrgebäudes  lernt  der  Studierende  dann 
im  Laboratorium  und  aus  den  von  Franz  Neumann  in  den 
Üniversitätsunterricht  eingefügten  Vorträgen  über  theoretische 
Physik  kennen,  welche  indessen  meist  ein  stark  mathematisches 
Gepräge  tragen  und  ^jedenfalls  technischen  Bedürfnissen  nicht 
entgegenkommen.  Das  an  und  für  sich  vollkommen  berechtigte 
Ziel  dieser  Methode  ist  die  Gewinnung  einer  relativ  geringen 
Zahl  möglichst  allgemeiner,  scharf  formuUerter  Gesetze,  während 
für  den  Ingenieur  sowohl  wie  für  den  praktischen  Physiker  die 
Bewältigung  konkreter  Probleme  im  Vordergrunde  des  Interesses 
steht.  Dies  aber  kann  meiner  Ansicht  nach  nur  erreicht  werden 
durch  eine  Darstellung  der  Physik  in  unmittelbarem  Zusammen- 
hang mit  ihren  wichtigsten  technischen  Anwendungen,  an  denen 
der  Studierende  zugleich  den  Gebrauch  der  vorgetragenen  Me- 
thoden kennen  lernt  und  soweit  geführt  wird,  um  selbständig 
auch  an  schwierige  praktische  Aufgaben  heranzutreten.  Probleme 
von  rein  wissenschaftlicher  Bedeutung  brauchen  darum  durchaus 
nicht  ganz  ausgeschlossen  zu  werden;  ihre  Heranziehung  ist 
sogar  gelegentlich  unvermeidlich,  um  einzelne  Hauptlehren  mög- 
lichst einfach  mit  der  Erfahrung  vergleichen  zu  können,  bezw. 
um  festzustellen,  ob  gewisse  Einwirkungen,  z.  B.  kosmischer 
Natur,  für  technische  Vorgänge  vernachlässigt  werden  dürfen 
oder  nicht.  Dazu  kommt,  dals  dem  Physiker  sowohl,  wie  dem 
wissenschaftlich  arbeitenden  Ingenieur  die  wichtigsten  Tatsachen 
der  Himmelsmechanik  schon  vom  Standpunkte  der  allgemeinen 
Bildung  vertraut  sein  sollten,  während  allerdings  weitergehende 
Untersuchungen,  wie  die  Bahnberechnung  und  Störungstheorie, 
speziellen  Studien  vorbehalten  bleiben  müssen. 

Als  ich  vor  einigen  Jahren  den  Plan  fafste,  ein  »Lehrbuch 
der  technischen  Physik«  mit  solchen  Zielen  zu  schreiben, 
beabsichtigte  ich  ursprünglich,  die  Mechanik  auszuschliefsen,  und 
zwar  mit  Rücksicht  auf  eine  Anzahl  zweifellos  sehr  brauchbarer 
Schriften  über  diesen  Gegenstand.  Die  grofse  Verschiedenheit 
derselben  in  der  Form,  wie  auch  bezüglich  ihres  Inhaltes,  worüber 
ich  mich  im  letzten  Paragraphen  des  vorliegenden  Bandes  näher 


Vorwort.  VII 

ausgelassen  habe,  hätte  es  dann  mit  sich  gebracht,  jeweils  auf 
mehrere  derselben  zurückzugreifen,  bezw.  rein  mechanische  Be- 
trachtungen an*  solchen  Stellen  der  Hydraulik,  Wärmelehre  u.  s.  w. 
einzuflechten ,  wo  sie  den  Zusammenhang  der  Darstellung  zu 
stören  scheinen.  Ich  hielt  es  darum  nach  reiflicher  Überlegung  für 
richtiger,  die  technische  Physik  durch  einen  Band  über  »Tech- 
nische Mechanik  starrer  Systemec  einzuleiten,  der  nach 
seiner  ganzen  Anlage  nicht  nur  den  Bedürfnissen  höher  strebender 
Techniker,  sondern  auch  denen  solcher  Mathematiker  angepafst 
ist,  welche  eine  vorwiegend  praktische  Lehrtätigkeit  im  Auge 
haben. 

Die  Behandlung  des  Stoffes  in  demselben  weicht  in  mancher 
Beziehung  von  der  bisher  üblichen  ab.  während  die  voraus- 
gesetzten Kenntnisse  sich  wie  bei  andern  Autoren  mit  längerer 
Lehrerfahrung  auf  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  sowie 
der  Differential-  und  Integralrechnung  beschränken.  Die  für 
das  Studium  zusammengesetzter  Schwingungen  nicht  wohl  zu 
umgehende  Theorie  periodischer  Reihen  *)  ist  bei  dieser  Gelegen- 

^)  Die  hiermit  innig  zusammenhängende  harmonische  Ana- 
lyse hat  in  technischen  Lehrbüchern  bisher  nirgends  Beachtung 
gefanden,  obwohl  ihre  Bedeutung  von  selbständig  arbeitenden  In- 
genieuren in  der  Neuzeit  wohl  erkannt  wird.  Ich  bin  der  Überzeugung, 
dafs  diese  Methode  sich  in  der  Zukunft  als  mächtigstes  Hilfsmittel 
zur  Erklärung  zahlreicher,  noch  nicht  vollkommen  erschlossener  Er- 
scheinungen erweisen  und  uns  befähigen  wird,  mit  gröfserer  Sicherheit 
als  bisher  Maschinenteile  mit  Bücksicht  auf  ihre  dynamische  Bean- 
spruchung zu  berechnen.  Hierin  liegt  ein  deutlicher  Fingerzeig  für 
die  Dozenten  der  Mathematik  an  technischen  Hochschulen,  denen  die 
Ausrüstung  der  studierenden  Techniker  mit  den  für  die  modernen 
Probleme  geeigneten  Angriff swaffen  obliegt.  Dabei  scheint  es  mir 
wesentlich  auf  eine  durch  Lösen  zahlreicher  tunlichst  konkreter  Auf- 
gaben zu  erreichende  Vertrautheit  mit  den  Elementen  der  Analysis 
einschliefslich  der  Grundzüge  periodischer  Beihen  anzukommenr 
während  die  in  der  modernen  Mathematik  mit  Vorliebe  behandelten 
Fragen  nach  der  Konvergenz  dieser  Reihen  sowie  der  Existenz  von 
Integralen  der  etwa  auftretenden  Differentialgleichungen  für  Technike, 
und  praktische  Physiker  gleichgültig  sind. 

Nach  dieser  Bemerkung  brauche  ich  wohl  kaum  noch  zu  betonen, 
dafs  ich  dem  gelegentlich  sogar  von  mathematischer  Seite  gestellten 
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heit  in  dem  für  praktische  Zwecke  notwendigen  Umfange  auf- 
genommen worden,  ebenso  die  Integration  von  Differential- 
gleichungen, während  die  Methode  der  Variationsrechnung  nicht 
im  Texte  selbst,  sondern  nur  in  einem  historischen  Schlufskapitel 
kurz  erläutert  wurde,  um  Lesern  mit  weitergesteckten  Zielen 
den  Übergang  zur  analytischen  Theorie  der  Prinzipien  der 
Mechanik  zu  erleichtern.  Zur  Aufnahme  der  jetzt  häufig  ge- 
nannten Vektoranalysis  konnte  ich  mich  allerdings  nicht  ent- 
schliefsen,  da  ihre  formell  zwar  recht  übersichtlichen  Ergebnisse 
sich  nicht  unmittelbar  zahlenmäTsig  verwenden  lassen,  sondern 
ein  Zurückgreifen  auf  die  allgemein  geläufige  Koordinatenmethode 
erfordern. 

Dals  mathematische  Gesichtspunkte  überhaupt  für  mich  als 
Ingenieur  nirgends  malsgebend  waren,  geht  schon  daraus  hervor, 
dafs  überall  ohne  Rücksicht  auf  die  Allgemeinheit  und  Eleganz 
der  Rechnungen  elementare  Aufgaben  den  schwierigeren  voraus- 
geschickt und  neue  Begriffe  nicht  eher  eingeführt  wurden,  bis 
die  vorhandenen  durch  zahlreiche  Anwendungen  gründlich  ver- 
arbeitet sind.  Dadurch  erklärt  sich  auch  die  Einteilung  des 
Buches,  bei  der  ich  auf  die  Trennung  der  Mechanik  in  Statik 
und  Dynamik  vollkommen  verzichtete,  um  die  Bewegungs- 
erscheinungen recht  in  den  Vordergrund  zu  heben.  Diese  werden 
im  ersten  Kapitel  zunächst  einer  rein  geometrischen  Be- 
trachtung unterworfen,  deren  Umfang  streng  durch  das  tech- 
nische Bedürfnis  beschränkt  ist,  während  weitergehende  Unter- 
suchungen in  die  speziellen  Lehrbücher  der  Kinematik  zu  ver- 
weisen sind.  Das  Studium  der  §§  6  und  7  kann  sich  der  Leser 
überdies  bis  nach  der  Bewältigung  von  Kapitel  IV  aufsparen. 

Im  zweiten  Kapitel  wird  dann  der  zeitliche  Verlauf 
einer  gröfseren  Anzahl  von  Bewegungsei-scheinungen  an  Hand  der 


Verlangen  nach  einer  Behandlung  technischer  Fragen  lediglich  mit 
Hilfe  elementar- mathematischer  Methoden  nicht  zustimmen  kann,  da 
hierdurch  der  studierende  Techniker  sicher  keine  Entlastung  erfahren, 
dagegen  wahrscheinlich  ein  noch  gröfserer  Prozentsatz,  als  es  leider 
jetzt  schon  der  Fall  ist,  der  selbständigen  Lösung  exakter  Probleme 
in  der  Praxis  gänzlich  entfremdet  werden  dürfte. 
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Begriffe  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigungunter- 
sucht,  wobei  die  Voraussetzungen  der  Erfahrung  entnommen 
wurden.  Das  dritte  Kapitel  ist  der  Relativbewegung  ge- 
widmet, deren  Darstellung  mich  in  anderen  Schriften  fast  nirgends 
befriedigt  hat,  weshalb  ich  auf  dasselbe  besondere  Sorgfalt  auch  in 
Bezug  auf  die  Auswahl  der  Anwendungen  verwandte.  Im  vierten 
Kapitel  erst  habe  ich  die  Begriffe  der  Kraft  und  der  Masse 
gleichzeitig  eingeführt  und  vor  allem  die  empirische  Grundlage 
des  Satzes  vom  Kräfteparallelogramm,  welche  noch  immer  ge- 
legentlich übersehen  wird,  betont.  Hier  haben  auch  die  in  der 
Neuzeit  für  die  Technik  so  wichtigen  erzwungenen  und  ge- 
dämpften Schwingungen  eine  ausführliche  Darstellung  gefunden. 
Dieses  Kapitel,  welches  als  Mechanik  des  materiellen« 
Punktes  bezeichnet  werden  könnte,  gipfelt  in  der  Gewinnung 
des  Arbeitsbegriffes,  von  dem  in  der  Folge  ein  umfassender 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Die  sich  hieran  anschlielsende  Mechanik  starrer  Systeme 
glaubte  ich  aus  pädagogischen  Rücksichten  in  zwei  Teile  zer- 
legen zu  müssen,  deren  erster,  das  Kapitel  V,  die  für  praktische 
Ziele  weitaus  wichtigsteh  ebenen  Systeme  umfafst.  Für  diese 
lassen  sich  leicht  die  Begriffe  des  Momentes  und  Kräfte- 
paares aufstellen  und  daraus  die  Bewegungsgleichungen 
von  D^Alembert  ableiten,  aus  denen  dann  das  sog.  Prinzip 
der  virtuellen  Verschiebungen  als  Grundlage  für  die 
Statik  hervorgeht.  Die  graphischen  Methoden  derselben,  welche 
in  technischen  Hochschulen  einen  selbständigen  Unterrichts- 
gegenstand bilden,  werden  mit  Rücksicht  auf  vorhandene  treffliche 
Lehrbücher  nur  in  ihren  Grundzügen  kurz  erörtert.  Dagegen 
wurde  eine  reiche  Auswahl  von  Bewegungsproblemen  starrer 
Körper  von  physikalischer  und  technischer  Wichtigkeit  ausführ- 
licher behandelt,  als  es  in  anderen  Schriften  über  Mechanik 
üblich  ist,  wobei  die  für  die  Beanspruchung  der  Körper  selbst 
und  ihrer  Unterlagen  (Stützen)  massgebenden  dynamischen 
Reaktionen  besonders  hervortreten.  In  diesem  Kapitel  konnte 
ich  auch  einige  selbständige  Untersuchungen  bringen,  zu  denen 
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Gelegenheit  bietet,  wenn  man  sich  nicht  zu  weit  von  einer  ele- 
mentaren Darstellung  entfernen  will. 

Die  Verallgemeinerung  der  für  ebene  Systeme  aufgestellten 
Bewegungsgleichungen  auf  räumliche  Systeme  lälst  sich  nun- 
mehr im  Kapitel  VI  leicht  ohne  verwickelte  Rechnungen  durch- 
führen. Die  Hauptanwendungen  bilden  hier  die  freie  und 
gezwungene  Bewegung  starrer  Körper,  letztere  wieder 
unter  Hervorhebung  der  dynamischen  Auflagereaktionen,  wodurch 
z.  B.  das  Kräftespiel  am  Regulator  und  das  Problem  des  Massen- 
ausgleichs mehrerer  Kurbelgetriebe  an  einer  Welle  vollkommen 
verständhch  werden.  Den  Schluls  dieses  Kapitels  bildet  eine 
kurze  Theorie  der  Dimensionen  und  Modelle  in  der  von  Bertrand 
gegebenen  Form. 

Soweit  deckt  sich  der  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  un- 
gefähr- mit  den  Vorlesungen  und  Übungen,  welche  ich  in  den 
Jahren  1899—1902  an  den  Universitäten  Halle  und  Göttingen 
gehalten  habe ;  einzelne  schwierigere  Paragraphen  wurden  aulser- 
dem  noch  mit  reiferen  Studierenden  sowie  den  Assistenten 
und  Praktikanten  meines  Laboratoriums  in  zwangloser  Weise 
durchgesprochen,  wodurch  ich  manchmal  zu  eingreifenden 
Änderungen  formaler  Natur  veranlalst  wurde.  Jedenfalls  bin 
ich  diesen  fast  ausnahmslos  aus  der  Technik  hervorgegangenen 
Herren  für  ihr  verständnisvolles  Eingehen  auf  meine  Darlegungen 
zum  besten  Danke  verpflichtet.  Aulserdem  nahm  ich  öfters  die 
Gelegenheit  wahr,  bei  Niederschrift  des  Buches  Originalwerke 
hervorragender  Forscher  der  Vergangenheit  einzusehen  und  den 
mit  solcher  Lektüre  verbundenen  eigenartigen  Reiz  zu  empfinden. 
Ich  entschlols  mich  daher,  um  auch  dem  Leser  nach  dieser 
Richtung  hin  anzuregen  und  den  nur  wenig  ausgebildeten  histo- 
rischen Sinn  unserer  Studierenden  etwas  zu  wecken,  diesem 
Bande  im  Schlulskapitel  eine  kurze  Übersicht  über  die  Ent- 
wicklung der  Mechanik  anzufügen,  in  welcher  ich  besonders 
auf  die  Richtung  derselben  zu  verschiedenen  Zeiten  Wert  legte 
und  die  Ursachen  der  noch  heute  vorhandenen  Gegensätze 
zwischen  Ingenieuren  und  Mathematikern  klarzustellen  suchte. 
Die  historische  Übersicht  enthält  zugleich   die  Angabe  der  von 
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mir  benutzten  Schriften,  wodurch  ich  der  Notwendigkeit  zahl- 
reicher Zitate  enthoben  wurde.  Aulserdem  aber  konnte  ich  an 
dieser  Stelle  einige  über  das  Ziel  des  Buches  hinausgehende 
Methoden,  welche  meist  von  Lagrange  herrühren,  in  aller  Kürze 
kennzeichnen,  was  manchem  Leser  vielleicht  nicht  ganz  unwill- 
kommen sein  dürfte. 

So  hoffe  ich  denn,  dals  die  vorliegende  Mechanik  für  In« 
genieure,  Mathematiker  und  technische  Physiker,  welche  bis  zur 
selbständigen  Lösung  schwieriger  konkreter  Probleme  vordringen 
wollen,  sich  als  Führer  auf  diesem  Wege  nützlich  erweisen  und 
eine  solide  Grundlage  für  das  Studium  des  ganzen  Lehrgebäudes 
der  technischen  Physik  bilden  möge.  Was  die  folgenden,  analog 
dem  vorliegenden  in  sich  geschlossenen  und  daher  selbständigen 
Bände  betrifft,  so  gedenke  ich  den  dritten,  welcher  die  Wärme- 
lehre im  vollen  Umfang  behandeln  soll,  Ende  des  Jahres  1903, 
den  zweiten  Band,  die  Mechanik  der  deformierbaren  Körper 
(Elastizitäts-  und  Festigkeitslehre,  Hydromechanik)  dagegen  im 
Jahre  1904  veröffentlichen  zu  können.  Zwei  weitere  Bände,  der 
technischen  Elektrizitätslehre  und  Optik  gewidmet,  sollen  das 
ganze  Werk  abschliefsen. 

Schlielslich  habe  ich  die  angenehme  Pflicht,  für  die  Aus- 
führung der  Figuren  nach  meinen  Skizzen  und  die  Beihilfe  bei 
der  Korrektur  meinen  Assistenten,  den  Herren  Ingenieuren 
G.  Cattaneo  und  W.  Hort,  sowie  meinem  Bruder,  cand.  techn. 
R.  Lorenz,  an  dieser  Stelle  bestens  zu  danken. 

Göttingen,  im  Juli  1902. 

H.  Lorenz. 
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Kapitel  L 

Geometrische  Bewegungslehre. 


§  1.  Grundbegriffe  der  Bewegung. 

Rahe  und  Bewegung,  Bahn  eines  Punktes,  Bahngleichung,  ebene  Be- 
wegung, absolute  oder  wahre  und  relative  oder  scheinbare  Bewegung, 
freie  und  gezwungene  oder  bedingte  Bewegung. 

Die  Beobachtung  eines  Gegenstandes  gibt  uns  zunächst  Auf- 
schluls  über  die  Lage  desselben  gegenüber  anderen  Gegenständen. 
Finden  wir  diese  Lage,  welche  wir  durch  die  Abstände  einzelner 
Punkte  des  beobachteten  Gegenstandes  von  anderen,  am  einfachsten 
von  drei  aufeinander  senkrechten  Ebenen  anzugeben  imstande 
sind,  bei  aufeinander  folgenden  Beobachtungen  unverändert,  so 
bezeichnen  wir  den  Gegenstand  als  ruhend,  im  anderen  Falle  als 
in  Bewegung  begriffen.  Um  diese  letztere  Erscheinung  zu  unter- 
suchen, beschränken  wir  unsere  Beobachtung  vorläufig  auf  einen 
Punkt  des  Gegenstandes  und  halten  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
beobachteten  Lagen  ABC  dieses  Punktes  durch  Aufzeichnung 
ihrer  Koordinaten  in  dem  System  OXY Z  der  drei  Ebenen  fest 
(Fig.  1).  Die  Verbindungslinie  aller  dieser  Punkte  nennen  wir 
dann  die  Bahn  des  Punktes.  Dieselbe  wird  im  allgemeinen 
eine  (doppelt  gekrümmte)  Raumkurve  sein  und  kann  dem- 
nach, unter  x,  y,  z  die  veränderlichen  Koordinaten  verstanden, 
als  Schnittlinie  zweier  Oberflächen 

aufgefaJst  werden.     Wenn  es  gelingt,  durch  Kombination  dieser 
beiden    Formeln    eine    lineare    Gleichung    zwischen    den    drei 
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Fig.  1. 


Koordinaten  zu  erhalten,  welche  bekanntlich  eine  Ebene  darstellt, 
so  kann  die  Bahn  des  Punktes  auch  als  Schnitt  dieser  Ebene  mit 
einer  der  beiden  Oberflächen  /i  {x,  y,  z)  oder  /2  {x,  y,  z)  betrachtet 

werden.  In  diesem 
Falle  sprechen  wir 
von  einer  ebenen 
Bewegung  und 
können  die  ganze 
Untersuchung  da- 
durch verein- 
fachen ,  dafs  wir 
die  Bahn  auf  zwei 
in  ihrer  Ebene 
gelegene  Achsen 
beziehen.  Die 
alsdann  zwischen 
den  Koordinaten 
X  und  y  der  Bahnpunkte  bestehende  Beziehung  heilst  die  Bahn- 
gleichung.  Wir  werden  diesen  Fall  später  als  ganz  besonders 
wichtig  für  technische  Probleme  kennen  lernen.  Einstweilen 
erscheint  es  indessen  zweckmäfsig,  noch  eine  letzte  Vereinfachung 
ins  Auge  zu  fassen,  welche  sich  dann  ergibt,  wenn  es  gelingt, 
durch  Kombination  der  beiden  oben  erwähnten  Oberflächen- 
gleichungen zwei  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten 
X,  y,  z  abzuleiten.  Alsdann  stellt  die  Bahn  den  Schnitt  zweier 
Ebenen  dar  und  ist  folglich  eine  Gerade.  Auf  derselben  ist  der 
Ort  des  betrachteten  Punktes  vollständig  durch  den  Abstand 
von  einem  beliebig  gewählten  Anfangspunkt  bestimmt,  sodafs  es 
nicht  einmal  notwendig  erscheint,  die  Bahn  bei  geradliniger 
Bewegung  auf  ein  ebenes  Koordinatensystem  zu  beziehen. 

Die  somit  festgestellte  Bewegung  eines  Punktes  genügt  in- 
dessen durchaus  noch  nicht  zur  Kenntnis  der  Gesamtbewegung 
des  Gegenstandes.  Hierzu  ist  vielmehr  die  Verfolgung  der  Orts- 
veränderung aller  Körperpunkte  notwendig,  von  denen  jeder  im 
allgemeinen  eine  andere  Raumkurve  beschreiben  wird,  welche 
im  speziellen  Falle  wieder  in  eine  ebene  Kurve  bezw.  eine 
Gerade  übergehen  kann.  Nur  in  dem  Falle,  dals  die  ursprüng- 
lichen Koordinatendifferenzen  behebiger  Körperpunkte  gegenüber 
dem   zuerst  betrachteten  Punkte,    die  sog.  relativen  Koor- 
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dinaten  in  Bezug  auf  diesen  Punkt,  während  der  Be- 
wegung des  letzteren  sich  nicht  ändern,  genügt  das  Studium 
dieser  einen  Bewegung  für  diejenige  des  ganzen  Körpers,  da 
hierbei  alle  einzelnen  Bahnen  kongruent  werden.  Ändern  sich 
dagegen  die  relativen  Koordinaten,  so  haben  wir  es  mit  einer 
relativen  Bewegung  einzelner  Bestandteile  des  beobachteten 
Gegenstandes  gegen  einander  neben  der  absolutenBewegung 
des  Bezugspunktes  zu  tun.  Derartige  Relativbewegungen  treten 
naturgemäfs  auch  bei  der  Bewegung  zweier  Körper  im  allgemeinen 
auf ;  wir  werden  ihre  grolse  Bedeutung  für  physikalisch-technische 
Probleme  noch  öfters  hervortreten  sehen  und  für  ihre  Unter- 
suchung besondere  Methoden  ausbilden.  Die  Wichtigkeit  der 
Relativbewegungen  erhellt  übrigens  schon  daraus,  dals  wir  die 
Ortßveränderungen  aller  irdischen  Gegenstände  nur  in  Bezug  auf 
die  zunächst  als  fest  gedachte  Erdoberfläche  untersuchen  können, 
während  wir  doch  wissen,  dals  diese  sich  nicht  nur  dreht,  son- 
dern auch  ihren  Ort  im  Weltenraume  ändert.  Auch  die  Bewe- 
gungen der  Gestirne  treten  uns  direkt  nur  als  relative  Bewe- 
gungen gegenüber  derjenigen  der  Erdoberfläche,  bezw.  des  Stand- 
punktes des  Beobachters  auf  derselben  entgegen.  Die  Astro- 
nomen sprechen  alsdann  wohl  auch  von  der  scheinbaren  und 
wahren  Bewegung  der  Himmelskörper. 

Schliefslich  ist  es  wichtig,  zu  beachten,  ob  beobachtete 
Körper  bei  einer  Bewegung  mit  einem  oder  mehreren  anderen 
Körpern  in  Verbindung  bezw.  Berührung  bleiben  oder  nicht. 
Während  im  letzteren  Falle  die  Bewegung  des  beobachteten 
Körpers  eine  freie  ist,  wird  sie  im  ersteren  durch  die  Verbin- 
dung bezw.  Berührung  insofern  beschränkt  oder  unfrei,  als 
hierdurch  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind,  denen  die  Bahnen 
der  Körperpunkte  genügen  müssen.  Auch  diese  sog.  ge- 
zwungene oder  bedingte  Bewegung,  welche  ihrerseits 
absolut  oder  relativ  sein  kann,  je  nachdem  die  anderen  Körper, 
mit  denen  die  Verbindung  besteht,  in  Ruhe  oder  in  Bewegung 
sich  befinden,  werden  wir  später  als  bedeutungsvoll  erkennen. 
Als  Beispiel  mag  hier  der  Hinweis  auf  die  Bewegung  eines 
Eisenbahnzuges  genügen,  welche  durch  die  Lage  der  Schienen, 
deren  Steigung  und  Krümmung  insofern  bedingt  ist,  als  sie 
nur  längs  derselben,  nicht  aber  senkrecht  zu  ihnen  stattfinden 
kann. 
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§  2.    Einfache  und  zusammengesetzte  Bewegung. 

Starre   Gebilde ,    Drehung   oder   Rotation ,    Cardanische    Aufhängang. 
Verschiebung  oder  Translation,  Theorie  des  Polarplanimeters. 

Wir  wollen  uns  im  folgenden  zunächst  nur  mit  solchen 
Körpern  beschäftigen,  deren  Einzelteile  unveränderliche  Abstände 
voneinander  besitzen.  Einen  solchen  Körper,  der  mithin  keine 
Formänderungen  erleiden  kann,  bezeichnen  wir  als  starr,  wobei 
noch  besonders  zu  betonen  ist,  dafs  es  in  Wirklichkeit  voll- 
kommen starre  Körper  nicht  gibt,  unsere  Annahme  mithin  eine 
Abstraktion  enthält,  wie  man  sie  in  der  Physik  häufig  einzu- 
führen gezwungen  ist,  um  eine  angenäherte  Übersicht  über  die 
sonst  zu  verwickelten  Verhältnisse  zu  gewinnen. 

Die  relative  Lage  jedes  Punktes  eines  starren  Gebildes  ist 
nun   durch    seine  Abstände    von    drei   nicht  in   einer    Geraden 
liegenden  Punkten  vollständig  bestimmt.    Daher  genügt  es   für 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers,    diejenige    von  drei  nicht 
in  einer  Geraden  liegenden  Körperpunkten  zu  untersuchen.   Sind 
drei  derartige  Punkte  festgehalten,    so   gilt   dies   auch   für   das 
ganze  Gebilde,   welches   sich   alsdann   in  Ruhe   befindet.     Hält 
man   zwei   der   drei  Punkte  fest,   so   kann  der  Körper  um  die 
Gerade  durch  beide  Punkte,  welche  wir  alsdann  als  eine  Achse 
bezeichnen,   eine  Drehung  oder  Rotation  derart  vollziehen, 
dafs  jeder  Punkt   aulserhalb   der  Achse  einen  Kreis  um   diese 
beschreibt.    Geben  wir  einen  zweiten  Punkt  frei,  so  kann  auch 
noch   die   ursprünghche  Achse   selbst   und   mit  ihr   der   ganze 
Körper  sich  beliebig  um  den  letzten  festgehaltenen  Punkt  drehen, 
wobei  jeder  Punkt  auf  einer  Kugelfläche  um  den  festgehaltenen 
als  Mittelpunkt   bleibt.     Da  man   nun   von   jedem  Punkte   der 
Kugelfläche  zu  einem  anderen  auf  einem  Hauptkreise  gelangen 
kann,    so  hat  man,    um  die  Drehung   eines  Körpers  aus  einer 
Lage  in  eine  andere  zu  vollziehen,  nur  nötig,   einen  der  freien 
Punkte  durch  eine  einfache  Drehung  in  seine  neue  Lage  überzu- 
führen und  alsdann  das  ganze  Gebilde  um  die  durch  die  neue 
Lage  des  einen  Punktes  und  den  festen  Punkt  (sog.  Fixpunkt) 
gedachte  Achse  zu  drehen.   DieallgemeineDrehungeines 
starren  Gebildes  kann  demnach  in  zwei  Drehungen 
zerlegt  werden. 

Dieser  Satz  Hegt  der  sog.  Cardanischen  Aufhängung 
der  Uhren  und  Kompasse  an  Bord  der  Schiffe  zu  Grunde,  Fig.  2. 


§  2.    Einfache  und  zusammengesetzte  Bewegung. 


Fig.  2. 


Bei  derselben  ist  der  Körper  K  durch  eine  Achse  aa  in  einem 
Ringe  jB  und  dieser  wieder  durch  h  h  senkrecht  zu  dieser  drehbar 
aufgehängt,  so  dafs  der  Körper  selbst  beliebige  Drehungen  um 
den  Schnittpunkt  beider  Achsen  vollziehen  kann. 

Gibt  man  schlielslich  noch 
den  letzten  Punkt  frei,  so  kann 
der  Körper  aulser  den  erwähnten 
Drehungen  noch  eine  fortschrei- 
tende Bewegung,  die  man  auch 
als  Verschiebung  oder  Trans- 
lation bezeichnet ,  vollziehen . 
Bei  derselben  können  alle  Körper- 
punkte zunächst  parallele  Bahnen 
beschreiben,  worauf  in  der  End- 
lage die  Drehungen  erfolgen  oder 
umgekehrt.  Zu  demselben  Er- 
gebnis kommt  man  natürlich 
auch,  wenn  die  Drehungen 
allmählich  während  der  Trans- 
lation vor  sich  gehen.  Daraus  folgt  aber,  dafsdieallgemeine 
Bewegung  eines  Körpers  aus  Translationen  und  Dreh- 
ungen zusammengesetzt  werden  kann,  deren  Auf- 
einanderfolge für  die  Endlage  gleichgültig  ist.  Die 
Bestandteile  dieser  sog.  zusammengesetzten  Bewegung, 
d.  h.  die  Drehungen  und  Verschiebungen  bezeichnet  man  wohl 
auch   als  einfache  Bewegungen. 

Die  Drehung  eines  Körpers  ist  nun  nicht  notwendig  an 
eine  Achse  gebunden,  welche  durch  ihn  selbst  hindurchgeht, 
sie  kann  auch  durch  eine  beliebige  äulsere  Achse  erfolgen. 
Alsdann  aber  ändern  auch  alle  Punkte  des  Körpers  ihren  Ort 
im  Räume,  so  dafs  der  Körper  selbst  neben  einer  Drehung  auch 
eine  Verschiebung  erfährt.  Hiernach  erscheint  die  Verschie- 
bung selbst  als  ein  spezieller  Fall  der  Drehung  und 
insbesondere  die  geradlinige  Verschiebung  als  eine 
Drehung  um  eine  unendlich  ferne  Achse. 

Den  Übergang  eines  Körpers  aus  einer  Lage  in  eine  be- 
liebige andere  kann  man  sich  demnach  durch  eine  Anzahl  auf- 
einanderfolgender Drehungen  vollzogen  denken.  Mit  der  wirk- 
lichen Bewegung  wird  dieser  Vorgang  allerdings  im  allgemeinen 
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nicht  übereinstimmen,  da  wir  nur  die  Endlagen  ins  Auge  gefafst 
haben.  Es  steht  aber  gar  nichts  im  Wege,  statt  dieser  immer  je  zwei 
benachbarte  Lagen  des  Körpers  durch  unendlich  kleine  Drehungen 
herzustellen,  wodurch  man  eich  dem  tatsächlichen  Vorgange 
beliebig  anschlielsen  kann.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen 
der    Zusammensetzung    von    Drehungen     und    Verschiebungen 

bietet  die  Theorie  des  weit- 
verbreiteten Polarplani- 
meters  von  Amsler.  Das- 
selbe besteht  aus  zwei  Armen 
OA  und  AP,  welche  in  A 
miteinander  gelenkig  verbun- 
den sind,  während  0  fest- 
gehalten wird  (siehe  Fig.  3). 
Auf  der  Foiisetzung  von  A  P 
befindet  sich  etwa  in  B  eine 
Rolle,  durch  deren  Drehungs- 
winkel man  den  Flächeninhalt  einer  geschlossenen  ebenen  Figur, 
welche  ein  Stift  in  P  beschreibt,  unmittelbar  ablesen  kann. 

Von  den  hierbei  auftretenden  Bewegungen  ist  diejenige  des 
Armes  0  A  =  a  offenbar  eine  einfache  Drehung,  während  der 
Arm  A  P  =  b  neben  einer  Drehung  noch  eine  Parallelverschie- 
bung erleidet.  Diese  Parallelverschiebung  kann  ihrerseits  wieder 
in  zwei  Bestandteile  zerlegt  werden,  nämlich  eine  Verschiebung 
der  Geraden  in  sich  selbst  und  eine  solche  senkrecht  zu  ihrer 
momentanen  Richtung.  Wir  wollen  den  Drehwinkel  von  OA 
gegen  eine  bestimmte  Anfangslage  OX  mit  (p,  denjenigen  von 
Ä  P  gegen  dieselbe  Richtung  mit  t//  und  schliefslich  die  Parallel- 
verschiebung von  AP  ihrer  Grölse  nach  mit  h  bezeichnen. 
Alsdann  ist  der  Inhalt  der  von  beiden  Armen  bei  einer  unend- 
lich kleinen  Bewegung  PP^  beschriebenen  elementaren  Fläche 
OAPP'A'  gegeben  durch 


a2  fc2 

dF  =  -^  d(p  -{-  -^  dxp  -{-  bdh 


.     (1) 


Die  im  Abstände  AB  =  c  auf  dem  Arm  b  befindliche  Rolle 
vom  Radius  r  möge  sich  hierbei  um  den  Winkel  d/  gedreht 
haben.  Diese  Drehung,  der  ein  Weg  rd/  entspricht,  kann  nun, 
da   Verschiebungen    in    der    Richtung    von  AP    hierauf   ohne 
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Einfluls  sind,   nur  das  Resultat  der  auf  AF  senkrechten  Ver- 
schiebung dh  und  der  Drehung  dxp  sein,  so  dafs  wir  erhalten 

dh  —  cdxjj  ■=  r  d  X (2) 

An  dieser  Formel  ändert  sich  auch  nichts,  wenn  das  Rädchen 
nicht  in  der  Fortsetzung  von  A  P  in  B,  sondern,  wie  bei  manchen 
Planimetern  seitlich  befestigt  ist,  so  lange  nur  seine  Achse 
parallel  AF  bleibt.  Alsdann  erleiden  nämlich  die  in  unsere 
Gleichung  eintretenden  Bewegungen  senkrecht  zu  AP  keine 
Änderungen. 

Setzen  wir  also  diesen  Wert  in  die  erste  Gleichung  ein,  so 
wird  aus  dieser 


a2              b^4'2bc 
dF=   .yd(p-{ ^2 ^*f' 


brdx 


(la) 


Fig.  4. 


Beschreibt  nun  der  Punkt  F  entsprechend  Fig.  4  eine  ge- 
schlossene Kurve,  so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Im  ersten  liegt  der  von  A 
beschriebene  Kreis  vollständig 
innerhalb  der  Kurve  von  P, 
so  dafs  er  von  A  beim  Um- 
fahren ganz  in  einer  Richtung 
durch  laufen  wird.  Dabei 
wächst  der  Winkel  qp  von 
einem  Anfangswerte  ^q  bis 
zu  (fQ  -]-  2n  und  ebenso  xp 
von  xfjQ  bis  t//o  +  2  tt,  so  dafs 
die  Gesamtfläche  durch 

F  =  {a^-{-b^-\-2bc)n  +  br{x^  Xo)  •  •  •  (3) 
gegeben  ist,  wobei  xo  ^^^  anfänglichen,  /  den  endlichen  Dreh- 
winkel des  Mefsrädchens  gegen  eine  feste  Marke  bedeutet.  Ge- 
nauere Ablesungen  werden 
hierbei  durch  einen  Nonius 
bis  auf  Tausendstel  einer 
vollen  Umdrehung  ermög- 
licht; 

Liegt  im  zweiten  Falle, 
wie  in  Fig.  5,  die  zu  um- 
fahrende Figur  ganz  aufser- 
halb  des  Kreises  0  Ä,  so 
werden  sowohl  qp,  wie  auch  Fig.  5. 
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tp  von  ihren  Anfangswerten  ausgehend  erst  wachsen  und  dann 
umgekehrt  wieder  abnehmen,  oder  umgekehrt,  so  dafs  jedenfalls 
die  von  den  Armen  A  0  und  A  P  durch  Drehung  beschriebenen 
Flächen   sich  aufheben.    Es  bleibt  demnach  nur  noch 

F  =  br{x-Xo) (4) 

als  unmittelbares  Mafs  für  die  nur  einmal  vom  Arm  A  P  über- 

strichene  Fläche  übrig,  so  däfs  in  diesem  Falle  die  Ablesungen 
am  Mefsrädchen  des  Planimeters  nicht  erst  durch  eine  Konstante, 
wie  oben,  modifiziert  zu  werden  brauchen. 

Beim  Gebrauche  des  Planimeters  darf  übrigens  nicht  über- 
sehen werden,  dafs  beim  Durchlaufen  gewisser  Kurven  seitens 
des  Stiftes  P  das  Mefsrädchen  sich  nicht  dreht.  Dies  tritt 
natürUch  dann  ein,  wenn  d/  =  0  oder  in  Gl.  (2) 

dh  =  cdxp (2a) 

wird.     Da  nun  (siehe  die  obige  Figur  3)  andererseits 
dh  =  AA'  sin  BAA'  =  adq>  cos  (g)  —  y/) 
ist,  so  ergibt  die  Elimination  von  dh  für  diesen  Fall 

CL 

dyj  =  —  dq>  cos  (qp  —  tfj) (5) 

c 

Die  Integration  dieser  Formel  führt  auf  einen  sehr  ver- 
wickelten Ausdruck  für  den  Zusammenhang  zwischen  (p  und  tp, 
der  mit   den   beiden   Gleichungen   für  die  Koordinaten  von  P, 

nämlich  ,    . 

X  =  a  cos  (p  -f-  0  cos  t//l 

y  =  a  sin  q^  -}-  h  sin  i//) ^  ^ 

die  gesuchte  Kurve  bestimmt.     Man  erkennt,  dafs  Gl.  (5)  auch 

durch  den  Spezialfall 

cos  ((p  —  Xlj)=  — 

erfüllt  wird,  d.  h.  für  einen  kon* 
stanten  Winkel  cp  —  t//  in  dem 
alsdann  rechtwinkligen  Dreieck 
OAB  (Fig.  6).  Die  von  P  be- 
schriebene Kurve  ist  ein  Kreis  um 
0,  dessen  Inhalt  mit  /=  /^  das 
Fig.  6.  konstante  Glied  in  Gl.  (3)   ergibt, 

weshalb  er  auch  als  Grundkreis 
bezeichnet  wird.  Auch  der  Punkt  B  beschreibt  einen  Kreis, 
auf  dessen  Umfang  das  Rädchen  senkrecht  steht,  sich  aber  nicht 
drehen  kann. 
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Diesen  beiden  Kreisen,  welche  in  Fig.  7  mit  Ki  K'  und  K^  E" 
bezeichnet  sind,  niähem  sich  nun  die  vom  Stifte  Pbezw.  vom 
Rädeben  B  beschriebenen  der  Gl.  (5)  genügenden  Kurven  asymp- 
totisch. Dieselben  lassen  sich  angenähert  leicht  konstruieren, 
wozu  die  Überlegung  führt,  daTs  beim  Übergänge  von  eiuer  Lage 
BAP  in  die  benachbarte  B'  A'  P  nur  dann  keine  Drehung  des 
Rädchens  eintreten  kann,  wenn  diese  Bewegung  in  eine  Drehung 


des  Armes  B  P  um  B  und  eine  darauffolgende  Verschiebung 
desselben  in  seiner  eigenen  Richtui^  zerfällt  Ist  aber  A'  die 
neue  benachbarte  Lage  des  Endes  des  um  den  Fol  0  drehbaren 
Planimeterarmea,  so  verbinde  man  A'  mit  B,  mache  alsdann 
auf  dieser  Linie  A'  B'  =  A  B  und  A'  P'  =  A  P.  Auf  diese  Weise 
ergeben  sich  die  beiden  gesuchten  Kurven  Bq  B  B'  des  Rädchens 
und  PqPP'  des  Stiftes,  welche  in  Pig.  7  zur  Hälfte  eingezeichnet 
sind.  Die  andere  Hälfte  ist  natürlich  vollkommen  symmetrisch 
hierzu. 
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DafB  diese  Konstruktion  der  Ol.  (5)   entspricht,   ergibt  sich 
aus  dem  Vei^leich  der  beiden  Bogenelemente 
Aä'  =i  OA  •  dip  ^adtf 
A  A"  =  B  A   d\(i  =  e  dv. 
von  denen  das  erstere  der  Drehung  von  A  um  O,  das  letztere 
der  Drehung  von  d  um  B  zugehört     Da  nun 

■^A'AA-'^^OAB^q-  —  ^, 
so  ist  auch 

AA"  =  A  A'  cos  {<}'  —  tp) 
oder 

c  dyj  ^  a  dq'  cos  ((f-  —  ^) 
in  Übereinstimmung  mit  Gl.  (5). 

§  3.    Ebene  Bewegnng. 
Fol  oder  Momentanpol  einer  Bewegung,  Polbaha  aad  Pttnktbahn,  Pol- 
hodie  und  Uerpolhodie,  Bollbewegung  ond  Bollkurven,  Gleitbewegung 
und  Leitkarven. 
Bewegt  sich  ein  starrer  Körper  so,   dals  alle  seine  Punkte 
ebene    und    einander    parallele    Bahnen    beschreiben,     so    sind 
die   Bahnen  aller  in   demselben  Lote  zu  den  Ebenen  liegenden 
.    Punkte        notwendigerweise 
einander  kongi-uent   und  ea 
genügt,  die  Bewegung  in  einer 
dieser  Ebenen  zu  untersuchen. 
Es   sei    in  Fig.  8    AB    der 
Schnitt  dieser  mit  der  Bild- 
ebene      übereinstimmenden 
Ebene  durch  den  Körper  in 
seiner  Anfangslage  und  A'B' 
der   entsprechende   (kongru- 
ente) Schnitt  in  der  Endlage. 
FiB-  8-  Errichtet     man     dann     auf 

den  Mitten  der  Verbindungs- 
linien A'A  und  B'B  der  entsprechenden  Lagen  zweier  Punkte 
Lote,  so  schneiden  dieselben  sich  im  Punkte  P,  den  wir  als 
den  Pol  der  Bewegung  bezeichnen  wollen.  Durch  ihn  geht 
offenbar  senkrecht  zur  Bildebene  eine  Achse,  um  welche  man 
sich  den   Körper  beim   Übergange  aus  der   Lage   AB  in  A'B' 


§  3.    Ebene  Bewegung. 
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gedreht  denken  kann,  da  die  Dreiecke  PAB  ^  PÄ' B'  werden 
und  man  dasselbe  für  die  beiden  Lagen  CG'  eines  beliebigen 
anderen  Punktes  sofort  beweisen  kann. 

Würde  man  nun  den  Körper  um  eine  zweite  Achse  P'  ge- 
dreht haben,  so  würde  eine  neue  Lage  ii"-B"  resultieren,  welche 
man  sich  auch  unmittelbar  aus  AB  durch  die  Drehung  um 
einen  Pol  P"  hervorgebracht  denken  kann.  Setzt  man  diese 
Überlegung  fort,  so  gelangt  man  zu  dem  wichtigen  Satze,  dafs 
eine  beliebige  Anzahl  von  Drehungen  eines  Körpers 
um  parallele  Achsen  durch  eine  einzige  Drehung 
ersetzt  werden  kann. 

Über  die  wirkliche  Bahn  des  Körpers  haben  wir  damit 
allerdings  noch  nichts  ausgesagt.  Fassen  wir  aber  in  Fig.  9 
zwei  unendlich  benachbarte 
Lagen  AB  und  A'P'  bei 
der  wirklichen  Bewegung 
einer  Geraden  des  Körpers 
ins  Auge,  so  können  wir 
unsereKonstruktion  wieder- 
holen und  erhalten  einen 
Pol  P,  zu  dem  für  den 
Übergang  von  A'  P'  in  A"  P  " 
ein  zweiter,  dem  ersten  be- 
nachbarter Pol  P  u.  s.  w. 
tritt.  Daraus  geht  hervor, 
dafs  wir  die  beUebige  ebene 
Bewegung  eines  Systems  als 
eine  Aufeinanderfolge  unendlich  kleiner  Drehungen  um  parallele 
Achsen  auffassen  dürfen,  wobei  die  Gesamtdrehung  als  Summe 
der  Einzeldrehungen  erscheint.  Den  Schnittpunkt  P  der  einer 
unendlich  kleinen  Bewegung  zugehörigen  Achse  mit  der  Bild- 
ebene nennen  wir  den  Momentanpol  oder  das  Momentan- 
zentrum der  Bewegung,  die  bei  stetiger  Bewegung  ebenfalls 
stetige  Aufeinanderfolge  der  Momentanpole  die  Polbahn  der 
Bewegung. 

Die  aufeinander  folgenden  Lagen  des  Körpers  selbst  werden 
durch  die  Bahnen   zweier   seiner  Punkte    vollständig   bestimmt. 

Die  entsprechende  Polbahn  des  Körpers  ergibt  sich  daraus 
als  Ort   der  Schnittpunkte    der  Normalen   dieser   sog.  Punkt- 


Fig.  9. 
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bahnen  in  zwei  zugehörigen  Punkten.  Sind  die  beiden  Punkt- 
bahnen parallel  und  kongruent,  d.  h.  verschiebt  sich  der  Körper 
immer  parallel  zu  sich  selbst,  so  schneiden  sich  diese  Normalen 
nicht,  d.  h.  das  Momentanzentrum  liegt  im  Unendlichen.  In 
diesem  Fall  können  wir  uns  aber  auch  die  Bewegung  durch 
zwei  gleiche  entgegengesetzte  Drehungen  um  zwei 
beliebige  Pole  in  der  Ebene  ersetzt  denken. 

Die  oben  erhaltene  Pol  bahn  ist  eine  in  der  Ebene  feste 
Kurve,  welche  indessen  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Bewegung  aller  Körperpunkte  ebensowenig  genügt,  wie  die  An 

gäbe  einer  einzigen  Punkt- 
^^  bahn.    Denken    wir   uns 

aber,  wie  es  in  Fig.  10  ge- 
schehen ist,  welche  die 
Bewegung  eines  in  A  auf 
dem  festen  Kreise  um  0, 
in  B  auf  der  durch  0 
gehenden  festen  Geraden 
geführten  Körpers  (der 
Schubstange  eines  Kurbel- 
getriebes) darstellt,  nicht 
nur  die  feste  Polbahn  JT 
und  Äi  für  das  Durch- 
laufen des  oberen  Kreis- 
bogens um  0  gezeichnet, 
sondern  auch  alle  auf- 
einander folgenden  Pole 
mit  AB  fest  verbunden, 
so  erhalten  wir  eine 
zweite  mit  AB  bewegliche 
Kurve,  die  sogenannte 
bewegliche  Polbahn  CVCy  auch  Polhodie  (nach  Poin- 
sot)  genannt,  welche  auf  der  festen  Polbahn,  die  man  dann 
als  Herpolhodie  bezeichnet,  wälzt.  In  dem  vorliegenden 
Falle  ergibt  sich  der  Momentanpol  sofort  als  Schnittpunkt  der 
normal  auf  dem  Kreisbogen  stehenden  Linie  OA  mit  dem  Lote 
auf  der  Geraden  OB  in  J5.  Die  feste  Polbahn  U  nähert  sich 
einer  senkrechten  Asymptote  durch  diejenige  Lage  von  J?,  welche 
der  senkrechten  Stellung  von  OA  entspricht  und  kommt  dann 
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auf  der  negativen  Seite  Hi  aus  dem  Unendlichen  zurück, 
wobei  der  untere  Zweig  der  Polhodie  CB  auf  der  Herpoihodie 
Hl  abrollt.  Für  die  andere  Hälfte  der  Kreisbewegung  von  Ä 
ergeben  sich  symmetrische,  in  die  Figur  nicht  eingetragene  Zweige 
sowohl  der  Polhodie,  wie  auch  der  Herpoihodie,  durch  deren 
Wälzen  mithin  die  Bewegung  des  Körpers  AB  in  der  Ebene 
vollständig  gegeben  ist.  Da  die  vorstehende  Überlegung  auch 
auf  einen  in  Ä  und  B  ganz  beliebig  geführten  Körper  anwendbar 
ist,  so  haben  wir  den  Satz,  dals  die  ebene  Bewegung 
eines  Körpers  ganzallgemein  durcheine  feste  Kurve, 
die  Herpoihodie,  und  eine  mit  dem  Körper  beweg- 
liche aufder  festenabrollenden  Kurve,  die  Polhodie, 
bestimmt  ist.  Die  Herpoihodie  hüllt  hierbei  sämtliche  Lagen 
der  Polhodie  ein  und  wird  deshalb  auch  bisweilen  als  die  Hüll - 
bahn  oder  Hüllbahnkurve  bezeichnet. 

Sind  umgekehrt  für  die  Bewegung  eines  ebenen  Gebildes 
dessen  Polhodie  und  Herpoihodie  etwa  in  der  Art  gegeben,  dafs 
die  Polhodie  die  Begrenzung  desselben  darstellt,  während  die 
Herpoihodie  die  Begrenzung  eines  festgehaltenen  Körpers  bildet, 
so  haben  wir  es  schon  mit  einer  bedingten  bezw.  gezwungenen 
Bewegung  zu  tun,  die  man  auch  als  Rollbewegung  bezeichnet. 
Die  Bahnen  einzelner  Punkte  des  bewegten  Systems  heilsen  jetzt 
Rollkurven  und  nehmen  besonders  einfache  und  technisch 
wichtige  Formen  an, 
wenn  die  Begren- 
zungen der  beiden 
Körper  Kreise  bezw. 
Gerade  sind. 

Rollt  z.  B.  ein 
Kreis  auf  einer 
festen  Geraden,  so 
beschreiben  die 
Punkte  des  Kreis- 
umfanges  Cyclo- 
iden  (Fig.  11),  die 
Punkte      innerhalb 

und  aulserhalb  dagegen  sog.  Trochoiden.  Rollt  ein  Krei& 
auf  einem  festen  anderen  Kreise,  dem  sog.  Grundkreis,  so  be- 
zeichnet  man  die    Bahnkurven    als  Epicycloiden    (Fig.  12),. 


Fig.  11. 
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bezw.  als  Epitrochoiden,  wenn  die  beiden  Kreise  im  Be- 
rührungspunkte entgegengesetzte  Krümmungen  besitzen.  Bei 
gleicher  Krümmung  dagegen  spricht  man  von  Hypocyclo- 
iden  (Fig.  13)  bezw.   Hypotrochoiden.      Rollt   schlielslich 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


eine  Gerade    auf   einem   festen  Kreise   ab,    so   beschreiben   die 
Punkte  der  Geraden  Kreisevolventen  (Fig.  14). 

Da  der  Berüh- 
rungspunkt den  Mo- 
mentanpol während 
der  Bewegung  bildet, 
so  mufs  die  Normale 
in  einem  beliebigen 
Punkte  Ä  einer  RoU- 
kurve  durch  den 
diesem  Punkte  Ä  ent- 
sprechenden Berüh- 
rungspunkt der  bei- 
Yig,  14.  den  aufeinander  rol- 

lenden Gebilde  hin- 
durchgehen. Diese  Eigenschaft  ist  besonders  für  die  Verwendung 
der  Rollkurven  bei  Zahnrädern  von  Bedeutung,  worauf  wir  noch 
zurückkommen  werden. 

Da  wir  diesen  Kurven  noch  als  Bahnen  freibewegter  Körper 
in  der  Folge  mehrfach  begegnen  werden,  so  erecheint  es  nützlich, 
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(1) 


ihre  Gleichungen  kennen  zu  lernen.  Wir  bezeichnen  zu  diesem 
Zwecke  in  Fig.  15  den  Radius  des  festen  Kreises  um  Oi  mit  %, 
den  des  Rollkreises  um  O2  mit  02  und  den  Winkel  der  Ver- 
bindungshnie  der  Zentren  von  der  Anfangslage  Oi  X  aus  gemessen 
mit  9)1.  Bedeutet  dann  r  den  Abstand  des  mit  dem  Rollkreise 
fest  verbundenen  Punktes  P  von  dessen  Mittelpunkt  O2  und  (f>2 
den  Neigungswinkel  von  r  gegen  OX^  so  ist  die  Bahn  von  P 
gegeben  durch 

X  =  (ai-{-  02)  cos  (fi-^-  r  cos  (p2 

y  =  («1  +  «2)  sin  91+''  sin  (p2, 
worin  wegen  des  Abrollens  der  beiden  Kreise  aufeinander 

(ai  +  02)  (jPi  =  02  (^2  —  a) (2) 

sein  wird.  Die  Konstante  a  bedeutet  hierin  die  Anfangsrichtung 
von  r  für  ^i  =  0.  Für  die  Cycloiden,  bei  denen  P  auf 
dem  Umfang  des  Rollkreises  liegt,  ist  r  =  03  zu  setzen,  für  die 
Trochoiden  dagegen  wird  r  ^  02. 

Für  die  gemeine  Cycloide  und  Trochoide  werden  die 
Formeln  (1)  wegen  %  =  »  und  q>i=z  0  unbrauchbar,  ebenso  für 
Kreisevolvente  wegen  02  =  «»  und  r  =  00.  Die  Gleichungen 
beider  Kurvengattungen  ergeben  sich  indessen  leicht  auf  direktem 


Fig.  15. 


Fig.  16. 


Wege.    Bezeichnet  man   in  Fig.  16   mit  Xq,  Vo  die  Koordinaten 
des  Rollkreiszentrums  A,   mit  a  dessen  Radius,   r  den  Abstand 
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des  Punktes  P  von  Äy  und  mit  (p  den  Auslenkungswinkel  von  r 
aus  der  Vertikalen  AB,  so  folgt  sofort  für  die  Koordinaten  von  P 

X  =  Xq  —  r  Hin  rp 

y  =  Vo  —  r  coB  (f. 

Rollt  der  Kreis  nun  auf  der  Abscissenachse  selbst,  und  wählen 
wir  als  Anfang  die  Stellung  g)  =  o,  so  ist 

Xq  =  a(p  und  I/o  =  öi, 

so  dafs  die  Trochoidengleichung  die  Form 

X  =  aq)  —  r  sin  ff 

y  =    a   —  r  cos  rp 

annimmt  und   für   r  =  a  in   diejenige   der   gemeinen   Cycloide 
übergeht. 

Für  die  Kreisevolvente  haben  wir,  unter  a  den  Kreisradius 
verstanden,   dessen   Zentrum  0  als  Koordinatenanfang  dient,  in 
p  Fig.  17  mit  dem  Drehwinkel  (p  des  Fahr- 

strahls im  Berührungspunkte  B  der  Tan- 
gente mit  der  Vertikalen  PB  =  acp^  also 
sind  die  Koordinaten  von  P 

X  =  a  sin  cp  —  a(p  cos  q) 

y  =  a  cos  q>  -{-  atp  sin  cp. 

Die  Bewegung  ebener  Gebilde  längs 
einer   festen   Kurve   braucht    nun    nicht 
notwendig    durch    Abrollen    allein    sich 
2L  zu   vollziehen,    sie   kann   auch    mit  Ver- 
schiebungen längs  der  Kurve  verbunden 
sein.     Alsdann   spricht   man  von    einem 
mit  dem  Abrollen  verbundenen  Gleiten.     Zeichnet  man   sich 
z.  B.  die  bewegte  ebene  Figur  nacheinander  in  ihren  sämtlichen 

Lagen  auf,  Fig.  18,  so  werden  die- 
selben durch  zwei  Kurven  eingehüllt, 
welche  ihrerseits  die  Bewegung  des 
Systems  vollständig  bestimmen,  wenn 
eine  Anfangslage  gegeben  ist.  Wir 
wollen  diese  Kurven,  an  denen  der 
Figurenumfang  gleichzeitig  abrollt 
und  sich  verschiebt,  als  Leitkurven  bezeichnen. 


Fig.  17. 


Fig.  18 
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Man  erkennt  übrigens  sofort,  dals  man  eine  dieser  Leit- 
kurven auch  stets  durch  eine  beUebige  Punktbahn  ersetzen  kann, 
um  die  Bewegung  zu  charakterisieren,  und  braucht  dabei  nur 
an  das  Schleifen  eines  Körpers  auf  der  Erdoberfläche  zu  denken, 
der  an  irgend  einem  anderen  Punkte,  z.  B.  von  einem  Menschen 
oder  Zugtier,  getragen  wird. 

Ist  das  ebene  bewegte  Gebilde  kreisförmig,  so  werden  die 
beiden  Leitkurven  stets  denselben  Abstand  besitzen  und  können 
demnach  keine  Auskunft  über  etwaige  Drehungen  des  bewegten 
Kreises  um  seinen  Mittelpunkt  geben. 


§  4.    Räumliche  Bewegung. 

Zurückftihrung  auf  zwei  Drehungen,  Schraubenbewegung,  Präcession 
oder  vorrückende  Rotation,   Leitfläche  und  Bahnprofile,   kinematische 

Paare. 

Die  vorstehend  erhaltenen  Sätze  über  die  ebene  Bewegung 
gestatten  uns  nun  eine  anschauliche  Darstellung  der  Bewegung 
eines  starren  Körpers  im  Räume.  Wir  denken  uns  zu  dem 
Zwecke  durch  den  Körper  in  der  Anfangslage  eine  Ebene  gelegt, 
deren  Schnitt  mit  der  Körperoberfläche  eine  geschlossene  Kurve 
mit  einem  Durch- 
messer A  B  in  Fig.  1 9 
ergibt.  In  einer  be- 
liebigen anderen 
Lage  wird  die 
Schnittebene  die  ur- 
sprüngliche Ebene 
in  0  0  schneiden, 
aulserdem  aber  er- 
scheint die  Schnitt- 
figur     gegen      die 

Spur  0  0 ,  welche  auch  der  neuen  Ebene  zugehört ,  verdreht, 
so  dafs  der  Durchmesser  jetzt  die  Lage  A'  B'  hat.  Den 
Übergang  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  können  wir  nun 
aber  auch  so  bewerkstelligen,  dals  wir  zunächst  das  ganze 
System  um  0  0  drehen ,  wodurch  die  Schnittfigur  A*'  B'  in 
der  neuen  Schnittebene  entsteht,  und  schliefslich  durch  die 
Drehung    des   Körperquerschnitts    in    der    neuen    Schnittebene 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  2 


Fig.  19. 
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um  einen  Pol  P  die  Lage  A"  B"  in  A'  B*  überführen.  Damit 
aber  haben  wir  die  Bewegung  der  Schnittfigur  AB 
und  mit  ihr  diejenige  des  ihr  zugehörigen  Körpers 
auf  zwei  Drehungen  um  zwei  im  Räume  aufeinander 
senkrechte  Achsen  zurückgeführt. 

Um  nun  die  Bewegung  des  Körpers  mit  der  tatsächhchen 
in  Übereinstimmung  zu  bringen,  brauchen  wir  dieses  Verfahren 
nur  auf  je  zwei  benachbarte  Lagen  anzuwenden ,  wobei  natürhch 
sowohl  die  Achse  0  0,  wie  auch  die  durch  den  Pol  P  gehende 
stetig  ihre  Lage  wechseln  werden.  In  jedem  Augenblicke  können 
wir  also  die  Bewegung  als  die  Kombination  einer  in  der  Richtung 
der  Achse  durch  P  stattfindende  Verschiebung  mit  einer  Drehung 
um  dieselbe  auffassen.  Einen  solchen  Vorgang  bezeichnet  man 
aber  allgemein  als  eine  Schraubenbewegung  oder  kürzer  als 
Schraubung.  Die  gewöhnliche,  in  der  Technik  auftretende 
Schraubenbewegung,  von  der  diese  allgemeinere  ihren  Namen 
erhalten  hat,  ist  ein  ganz  spezieller  Fall  derselben  insofern,  als 
die  Achse  durch  P  ilire  Lage  nicht  ändert,  die  Achse  0  0  mithin 
in  unendliche  Feme  rückt,  und  aufserdem  die  Drehung  um  P 
proportional  der  Verschiebung  verläuft.  Jeder  Körperpunkt 
beschreibt  demnach  eine  cylindrische  Schraubenlinie  um  P. 

Mit  unserer  verallgemeinerten  Schraubenbewegung  kann  man 
sich  ein  klares  Bild  von  der  Bewegung  der  Projektile  verschaffen, 
deren  Studium  Gegenstand  der  Ballistik  ist.  Diese  Projektile 
erhalten  im  Laufe  des  Geschützes  oder  des  Gewehres  neben  ihrer 
foi-tschreitenden  Bewegung  auch  eine  drehende,  deren  Achse 
aber  während  des  Durchlaufens  der  Bahn  eigentümliche  Be- 
wegungen vollzieht.  Es  bietet  keine  Schwierigkeiten,  die  oben 
für  die  Polhodie  und  Herpolhodie  entwickelten  Sätze  auf  diesen 
allgemeinen  Fall  anzuwenden,  wobei  man  zu  mitsprechenden 
Regelflächen  gelangt,  welche  nicht  allein  aufeinander  wälzen, 
sondern  auch  noch  entsprechend  der  mit  der  Schraubung  ver- 
bundenen momentanen  Verschiebung  in  der  Achsenrichtung  sich 
längs  der  Berührungßlinie  verschieben. 

Für  den  Fall  eines  in  einem  Punkte  festgehaltenen  Körpers, 
eines  sog.  Kreisels,  gehen  diese  Flächen  in  Kegel  über,  deren 
gemeinschaftüche  Spitze  naturgemäfs  im  Fixpunkte  liegt.  Da 
hier  die  fortschreitende  Bewegung  längs  der  momentanen  Dreh- 
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achee  fortfällt,  so  wälzen  die  entsprechenden  Kegel  ebenso  auf- 
einander, wie  die  Polhodie  auf  der  Herpolhodie  bei  der  ebenen 
Bewegung.  Wenn  man  um  den  Fixpunkt  eine  Kugelfläche 
konstruiert,  so  kann  man  die  Bewegung  des  Körpers  auch  an 
derjenigen  der  Schnittfigur  der  Körperoberfläche  mit  der  festen 
Kugel  geradeso  studieren  wie  die  ebene  Bewegung.  Man  über- 
zeugt sich  leicht,  dals  eine  beliebige  Anzahl  von  Verschiebungen 
der  Schnittfigur  auf  der  Kugeloberfläche  auf  eine  Drehung  um 
eine  durch  den  Fixpunkt  gehende  Achse  zurückgeführt  werden 
kann,  so  dafs  in  diesem  Falle  je  zwei  Lagen  des  Körpers  stets 
eine  gemeinsame  Gerade,  eben  diese  Achse,  besitzen.  Auf  der 
Kugel  um  den  Fixpunkt  können  wir  dann  wieder  die  Polhodie 
und  Herpolhodie  bestimmen  und  gelangen  zu  besonders  einfachen 
und  praktisch  wichtigen  Fällen,  wenn 
dieselben  in  Kreise,  die  entsprechenden 
Kegel  also  in  Ejreiskegel  (Fig.  20)  über- 
gehen. Die  Bewegung  der  Ebene  durch 
die  Achsen  der  beiden  Kegel  bezeichnet 
man  als  das  Vorrücken  oder  die 
Präcession,  die  Gesamtbewegung  des 
Körpers  dagegen  als  eine  vorrückende  Fig.  20. 

Rotation. 

Die  allgemeine  räumliche  Bewegung  eines  Körpers  kann  man 
auch  durch  eine  Fläche  (Leitfläche)  beschreiben,  welche  seine 
sämtlichen  Lagen  einhüllt,  wobei  die  Bewegung  in  einem  mit 
Gleiten  verbundenen  Abrollen  der  Körperoberfläche  an  der  Leit- 
fläche besteht.  Ebenso  wie  bei  der  ebenen  Bewegung  von  Kreis- 
scheiben versagt  diese  Fläche  zur  vollständigen  Bestimmung  bei 
Rotationskörpern  insbesondere  dann,  wenn  während  der  Rotation 
deren  Achse  keine  Drehungen  erleidet.  Die  Leitfläche  kann  man 
auch  durch  ihre  Querschnitte  darstellen,  von  denen  diejenigen 
mit  kleinstem  Flächeninhalt  als  Bahnprofile  bezeichnet  werden 
und  u.  a.  im  Eisenbahnwesen  zur  Einschränkung  des  Ladevolumens 
der  Fahrzeuge  Verwendung  finden. 

Denkt  man  sich  die  Leitfläche  selbst  als  Oberflächenbestand- 
teil eines  starren  Körpers,  so  bildet  dieser  mit  dem  umhüllten 
Körper  nach  Reuleaux'  Bezeichnung  ein  sog.  kinematisches 
Paar.  Da  man  nun  auch  den  umhüllten  Körper  festhalten  und 
den  die  Leitfläche  tragenden  gegen   den  ersteren   bewegen,   die 
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Elemente   des   Paares   also   vertauschen  kann,   so   braucht 
man  nur  die  Relativbewegung  derselben  ins  Auge  zu  fassen. 

In  der  Technik  spielt  nun  eine  beschränkte  Zahl  solcher 
Elementenpaare  als  Bestandteile  von  Maschinen  eine  wichtige 
Rolle,  nämlich  das  sog.  Drehkörperpaar  (Zapfen  und  Lager), 
das  Prismenpaar  (Gleitbahn  und  Gleitstück)  und  schlielslich 
das  Schraubenpaar  (Schraubenspindel  und  Mutter).  Diese 
drei  Paare,  von  denen  das  erstere  nur  relative  Drehungen,  das 
zweite  nur  Verschiebungen  und  das  dritte  zwar  beide  Bewegungs- 
formen, aber  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  zulälst,  haben  die 
weitere  Eigentümlichkeit,  dals  eines  der  Elemente  das  andere 
umschlielst.  Man  nennt  sie  darum  auch  Umschlufspaare  im 
Gegensatz  zu  solchen  Paaren,  bei  denen  nur  eine  Berührung 
der  Oberflächen  der  beiden  Elemente  stattfindet. 

§  5.    Gegenseitig  bedingte  Bewegung  mehrerer  Körper. 

Begriff  der  Zwangläufigkeit  und  des  Mechanismus,  Hookescher  Schlüssel 

oder  Universalgelenk,  Zahnräder. 

Bewegen  sich  zwei  oder  mehrere  Körper  so,  dafs  sie  mit- 
einander in  der  vorstehend  erläuterten  Weise  gepaart  bleiben,  so 
ist  ihre  Bewegung  eine  gegenseitig  bedingte.  Die  einzelnen 
Körper  bilden  alsdann  die  Glieder  einer  sog.  kinematischen 
Kette  oder  eines  Mechanismus,  dessen  Bewegung  dann 
als  zwangläufig  bezeichnet  wird,  wenn  durch  die  Relativ- 
bewegung von  je  zweien  gegeneinander  die  Relativbewegungen 
aller  anderen  eindeutig  gegeben  sind.  Stehen  die  einzelnen 
Glieder  durch  Umschlufspaare  miteinander  in  Verbindung,  so 
bietet,  wie  schon  das  in  §  3  behandelte  Beispiel  des  hierfür 
typischen  Kurbelgetriebes  zeigt,  die  Untersuchung  keine  Schwierig- 
keiten, so  lange  es  sich  um  ebene  Be- 
wegungen handelt. 

Ein  praktisch  wichtiges  Beispiel  für 
die  räumliche  Bewegung  ist  der  Hooke- 
sche Schlüssel  oder  das  Universal- 
gelenk, welches  zur  Übertragung  der 
'^  21.  Rotation  zwischen  zwei  einander  schief- 

winklig schneidenden  festen  Achsen  dient. 
Auf  diesen  Rotationsachsen  sitzt  je  ein  Bügel,  der  die  gegenüber- 
liegenden Zapfen  eines  ebenen  Achsenkreuzes  fafst  (Fig.  21).     Je 
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zwei  Zapfen  dieses  Achsenkreuzes  beschreiben  demnach  Kreise, 
welche  normal  zu  den  Rotationsachsen  stehen,  während  die  Ebene 
des  Achsenkreuzes  sich  so  bewegt,  dafs  zwei  ihrer  Geraden  (d.  s. 
die  Verbindungslinien  zweier  gegenüberliegender  Zapfen)  in  zwei 
durch  die  erwähnten  Kreise  bestimmten  festen  Ebenen  bleiben. 

In  Figur  22  seien 
OX  und  Or  die  beiden 
Rotationsachsen,  welche 
eich  in  0  schneiden. 
Derselbe  Punkt  ist  zu- 
gleich Schnittpunkt  des 
der  Einfachheit  •  halber 
rechtwinklig  gedachten 
Achsenkreuzes  AOAi 
und  BOBi  zwischen  den 
Bügeln  AXAi  und  BYE^, 
In  ihrer  Anfangslage 
liegen  die  beiden  Halb- 
achsen OAq  und  OBq  in 
der  Ebene  des  zu  0  Y 
senkrechten  Hauptkrei- 
ses  OAqBBq  einer  um 
0  mit  ihnen  beschriebe- 
nen Kugel,  in  dem  laut 

Voraussetzung  der  Winkel  AqOBq  ein  rechter  ist.  Nach  einer 
bestimmten  Drehung  sei  das  Bügelende  Aq  nach  A,  Bq  nach  B 
gekommen,  ^ wobei  AqOA  =  cf  und  BqOB  =  \p,  also  AqOB  = 
90  -f-  V^  gesetzt  werde.  Der  Winkel  AOB  ist  wegen  der  Starrheit 
des  Achsenkreuzes  mit  AqOBq  =  90  ^  identisch.  Der  spitze 
Neigungswinkel  der  beiden  Achsen  OX  und  OY  und  damit 
derjenige  der  beiden  Hauptkreise  OAqB  undOiilo-i  sei  a.  Dann 
haben  wir  in  dem  sphärischen  Dreieck  AqAB  nach  dem 
sphärischen  Cosinussatze 

cos  AB  =  cos  Aq  A  •  cos  AqB  -\-  sin  AqA  •  sin  Aq B  •  cos  « 
oder 

cos  90^  =  cos  (p  •  cos  (90  +  V^)  +  sin  </>  •  sin  (90  4-  V^)  cos  « 

tgxp  =  tgcp  '  cos  «. 
Die  von  den  beiden  Bügelenden  il  und  B  gleich- 
zeitig   zurückgelegten    Bogen    sind    mithin    nicht 


Fig.  22. 
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gleich,  sondern  weichen  um  so  mehr  voneinander 
ab,  je  grölser  der  Neigungswinkel  a  der  beiden  Ro- 
tationsachsen ist. 

Der  Zuwachs  des  Bogens  xp  in  seiner  Abhängigkeit  von  dem- 
jenigen ff  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  erhaltenen 
Gleichung  zu 

d\f/ cos  2t//  (1  +  tg  2^)  cos  a 

d(p  cos  2^  1  -j-  tg2(jp  cos  2« 

Dieser  Differentialquotient  wird  in  Übereinstimmung  mit 
dem  vorstehenden  Satze  zu  1,  wenn  a  =  0,  cos  «  =  1  wird. 

Die  Bewegung  des  mittleren  Achsenkreuzes  kann  man  na- 
türlich auch  als  Drehung  um  eine  durch  0  gehende  Momentan- 
achse auffassen,  deren  augenblickliche  Lage  sich  sofort  als 
Schnitt  der  durch  die  beiden  Bügel  in  ihren  zu  einander  ge- 
hörigen Stellungen  konstruierten  Hauptkreise  ergibt.  Man  kann 
sich  den  ganzen  Vorgang  auch  als  die  Bewegung  eines  sphärischen 
Gebildes  vorstellen,  welches  in  den  Punkten  Ä  und  B  auf  zwei 
Hauptkreisen  geführt  wird  und  hat  so  ein  vollkommenes  Seiten- 
stück zu  dem  einfachen  Beispiele  der  ebenen  Bewegung  längs 
zweier  sich  schneidender  Geraden. 

Die  durch  die  obige  Formel  ausgedrückte  Ungleichförmig- 
keit  der  Bewegungsübertragung  kann  man  übrigens  durch  Ver- 
bindung mehrerer  üniversalgelenke  beseitigen,  i)  Denkt  man 
sich  die  zwischen  zwei  solchen  Gelenken  befindlichen  Achsen- 
stücke sehr  kurz  und  die  Winkel  a  sehr  klein,  so  kann  man 
schlief slich  jede  Kurve  durch  eine  unendliche  Folge  von  Uni- 
versalgelenken mit  unendlich  kleiner  gegenseitiger  Neigung  er- 
zeugen. Ein  solches  Gebilde,  z.  B.  ein  spiralförmig  gewundener 
dünner  Draht,  kann  dann,  ohne  seine  äufsere  Form  zu  ändern, 
in  sich  rotieren  und  ist  imstande,  die  Bewegungen  des  einen 
Endes  gleichförmig  und  unabhängig  von  seiner  Lage  auf  das 
andere  zu  übertragen.  Gewöhnlich  allerdings  bedient  man  sich 
in  der  Technik  zur  Übertragung  von  Rotationen  der  Zahn- 
räder, deren  gegenseitig  bedingte  Bewegung  wir  ihrer  grofsen 
Wichtigkeit  halber  an  dieser  Stelle  kurz  untersuchen  wollen. 


*)  Näheres  hierüber  siehe  z.  B.  Weisbach -Hermann,  Lehr- 
buch der  Ingenieur-  und  Maschinenmechanik.  III.  1.  2.  Aufl.  1876. 
§  26—28. 
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Die  ebene  Bewegung  stellt  auch  hier  den  einfachsten  Fall 
dar.  Wir  denken  uns  zunächst  zwei  um  parallele  Achsen,  deren 
Spuren  in  der  Bildebene  Oj  und  0^  sein  mögen,  zwei  beliebig  ge- 
formte Körper  K^  und  Äj,  Fig.  23, 
derart  gedreht,  dafs  sie  sich 
während  der  Bewegung  stets  be- 
rühren, wobei  sie  im  Berührungs- 
punkte die  Normale  und  die 
Tangente  gemeinsam  haben.  Der 
momentane  Berührungspunkt  der 
betrachteten  Körperprofile  sei  A, 
rj  sein  Abstand  von  Oi,  r^i  der- 
jenige von  O2  und  dffi  der  Zu- 
wachs des  Drehwinkels  von  K^ 
um  Ol  bezw.  d<jp2  derjenige  von 
K*i  um  O2.  Dann  beschreibt  der 
Punkt  A  um  Oi  den  Bogen  r^  d  (^  1, 
um  O2  den  Bogen  1*2  ^^2-  Diese 
Elementarbogen  zerlegen  wir  in 
je  zwei  Komponenten  durch 
Projektion  auf  die  gemeinsame 
Normale  und  die  Tangente.    Ist  fij.'.  2a. 

«1  der  Winkel   von    ri   mit  der 

Normalen,  02  derjenige  von  r2,  so  sind  die  Tangentialkomponenten 
der  Bogen  ri  d  cpi  und  r2  d  cp^ 

Vi  cos  ai  d  (pi  und  r2  cos  «2  d  ^2- 

Ihre  Differenz  ri  cos  uidcpi  —  r2  cos  «2  d  cp^  gibt  die  Gleitung 
der  beiden  Körper  während  der  ins  Auge  gefafsten  Elementar- 
drehung um  d(pi  und  dip^  an.  Die  beiden  Normalkomponenten 
dagegen  müssen,  damit  die  Berührung  aufrechterhalten  bleibt, 
einander  gleich  und  gleich  gerichtet  sein,  so  dafs  wir  haben 

Vi  sin  aid(pi=^  r^  sin  «2  dtp^- 

Fällen  wir  nunmehr  die  Lote  qi  und  q^  von  Oi  und  O2  auf 
die  gemeinsame  Normale,  so  ist  qi  =  r^  sin  «1  und  Q2  =  **2  si^^  «2? 
mithin 

^)^  dcpi  =  Q2  d(p2  oder  —  =  j— . 

Mit  dieser  Gleichung  ist  die  Abhängigkeit  der  beiden 
Drehungen   voneinander   bei   gegebener    Form    beider    Körper 
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vollständig  bestimmt.  Von  praktischer  Bedeutung  ist  indessen 
vor  allem  der  Fall  eines  konstanten  Verhältnisses  der 
beiden  Verdrehungen,  des  sog.  Übersetzungsverhält- 
nisses, der  mit  unserer  Gleichung  sofort  auf  ein  konstantes 
Verhältnis  der  beiden  Lote  qi  :  Q2  führt.  Da  nun  die  von  der 
gemeinsamen  Normale,  den  beiden  Loten  und  der  Verbindungs- 
linie der  Drehachsen  Oi  O2  gebildeten  Dreiecke  Oj  P  ^1  und 
O2  P  ^2  einander  ähnlich  sind,  so  bedingt  die  Unveränderlichkeit 
von  Qi  :  Q2  auch  diejenige  von  O^P :  O2P  =  Pi  :  P2.  d.  h.  die 
Normale  schneidet  bei  konstantem  Übersetzungs- 
verhältnisse die  Verbindungslinie  der  Achsen  stets 
in  demselben  Punkt  P.  Damit  aber  ist  die  Bewegung  der 
beiden  Körper  Ki  und  K2  auf  das  Abrollen  zweier  sich 
stets  im  PunkteP  schneidender  und  die  Mittellinie  Oi  O2 
im  konstanten  Verhältnis  der  Verdrehungen  teilender  sog.  Teil- 
kreise zurückgeführt. 

Die  vorstehend  geschilderte 
Bewegung  mit  konstantem  Ver- 
drehungsverhältnis lälst  sich 
nun  nicht  etwa  mit  zwei  be- 
liebigen Profilen  Ki  und  K2 
durchführen,  von  denen  viel- 
mehr das  eine  die  P'orm  des 
anderen  bedingt,  wie  schon  aus 
unserer  Gleichung  für  die  Nor- 
malen Qi  und  ^2  hervorgeht. 
Wir  wollen  uns  darum  zu- 
nächst ein  Profil  ÄiÄBi, 
welches  dem  um  Oi  drehbaren 
Körper  zugehört ,  gegeben 
denken  und  daraus  das  zu- 
gehörige für  O2  ableiten.  In 
unserer  Figur  24  haben  wir 
das  gegebene  Profil  so  gezeich- 
net, dafs  Ä  auf  der  Mittellinie 
Ol  O2  mit  dem  Teükreisberüh- 
rungspunkte  zusammenfällt. 
Bei  der  Drehung  bewegt  sich  Äi  in  einem  Kreise  um  Oi,  wobei  die 
Normale  auf  dem  Profile  in  Ai,  welche  den  Teilkreis  um  Oi  in  Pi 
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«chneidet,  nach  Zurücklegung  des  Bogens  91  in  die  Lage  AA^  ge- 
langt. Der  durch  Abtragen  der  Länge  A^  Pi  von  A  aus  auf  den 
Kreisbogen  gewonnene  Punkt  A2  stellt  demnach  den  Berührungs- 
punkt von  A2  mit  dem  entsprechenden  Punkte  des  Gegenprofils 
dar.  Diesen  selbst  erhält  man  sofort  durch  Rückführung  des 
Punktes  A2  auf  dem  Kreise  um  O2  bis  ^3,  so  dafs  A^  P2  =  Ai  Pi 
(=  A2  A)  wird,  wenn  die  Bogen  APi  =  AP2  sind.  Durch  die- 
eelbe  Konstruktion,  welche  übrigens  von  Reuleaux  herrührt, 
erhält  man  z.  B.  auch  für  Bi  den  Berührungspunkt  B2,  der  hier 
rückwärts  liegt  und  den  Punkt  B^  des  Gegenprofils,  so  dafs 
dieses  durch  die  Linie  A^AB^  gegeben  ist.  Beiden  Profilen 
entspricht  der  geometrische  Ort  der  momentanen  Berührungs- 
punkte J.2-4jB2,  die  sog.  Eingriffslinie.  In  der  Praxis  geht 
man  für  die  Konstruktion  von  Zahnprofilen  fast  immer  von 
dieser  Kurve  aus ;  setzt  sich  dieselbe  aus  zwei  Kreisbogen  (Roll- 
kreisen) zusammen,  so  erhält  man  für  die  Zahnprofile  cyklische 
Kurven,  welche  dem  Wälzen  dieser  Rollkreise  auf  den  Teil- 
kreisen entsprechen.  Hieraus  erkennt  man  die  grofse  Bedeutung 
der  schon  oben  kurz  besprochenen  Rollkurven  für  die  Technik,  i) 

Die  bislang  behandelte  bedingte  Drehung  um  parallele 
Achsen  führt  auf  kongruente  Profile  der  beiden  Körper  Ki  und 
K2  in  allen  Ebenen  senkrecht  zu  den  Drehachsen.  Schneiden 
sich  diese  Achsen  dagegen  in  einem  Punkte,  so  treten  an  Stelle 
der  für  das  Übersetzungsverhältnis  mafsgebenden  Teilkreise  zwei 
aufeinander  wälzende  Kreiskegel;  die  Konstruktion  der  Pro- 
file dieser  Kegelräder  hat  denmach,  streng  genommen,  auf 
konzentrischen  Kugelflächen  stattzufinden.  Bei  windschiefen, 
sich  also  nicht  mehr  schneidenden  Achsen  wird  die  Bewegung 
durch  das  Abrollen  zweier  Rotationshyperboloide,  die 
sich  längs  einer  ihrer  Erzeugenden  berühren,  bestimmt,  weshalb 
die  auf  diese  Weise  erzeugten  Räder  in  der  Technik  kurz  als 
Hyperbelräder  bezeichnet  werden. 

Hiermit  nicht  zu  verwechseln  ist  das  Schneckengetriebe 
einer  Schraube  (auch  Schnecke  genannt)  und   eines  in  die 


^)  Das  Studium  der  Zahnräder  und  ihrer  Bewegung  wird  in  hohem 
Grade  erleichtert  durch  die  schönen  von  Prof.  Schilling  (Göttingen) 
bearbeiteten  und  im  Verlage  von  Schilling  in  Halle  erschienenen  kine- 
matischen Modelle. 
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Gänge  derselben  eingreifenden  Zahnrads,  dessen  Achse  senk- 
recht zur  Schraubenachse  steht.  Das  Proül  der  Schraubengänge 
mufs  hier  demjenigen  des  Zahnrades  entsprechen.  Durch 
Drehen  der  Schraube  wird  das  Zahnrad  ebenso  bewegt  wie  eine 
auf  der  Schraube  sitzende  Mutter. 

Allen  diesen  Rädern  gemeinsam  ist  die  Berührung  der  im 
Eingriff  befindlichen  Oberflächen  entweder  längs  einer  Geraden 
oder,  wie  im  letzten  Falle,  nur  in  einem  Punkte ;  man  bezeichnet 
die  hierin  liegende  gegenseitige  Bedingtheit  der  beiden  Körper, 
welche  sehr  mannigfaltig  sein  kann,  als  eine  höhere  Paarung 
im  Gegensatz  zu  der  die  Umschlulspaare  allein  umfassenden 
niederen  Paarung. 


§  6«    Die  ebene  Drehung  eines  starren  Gebildes  in 

analytischer  Behandlung. 

Zusammensetzung  von  Drehungen  um  mehrere  Pole,  Drehpaare. 

Die  grofse  praktische  Wichtigkeit  der  Drehbewegungen  oder 
Rotationen  veranlafst  uns,  dieselben  noch  einmal  rechnerisch  zu 
verfolgen.     Die  so   erhaltenen  Beziehungen    werden  wir  später 

nützlich  verwerten 
können.  Wir  betrach- 
ten zuerst  die  unend- 
lich kleine  ebene  Be- 
wegung eines  starren 
Gebildes  und  erinnern 
uns  des  Satzes,  dafs 
man  die  Verschie- 
bung derselben  als 
ein  e  Auf  einan  derf  olge 
von  Drehungen  um 
bestimmte  Pole  auf- 
X  fassen  kann,  wobei 
die  schlielsliche  Nei- 
gung einer  Geraden 
des  Gebildes  gegen 
die  anfängliche  Lage  derselben  gleich  der  Summe  der  einzelnen 
Drehungswinkel  war. 
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Die  Koordinaten  der  einzelnen  Pole  Pi  P2  .  .  .  P«  seien  in 
Bezug  auf  ein  festes  rechtwinkliges  System  Xi^i,  052^2  ••  ^«y«> 
diejenigen  eines  Punktes  des  bewegten  Gebildes  xy,  und  die 
Entfernungen  desselben  von  den  Polen  rir2..r«,  mit  den 
Neigungswinkeln  9)1  9)2  •  •  9»»  gegen  die  x-Achse  (Fig.  25).  Die 
Projektionen  des  wirklichen  Bahnelementes  ds  von  A  müssen 
dann  mit  der  Summe  der  Projektionen  der  unendlich  kleinen 
Drehungen  r^  d  cpi,  r<i  d(f2  -  -  ^n  d  cpn  übereinstimmen ;  also,  wenn 
(p  die  Richtung  der  Normale  auf  ds  bedeutet, 

dscoscp  =  ri  cos  (pidipi  -\-  r2  cos  (f  2  d  ff  2  +  •••  -^  rnCOB  (pnd  (f  „)       /.x 
dsBin  (p  =  rxsin  q)idffi  +  r2sin  (p2d(j2  +  . . .  +  r„ sin  (pndcpn) 

Nun  ist  aber 

Vi  cos  (pi=:  X  —  Xi,       ri  sin  (fi  =  y  —  yi 

r2  cos  (f2  =  X  —  352,  ^2  siu  (^2  =  V  —  V^ 


Vn  cos  (pn=^  X X, 


ni 


sm  9), 


y-'yr 


Führen  wir  weiter  die  resultierende  Drehung 

d(f  =  d(fi-\- d(p2-\' .  . -\- d(pn  =  ^ dcfk     ...     (2) 
und  den  ihr  zugehörigen  Radius  r  durch 

ds  =  r  d(p 
ein,  so  ergibt  sich  aus  unseren  beiden  Gleichungen 

r  cos  ff  d(f  =  2  {x  —  Xk)  dffky  r  sin  ff  dff  =  HS{y  —  y^)  d(fk. 

Sind  nun  Xq^o  die  Koordinaten  des  Poles  Pq  der  resultie- 
renden Drehung,  also 

r  cos  ff  =  X  —  Xqj  r  sin  ff  =  y  — ^o»  •     •     •     (3) 

so  folgt  weiter  wegen  (2) 

Xo  dff  =  ^Xjcdffk,  yodff  =  2 y*  dffk  .     .     .     (4) 

Hierin  treten  aber  die  Koordinaten  des  Punktes  Ä  selbst  nicht 
mehr  auf,  so  dafs  durch  (4)  in  Gemeinschaft  mit  (2)  die 
Lage  des  resultierenden  Poles  für  alle  Punkte  des 
starren  Gebildes  festgelegt  ist. 

Heben  sich  die  einzelnen  Elementardrehungen  gegenseitig 
auf,  verschwindet  also  dff  =  ^ dffk)  so  bleibt  offenbar  nur  eine 
fortschreitende  Bewegung  des  ganzes  Gebildes  übrig.  Dies  drückt 
sich  analytisch  dadurch  aus,  dafs  in  (4)  die  Koordinaten  des 
Poles  00  werden.     Man  kann   diesen  Fall  bequemer  als  Drehung 
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um  zwei  Pole  P'  und  P"  mit  gleichen  aber  entgegengesetzten 
Drehwinkeln  d q'  =  -^  d cp''  auffassen,  wie  schon  oben  in  §  3 
bemerkt  wurde.     Sind  in  Fig  26  r'  und  r"  die  entsprechenden 


\ 


Fig.  26. 


Radien  von  Ä  mit   den  Neigungswinkeln  cp'  und  7",    so   kann 
man  aus 

ds  cos  (f)  =  r'  cos  cp'  d(f'  -\-  r"  cos  (/"  dtp* 

ds  Bin  cp  =:  r'  sin  «jp'  d  (f>'  +  r' 


•"  cos  (/'"  d(p'') 
•"  sin  r/i"  dcp"f 


(la) 


mit  d(p'  -{-  d(p"  =^  0  die  Bogendifferentiale  und  das  Wegelement 
ds  des  Punktes  -4  eliminieren  und  erhält 

r'  sin  (qp  —  (f)  =  r"  sin  (r/)  —  r/»"),    ....     (5) 

worin  cp  laut  unserer  Festsetzung  die  Richtung  der  Normalen 
auf  (^  8  angibt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Neigung  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Pole  P' F^'  mit  VS  so  erhalten  wir  durch  Pro- 
jektion   der   beiden   Radien  r'  und  r"    auf   die  Höhe   AB   des 

JAP'P" 

r'  sin  {\p  —  (p')  =  r"  sin  (t//  —  f/"), 

also  durch  Vergleich  mit  der  früheren  Formel  xfj  =  rp,  d.  h.  die 
Bewegungsrichtung  aller  Punkte  eines  ebenen  Ge- 
bildes, welches  um  zweiPolegleichzeitigmitentgegen- 
gesetztem  Drehsinne,  aber  mit  derselben  Winkel- 
grölse    rotiert,     steht    senkrecht     auf     der    Verbin- 
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dungslinie  beider  Pole;  die  Bewegung  ist  also  geradlinig. 
Umgekehrt  kann  man  auch  jede  geradlinige  Bewegung 
aller  Punkte  eines  ebenen  Gebildes  als  die  Resul- 
tierende aus  zwei  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Rotationen  um  zwei  Pole  betrachten,  deren  Ver- 
bindungslinie bei  sonst  beliebiger  LagederPolesenk- 
recht  zur  Bewegungsrichtung  steht.  Diese  beiden  Ro- 
tationen bezeichnet  man  nach  Poinsot  als  ein  Drehpaar 
oder  Rotationspaar. 

Auf  den  Raum  übertragen,  ergibt  dieses  Resultat  den  Satz : 
Die  geradlinige  Bewegung  eines  starren  Systems 
kann  stets  auf  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Drehungen  um  parallele  Achsen,  deren  Ebene  senk- 
recht zur  Bewegungsrichtung  steht,  zurückgeführt 
werden. 

Der  quantitative  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden 
auseinander  hervorgehenden  Bewegungsarten  ergibt  sich  leicht, 
indem  man  die  beiden  Gleichungen  (la)  bezw.  mit  cos  9  und 
sin  (p  multipliziert  und  addiert.    Dadurch  erhält  man 

ds  =  r'  cos  (</)  —  7)')  dq>*  -\-  r'*  cos  (y  —  (/")  d(p" 

oder,  mit  eZ  9'  +  ^  ^P"  =  ^ 

ds  =  {r'  cos  {(p  —  9)')  —  r"  cos  {(p  —  9") }  d(f' 
=  —  {  r'  cos  {(p  —  qp')  —  r"  cos  (cp  —  ^") }  d  ff". 

Der  Klammerausdruck  ist  aber,  da  nach  Gl.  (5)  tp  =  (p  war» 
nichts  anderes  als  der  Abstand  P  P'  der  beiden  Pole  in  Fig.  26. 
Bezeichnen  wir  denselben  der  Kürze  halber  mit  r,  so  erhalten  wir 

ds  =  —  r  d(p'  =  -\-r  dq)'' (6) 

d.  h.  dieGröIse  der  aus  zwei  gleichen  und  entgegen- 
gesetzten Drehungen  entstandenen  Verschiebung 
entspricht  der  Drehung  eines  Poles  um  den  anderen. 
Dieser  Satz  über  die  Drehpaare  gibt  uns  noch  über  die 
Wirkung  der  Verlegung  eines  Poles  nach  einem  anderen  Punkte 
Auskunft.  Ist  z.  B.  P'  der  resultierende  Pol  der  Bewegung  mit 
der  Rotation  d(p',  so  können  wir  statt  dessen  einen  anderen 
Pol  P"  wählen,  wenn  wir  um  denselben  die  sich  aufhebenden 
Rotationen  d  cp'  und  — d  (p'  vollziehen.  Die  letztere  setzt  sich  aber 
mit  der  Rotation  d  rp'  um  P  zu  einer  geradlinig  fortschreitenden 
Bewegung  r  dcp'  senkrecht  zu  P'  P"   zusammen,  welche  zu  der 
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Übrigbleibenden  Rotation  dcp'  um  P"  hinzutritt.  Wir  können 
also  durch  Verlegung  des  Poles  in  der  Ebene  oder 
durch  Parallelverschiebung  derDrehachse  im  Räume 
jede  Drehung  auf  eine  solche  um  einen  anderen  Pol 
bezw.  eine  andere  Achse  und  auf  eine  geradlinige 
Bewegung  senkrecht  zur  Verbindungslinie  beider 
Pole  bezw.  zurEbene  der  ursprünglichen  und  neuen 
Achse  zurückführen. 


§  7.    Die  räumliche  Drehung  eines  starren  Körpers  in 

analytischer  Behandlung. 

Allgemeine  Verschiebung  im  Räume,  resultierende  Drehung. 

Die  allgemeine  Verschiebung  ds  eines  Punktes 
im  Räume  ist  nun  durch  je  zwei  ihrer  Projektionen  dSar, 
dSy^ds,  auf  die  drei  Koordinatenebenen  bestimmt,  ebenso  wie 
man  ein  Raumgebilde  überhaupt  durch  zwei  Projektionen  dar- 
stellen kann.  Jede  der  drei  Verschiebungsprojektionen  kann 
man  aber  als  Teil  einer  ebenen  Bewegung  für  sich  betrachten 
und  nach  den  obigen  Sätzen  als  eine  Drehung  dq>y  dy/  und  dx 
um  je  eine  Parallele  zur  x-,  y-  bezw.  2:-Achse  auffassen.  Diese 
drei  Achsen  schneiden  sich  nun  im  allgemeinen  nicht.  Wir 
verlegen  sie  deshalb  nach  einem  Punkte  Xq  Pq  Zq^  wodurch  wir 
an  der  Drehung  selbst  nach  dem  zuletzt  gewonnenen  Satze 
nichts  ändern,  sondern  nur  dem  ganzen  Körper  eine  Parallel- 
verschiebung erteilen,  die  wir  bei  ihrer  Gemeinsamkeit  auch 
dem  Punkte  XqPqZq  zuschreiben  und  mit  dxQj  dy^,  dzo  bezeichnen 
dürfen.  Damit  haben  wir  die  Bewegung  des  Punktes  Ä  auf  drei 
Drehungen  um  die  Achsen  eines  sich  in  Oq  schneidenden  und 
mit  diesem  Punkte  parallel  verschiebbaren  Koordinatensystems 
zurückgeführt. 

Zerlegen  wir  nunmehr  in  Fig.  27  die  relative  Verschiebung  von 
A  in  Bezug  auf  das  Achsensystem  Oq  in  ihre  drei  Komponenten,  so 
werden  diese  d  {x  —  Xq\  d  (y  —  y^)  und  d  {z  —  z^y  und  jede 
derselben  läfst  sich  wiederum  als  die  Differenz  zweier  Elementar- 
bogen ausdrücken,  welche  durch  die  Drehung  dcp,  d'ip  und  d/ 
mit  den  Abständen  von  den  Ebenen  des  beweglichen  Koordi- 
natensystems Oq  als  Radien  entstehen. 
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Wir  erhalten  somit  für  die  allgemeine  Verschiebung  von  Ä 
die  Formeln 


•  .  (1) 


d  (x  - 

-Xo). 

(2- 

—  so)  dt//  - 

"{y- 

-  Vq)  ^X  I 

d{y. 

-n)- 

{X- 

Xo)  dx  - 

-{z  - 

-  ZQ)ä(p 

d{z  - 

-H)  ■■ 

(V- 

—  Vo)  äff- 

-[X- 

-Xo)  dxtfi 

Fig.  27. 


Multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
{x  —  Xo),  (ff  —  ^o)  ^^^  (^  —  ^o)  addiert,  so  heben  sich  die  Glieder 
der  rechten  Seite  auf  und  es  bleibt 

{x  —  XQ)d{x  —  Xo)  -\-{y  —  Vq)  d{y  —  y^)  -^  [z  —  Zq)  d  {z  —  Zq)  :=0 

oder 

{X  —  xö)2  +  (1/  —  yof  +  {z-  e^f  =  Konst., 

womit  nur  ausgedrückt  wird,  dafs  sich  jeder  Punkt  des  Körpers 
auf  einer  Kugelfläche  um  den  beweglichen  Mittelpunkt  x^y^z^ 
bewegt,  d.  h.  um  diesen  Punkt  Drehbewegungen  ausführt.  Diese 
Bewegung  auf  der  Kugel  können  wir  aber,  wie  schon  früher 
erläutert,  als  Drehung  um  eine  durch  das  Kugelzentrum  gehende 
Achse  auffassen,  deren  Lage  sich  leicht  durch  unsere  Formeln  (1) 
festlegen  lälst,  wenn  wir  dieselben  für  den  Schnittpunkt  Xi  y-i  Zi 
mit  der  Kugelfläche  in  der  Form 
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äi.,-.,)=i^±-l^^'^-^^-y^ä,.äy] 


d  {yi  —  t/o) 


\Xi  —  Xq  Z\  —  Zq 


d(p 


-'-'- T,")  ■"'■"'■ 


ä (..  -  ^)  =  (»--X. _ -ä-3' 


d(p  '  difj 


.  (la) 


schreiben.  Die  relativen  Verschiebungen,  welche  durch  die  linke 
Seite  dieser  Formeln  gegeben  sind,  verschwinden  nämlich,  d.  h. 
der  Punkt  Xi  y^  Zi  ändert  seine  Lage  auf  der  Kugel  nicht,  wenn 


Xij—^Xq 

d(p 


Vi  —  Vq 


Zi 


^0 


•  •  •  «  • 


(2) 


difj  dx 

wird.  Dies  ist  aber  die  räumliche  Gleichung  einer  Geraden 
durch  das  Kugelzentrum,  welche  die  Kugeloberfläche  in  dem 
relativ    ruhenden    Pole  P   auf    derselben    schneidet.      Die    den 

Z 


Flg.  28. 


elementaren  Verdrehungswinkeln  t? i//,  dcp  und  dx  proportionalen 
Richtungscosinus  cos  >c,  cos  X,  cos  /tt  dieser  Geraden  ergeben  sich 
mit  Fig.  28  aus 

Xi  —  Xq  =  r  cos  X,  yi  —  Vq  =  r  cos  X,  z^  —  ^o  =  *"  ^^^  /" 
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zu 


cos  X  = 


äff 


cos  X  =  -r= 


drp 


cos  f^l 


id(j^  +  dxp'^  +  d/} 


'  ^dff  +  dxp'^  +  dy:^ 

Es  bleibt  nun  blols  noch  übrig,  den  Verdrehungs  winkel 
dd^  um  die  Achse  r  in  den  drei  Verdrehungswinkeln  dtp^ 
dyj  und  d/  auszudrücken.  Zu  diesem  Zwecke  errichten  wir  in 
%  2/0-^0  ein  Lot  q  auf  der  Achse  r,  und  betrachten  die  Bewegung 
des  Lotendes  auf  unserer  Kugel.  Die  Bedingung  für  den  recht- 
winkligen Schnitt  dieser  beiden  Geraden  ist 

(x  — Xq)  cos  x  -\-  {y  —  Pq)  cos  X  +  (^  —  ^o)  cos  fx  =  0 
oder 

{X'-Xo)d(p-{-(y-^yQ)dyj'\-(z  —  ZQ)dx  =  0       .     (3) 

und  die  Länge  des  Lotes  selbst 

()2  =  (x~Xo)2  +  (y-yo)2  +  (^-^o)2  ...  (4) 
also  gleich  dem  Kugelradius.  Nun  ist  aber  eie  Relativbewegung 
des  Lotendes  identisch  mit  Qd&j  also 

^2d&2  =  d{x-^XoY  +  d(i/^  yof  +  d(z  —  z^f. 

Setzen  wir  hiefür  die  Ausdrücke  aus  (1)  ein,  so  folgt 
()2^^2  =  ((a;  _  xo)^  +  (y  -  yolF  +  (2:  -  Zof)  {d(p2  +  dyj2  +  d/2) 

—  ((x  ^  xo)  dcp  +  (i^  ^  Po)  dxfj  +  {z  —  Zq)  d/^ 

mithin  wegen  (3)  und  (4) 

dd''^  =  d(f^'\-d'\p'^'\'d/} (5) 

Die  resultierende  Drehung  setzt  sich  also  genau 
so  aus  den  Drehungen  um  drei  rechtwinklige  Achsen 
zusammen,  wie  eine  Strecke  aus  ihren  drei  Pojek- 
tionen  auf  diese  Achsen.  Bei  der  Willkürlichkeit  der  Lage 
von  Oq  können  wir  diesen  Punkt  auch  so  wählen,  dafs  seine 
Verschiebung  mit  der  Achse  Oq  P  selbst  zusammenfällt,  d.  h.  dafs 

dxQ dy^ dzQ 

dcp         dip        d/ 
wird.      Alsdann    haben    wir    es    mit    einer    unendlich    kleinen 
Schraubung   zu  tun,    durch  welche,    wie  schon   früher   bemerkt 
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wurde,  jede  allgemeine  Elementarbewegung  eines  staiTen  Körpers 

ersetzt  werden  kann. 

Dieselbe  reduziert 
sich  auf  eine  blolse  Ver- 
schiebung aller  Körper- 
punkte ,  wenn  die 
rechten  Seiten  von  (1) 
verschwinden.  Alsdann 
bezeichnen  wir  die  Be- 
wegung als  rotations- 
frei. 

Der  vorstehend  ge- 
schilderte Vorgang  wird 
-besonders  anschaulich 
in  der  Ebene,    z.  B. 
XY,     siehe    Fig.    29. 

Alsdann  reduzieren  sich  unsere  Formeln  (1)  durch  Verschwinden 

der  j?,  dff  und  d\\j  auf 

^  (x  —  a?o)  =  —  («/  —  yo)  ^/  \ 

welche  zwei  gleiche  aber   entgegengesetzte  Elementardrehungen 
andeuten. 


Fig.  29. 


(ib) 


Kapitel  IL 

Geschwindigkeit  und  Beschleunigung. 


§  8.    Einführung  der  Zeit. 

Die  Sekunde   als  Zeiteinheit;   die  Wegkorve,   gleichförmige,   asympto- 
tische und  periodische  Bewegungen. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  erstreckten  sich  ausschliels- 
lich  auf  Änderungen  der  Lage  von  Körpern,  welche  wir  stets 
durch  Längen-  und  Winkelmafse,  also  rein  geometrische  Gröfsen 
ausdrücken  und  mit  einander  vergleichen  konnten.  Das  Wesen 
der  Bewegung  ist  damit  indessen  durchaus  nicht  erschöpft, 
sondern  erfordert  zur  Untersuchung  der  Aufeinanderfolge  der 
bisher  betrachteten  Erscheinungen  noch  die  Einführung  des  Be- 
griffes der  Zeit.  Wir  entnehmen  denselben  unmittelbar  der 
Erfahrung  mit  dem  Wechsel  der  Tages-  und  Jahreszeiten  und 
wählen  als  Einheit  der  Zeit  den  861648ten  Teil^)  des  durch  zwei 


')  Zu  diesem  Werte  gelangt  man  auf  einem  Umwege  über  den 
sog.  Sonnentag,  d.  h.  den  Zeitabstand  zwischen  zwei  Meridian- 
durchgängen der  Sonne,  der  in  24  Stunden  zu  je  3600  Sekunden,  zu- 
sammen also  86400  Sekunden  eingeteilt  wird,  wegen  der  nicht  voll- 
kommen kreisförmigen  Erdbahn  indessen  nicht  ganz  konstant  ist.  Da 
das  Sonnenjahr  aus  365  solcher  Tage  besteht,  so  hat  die  Erde  infolge 
des  Hinzutretens  ihrer  Bewegung  um  die  Sonne  365  -j-  1  =  366  Um- 
drehungen vollzogen,  deren  Dauer  wir  durch  Meridiandurchgänge  an 
Fixsternen  bestimmen  und  als  Sterntag  bezeichnen.  Die  Länge 
eines  Sterntages  im  Vergleich  zu  der  mittleren  eines  Sonnentages 
verhält  sich  demnach  wie  365  :  366,  wodurch  die  obige  Sekundenzahl 
sich  ergibt. 

3* 
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aufeinanderfolgende  Meridiandurchgänge  eines  Fixsternes  defi- 
nierten Tages.  Diese  Einheit,  die  wir  als  Sekunde  bezeichnen, 
setzen  wir  dabei  zunächst  als  unveränderlich  in  der  Folge  der 
Erscheinungen  voraus  und  behalten  uns  die  Prüfung  dieser  An- 
nahme durch  den  Vergleich  der  daraus  gezogenen  Schlüsse  mit 
der  Erfahrung  vor. 

Der  Einfachheit  halber  beginnen  wir  mit  der  Untersuchung 
der  Bewegung  eines  Punktes,  dessen  Lagenveränderungen  wir  in 
§  1  schon  studiert  haben  und  messen  die  von  demselben  in 
s  bestimmten,    am   bequemsten   gleichen 

Zeitintervallen     zurückgelegten     Wege. 
Tragen  wir  diese  Wegstrecken  als  Ordi- 
naten  an  die  zugehörigen,  die  Zeit  dar- 
stellenden Abszissen  an,  so  erhalten  wir, 
da    die   gleichzeitige   Einnahme   zweier 
Lagen    unmöglich   ist,   in  Fig.  30  eine 
't  stetige  Aufeinanderfolge   von  Punkten, 
die  sog.  Wegkurve.     Dieselbe   besagt 
uns,    dals    der    von    dem    Punkte 
zurückgelegte  Weg  s  eine  stetige^)  Funktion  der  ver- 
flossenen Zeit  t  ist,   also 

•^  =  m (1) 

gesetzt  werden  kann.  Die  Wegkurve  kann  man  sich  auch  rück- 
wärts, d.  h.  über  die  beiden  Achsen  hinaus,  fortgesetzt  denken, 
wobei  unter  negativen  Zeiten  und  Wegstrecken  einfach  die  bis 
zum  Anfang  der  Zeitzählung  verflossenen  Zeiträume  bezw.  bis 
zum  Ausgangspunkt  der  Wegmessung  zurückgelegten  Wege  ver- 
standen werden.  Meistens  verlegt  man  den  Anfang  der  Weg- 
messung in  die  dem  Anfang  der  Zeitzählung  entsprechende  Lage 
des  beobachteten  Punktes,  wodurch  der  in  Fig.  30  mit  Sq  be- 
zeichnete Abschnitt  der  Wegkurve  auf  der  Ordinatenachse  ver- 
schwindet. 


*)  Unstetige  Bewegungen,  bei  denen  einer  bestimmten  Zeit  zwei 
verschiedene  Werte  von  8  entsprechen,  lassen  sich  z  B.  hervorrufen 
durch  Wanderung  eines  Lichtreflexes  auf  einer  gebrochenen  Wand 
infolge  stetiger  Bewegung  eines  Spiegels.  Da  indessen  der  wandernde 
Lichtfleck  keine  körperlichen  Eigenschaften  bat,  so  erleidet  unsere  oben- 
stehende  für  Körperpunkte  gültige  Festsetzung  keine  Einschränkung. 
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Die  Funktion /(<),  welche  die  Gestalt  der  Wegkurve  bestimmt, 
kann  nun  sehr  verschiedenartige  analytische  Formen  annehmen, 
von  denen  praktisch  nur  solche  ausgeschlossen  sind,  bei  denen 
einem  bestimmten  Werte  von  t  mehrere  Werte  von  s,  also  gleich- 
zeitig verschiedene  Lagen,  entsprechen.  Die  Wegkurve  darf 
mithin  weder  in  sich  zurücklaufen,  noch  Schleifen  enthalten. 
Die  einfachste  Form  der  Wegkurve  ist  nun  offenbar  die  Gerade 

s  =  So  +  ct (2), 

welche  ein  mit  der  Zeit  proportionales  Wachstum  des  Weges 
darstellt.  Wir  nennen  die  Bewegung  in  diesem  Falle  eine 
gleichförmige.  Neben  dieser  sind  eine  grofse  Zahl  von  Formen 
möglich,  welche  mit  der  gleichförmigen  Bewegung  das  un- 
begrenzte Wachstum  des  Weges  mit  der  Zeit  gemein- 
sam haben. 

Nähert  sich  dagegen  der  bewegte  Punkt  immer  mehr  einer 
bestimmten  Lage  Sq,  ohne  sie  doch  in  endlicher  Zeit  wirklich  zu 
erreichen,  bezw.  entfernt  er  sich  von  dieser  Lage,  die  er  vor 
einer  unendlichen  Zeit  einnahm,  immer  weiter,  so  besitzt  die 
Wegkurve  eine  der  ^Achse  parallele  Asymptote,  und  wir  können 
diese  asymptotische  Bewegung  in  ihrer  einfachsten  Form 
darstellen  durch 

s  =  So  +  ce  (3), 

worin  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  c  und  a 
dagegen  andere  beliebige  Konstante  bedeuten. 

öchlielslich  kann  der  Punkt  nach  Ablauf  bestimmter,  unter 
sich  gleicher  Zeiträume  immer  wieder  in  seine  ursprüngliche 
Lage  5o  zurückkehren.  Alsdann  geht  die  Wegkurve  in  eine 
Wellenlinie  über,  und  die  Bewegung  selbst  wird  als  perio- 
disch bezeichnet.    Ihre  einfachste  Form  ist 

s  =  So  -]-  a  sin  at  =  Sq  -\-  a  sin  271  -T-   .     .     .     .     (4), 

worin  Sq  die  Mittellage  des  Punktes,  a  seine  gröfste  Ab- 
weichung von  derselben,  die  sog.  Amplitude  und 

^  =  -^ (5) 

die  zwischen  zwei  äulsersten  gleichen  Lagen  verflossene  Zeit,  die 
sog.  Periode  angibt. 
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Durch  Zusammenfietzung  dieser  wenigen  Bewegungsarten 
lassen  sich  nun  fast  alle  in  der  Natur  und  Technik  vorkommen- 
den Erscheinungen  analytisch  wiedergeben.  So  werden  wir  der 
asymptotischen  Bewegung  bei  der  Untersuchung  des  Einflusses 
widerstehender  Mittel,  der  periodischen  in  der  technisch  über- 
aus wichtigen  Lehre  von  den  Schwingungen  wieder  begegnen, 
die  Zusammensetzung  beider  wird  uns  die  Berechnung  des  Ein- 
flusses der  Dämpfung  auf  derartige  Schwingungen  ermöglichen. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dafs  die  Messung  des  Weges 
in  der  Bahn  des  Punktes  selbst  erfolgt  und  brauchten  darum 
keine  Rücksicht  darauf  zu  nehmen,  ob  diese  Bahn  geradlinig, 
einfach  gekrümmt  (d.  h.  in  der  Ebene  verlaufend)  oder  doppelt 
gekrümmt  war. 

Bei  der  Schwierigkeit  der  Messung  auf  einer  gekrümmten 
Linie  erscheint  es  nun  zweckmäfsig,  unsere  Formeln  auf  die 
Koordinaten  des  bewegten  Punktes  anzuwenden.  Wir  erhalten  so 
für  eine  allgemeine  ebene  Bewegung  die  beiden  Gleichungen : 

x=A(t\      y=m) (6), 

aus  denen  durch  Elimination  der  Zeit  t  die  Gleichung  der  Bahn- 
kurve resultiert.  Ebenso  ergibt  die  Elimination  der  Zeit  aus  den 
für  die  räumliche  Bewegung  gültigen  Formeln 

^=/i(0,      y^Mt\      z=m).   ...    (7) 

zwei  Gleichungen  zwischen  rc,  y,  z,  also  zwei  Oberflächen,  deren 
Schnitt,  wie  wir  schon  in  §  1  gesehen  haben,  die  Bahn  des 
Punktes  bestimmt. 

Handelt  es  sich  schlielslich  um  Rotationen,  auf  die  wir 
nach  früherem  gewisse  Bewegungserscheinungen  zurückführen 
konnten,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Abhängigkeit  des  Dreh- 
winkels von  der  Zeit  ebenso  auszudrücken  wie  oben  die  der 
zurückgelegten  Wege  bezw.  deren  Projektionen.  So  erhält  man 
z.  B.  die  einfachste  Form  der  Schraubenbewegung,  wenn 
man  eine  der  Zeit  proportionale  Verschiebung  in  der  i;- Achse  mit 
einer  gleichförmigen  Drehung  kombiniert.  Aus  den  beiden  Formeln 

z  =  et,        (f  =  at (8) 

folgt  dann  durch  Elimination  der  Zeit 

worin  der  Quotient  c:a  die  Steigung  der  Schraube  heifst. 
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§  9.    Geschwindigkeit  und  Beschleunigung* 

Definition  der  Geschwindigkeit;  mittlere  Geschwindigkeit,  Geschwindig- 
keitskurve, Beschleunigung  erster  und  höherer  Ordnung,  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  von  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen, 

Tangential-  und  Normalbeschleunigung. 

Die  im  vorigen  Paragraph  durch  Gl.  (2)  definierte  gleich- 
förmige Bewegung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dafs  der  Quotient 
des  zurückgelegten  Weges  durch  die  dazu  gebrauchte  Zeit 

-7--' (') 

eine  Konstante  ist.  Wir  bezeichnen  dieselbe  als  die  Ge  seh  windig  - 
keit des  Punktes.  Bilden  wir  denselben  Quotienten  für  eine 
andere  Bewegungsform,  z.  B.  die  asymptotische  oder  periodische 
Bewegung,  so  erhalten  wir  für  jede  durchlaufene  Strecke  einen 
anderen  Wert  und  nennen  ihn  die  mittlere  Geschwindig- 
keit des  Punktes  auf  der  durchlaufenen  Strecke.  Die 
Angabe  einer  mittleren  Geschwindigkeit  hat  demnach  nur  dann 
einen  Sinn,  wenn  die  dazu  gehörige  Strecke  mit  angegeben  wird. 
Lassen  wir  diese  durchlaufene  Strecke  immer  kleiner  werden, 
so  gilt  dies  auch  von  der  dazu  gebrauchten  Zeit,  mithin  nähert 
sich  für  jede  Stelle  s  der  Bahn,  bezw.  für  jeden  Zeitpunkt  t  die 
Formel  (1)  einem  Grenzwerte,  der  nichts  anderes  als  der 
relative  Zuwachs  des  Weges  während  des  Zeitele- 
mentes dt 

!=/'(')  =  « (2) 

ist,  und  den  wir  als  die  momentane  Geschwindigkeit 
des  Punktes  bezeichnen.  In  unserer  Wegkurve  Fig.30  wird 
diese  im  allgemeinen  mit  der  Zeit  (bezw.  dem  Wege)  veränder- 
liche Gröfse  sofort  durch  den  trigonometrischen  Taugens  des 
Neigungswinkels  r  der  Tangente  an  die  Kurve  im  fraglichen 
Punkte  gegen  die  Zeitachse  dargestellt,  dessen  geometrische  Kon- 
struktion keine  Schwierigkeiten  bietet.  Trägt  man  die  einzelnen 
Werte  der  Geschwindigkeit  in  geeignetem,  im  übrigen  aber  will- 
kürlichen Mafsstabe  als  Funktion  der  Zeit  graphisch  auf,  so 
erhält  man  zu  jeder  Wegkurve  eine  Geschwindigkeits- 
kurve. 

Da  auch  die  Geschwindigkeit  nach  Gl.  (2)  eine  Zeitfunktion 
ist,  so  können  wir  auf  sie  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches 
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von  der  Wegkurve  zu  ihr  geführt  hat  und  gelangen  so  zu  dem 
relativen  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  während 
des  Zeitelementes  dt 

dv       d^s 

ät=m=-^"^'^ (3)' 

der  sog.  Beschleunigung.  Für  die  gleichförmige  Bewegung 
verschwindet  dieser  Wert  und  mit  ihm  alle  folgenden  Ab- 
leitungen der  Funktion  s=f(t)y  die  wir  als  Beschleuni- 
gungen höherer  Ordnung  bezeichnen  können. 

Einen  sehr  bequemen  überblick  über  den  Zusammenhang 
aller  dieser  Werte  gewährt  die  von  Möbius  vorgeschlagene 
Anwendung  des  Taylorschen  Satzes  auf  den  als  stetige  Zeit- 
funktion gegebenen  Weg  s.  Man  erhält,  indem  man  mit  dem 
Index  0  alle  diejenigen  Werte  bezeichnet,  welche  eiijer  bestimm- 
ten, dem  Anfang  der  Zeitrechnung  entsprechenden  Lage  Sq  zu- 
gehören, auf  diese  Weise  für  den  Weg  s  die  Potenzreihe 

,     lds\     .    i^  ld^s\     ,    ^  ld^s\     , 
'  =  'o  +  ^\lijo  +  2^\di^l  +  3r\^^^^  •    W' 

aus  der  unmittelbar  der  Satz  hervorgeht,  dafs  die  Lage  eines 
bewegten  Punktes  in  seiner  Bahn  für  alle  Zeiten 
bestimmt  ist,  wenn  wir  in  einer  gegebenen  Anfangs- 
lage die  Werte  der  Geschwindigkeit  und  der  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen  kennen. 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch,  wenn  man  die  Geschwindig- 
keit V  selbst  zu  jeder  Zeit  kennt  oder  auch  ihren  Wert  am  Aus- 
gangspunkte und  die  Beschleunigung  zu  jeder  Zeit.  In  Wirk- 
lichkeit liegt  der  Fall  indessen  meist  so,  dals  diese  letztere  Gröfse 
für  jede  Stelle  der  Bahn  oder  als  Funktion  von  s  gegeben  ist, 
während  man  die  Geschwindigkeit  Vq  nur  am  Ausgangspunkte 
kennt.    Wir  haben  demnach 

d'^s       dv 

dt.  =  -^l  =  ^(') (^) 


woraus  sich  sofort 


!^)n=  fö)„=  'f  (^O) 


0        ^"*/0 

ergibt.     Durch  Differentiation  von  (5)  erhalten  wir  weiter 
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^=y'(s)^^     also    [j^j  =  Vo9'iso) 


dfil 


d*s  lds\^  U 

"  ^^^^  \d^)r^  ^^^  '^"  ^^^^  "^  '^''  ^*®^  '^  ^^^) 

U.  8.  W. 

Die  Kenntnis  der  Geschwindigkeit  am  Aus- 
gangspunkte,sowiederBeschleunigungalsFunkt  Ion 
des  Weges  genügt  demnach  vollkommen  zur  Ver- 
folgung der  Bewegung  des  beobachteten  Punktes. 
Wirbrauchen  alsdann  dieBeschleunigungen  höherer 
Ordnung  überhaupt  nicht  weiter  in  Rechnung  zu 
ziehen,  was  für  die  Vereinfachung  d^r  späteren  Untersuchungen 
von  grolser  Bedeutung  ist.  Hierbei  ist  natürlich  die  Bahn  selbst 
als  gegeben  vorausgesetzt,  so  dafs  die  zurückgelegten  Wege  im 
allgemeinen  auf  einfach  oder  doppelt  gekrümmten  Kurven  ab- 
gemessen werden  müssen.  Die  damit  verbundenen  Schwierig- 
keiten haben  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  dadurch  um- 
gangen, dafs  wir  statt  der  Bahn  selbst  ihre  Koordinaten  ein- 
führten. Es  fragt  sich  nun,  ob  wir  in  ähnlicher  Weise  auch 
mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  verfahren 
dürfen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  ein  Bahnelement  ds 
mit  den  Neigungswinkeln  (jp,  i//  und  x  g^R^i^  ^^^^  zueinander 
senkrechte  Achsen  eines  Koordinatensystems.  Aus  den  geo- 
metrischen Beziehungen 

dx  =  cos  (f  ds  ,        dy  =  cos  \p  ds  ,        dz  =  cos  /  ds 
folgt  dann  unmittelbar  durch  Division  mit  dt 


dx        ds 


dt 


(6) 


dt  " 
oder  abgekürzt 

v^  =  V  cos  r/) 

v^  =  V  cos  1// 

v,  =  v  cos  X 
Wir  dürfen  also,  wie 
in  Fig.  31  angedeutet,  eine  be- 
liebige Geschwindigkeit 
in  drei  zueinander  senk- 
rechte Komponenten  zer- 


ds 
^cosv, 


dz        ds 

~T7  =  'j*  cos  / 

dt         dt         ^' 


Fig.  31. 
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legen,  bezw.  diese  Komponenten  zu  einer  resul- 
tierenden Geschwindigkeit  vereinigen,  welche  durch 
die  Diagonale  des  aus  den  drei  Komponenten  als  Seitenlangen 
gebildeten  Parallelepipedons  wegen 

vj' -i- v,^ -\~  vj^  =  t^ (6a) 

v,  cos  </>  +  Vy  cos  yj  -{-  Vg  cos  /  =  v     .    .     .     (6  b) 

dargestellt  ist.  In  derselben  Weise  können  wir  auch  zwei  be- 
liebig gerichtete  Geschwindigkeiten  t/  und  t/'  zusammensetzen, 
indem  wir  jede  derselben  in  ihre  Komponenten  v',,  t/y  t/„ 
v",  i/'y  v",  zerlegen  und  diese  für  sich  addieren.  Wir  erhalten 
alsdann  für  die  resultierende  Geschwindigkeit 

oder   nach  Einführung   der  Neigungswinkel  q)'  yj'  /',     qp"  V"  ;!r" 

V2  =  ^"2  _J_  |/'2  _^  2  t/  V"  (cos  (p    cos  (jp"  -}-  COS  1f/  COS  1^" 

+  cos  /  cos  /")• 
Der   Klammerausdruck    in    dieser   Formel   ist    aber   nichts 
anderes  als  der  Kosinus  des  Winkels  ^  der  beiden  Geschwindig- 

r^  keitsrichtungen  v'  und  v"  und  damit  besagt  die 
Gleichung 

t;2  =  t;'2  ^  v''2  _|_  2  V'  V"  COS  ^       .       .       (7) 

'^'  dals  die  Resultante   zweier   beliebig   ge- 
neigter    Geschwindigkeiten     sich     als 
Yig.  32.  Diagonale  des  aus  diesen  Geschwindig- 

keiten gebildeten  Parallelogramms  ergibt. 
Bemerkenswert  ist  noch,  dafs  die  Vereinigung  einer  belie- 
bigen Anzahl  von  Geschwindigkeiten  zu  einer  resultierenden  nur 
eine  Lösung  zuläfst,  während  man  die  Zerlegung  in  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  Komponenten  auf  unendlich  verschiedene 
Weise  durchführen  kann.  Diese  Aufgabe  wird  erst  eindeutig, 
wenn  man  z.  B.  bei  drei  Komponenten  deren  Richtungen  angibt. 
Schliefslich  lehren  die  Gl.  (6),  dafs  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit mit  derjenigen  der  Bahn  in  jedem 
Punkte  übereinstimmt. 

Die  MögHchkeit  der  Zerlegung  der  Beschleunigung 
in  Emzelkomponenten  ergibt  sich  durch  Differentiation  der 
Gleichung  für  das  Bogenelement  d^  =  dx^  +  dy'^  -f  dsfi  einer 
beliebigen  Raumkurve.     Dieselbe  führt  auf 

ds  d^s  =  dx  d^x  -\-  dy  d'^y  +  dz  d'^z 
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oder  nach  Division  mit  ds  df^  auf 

d^s       d!^x  dx       d^y  dy       d^z  dz 
d>  =  J^'  dJ  +  di^  d~s  +  ä72  ds' 

Führen  wir  in  diese  Formel  noch  die  Winkel  (p,  %fj  und  / 
des  Elementes  ds  mii  den  Achsen  ein,  so  folgt  analog  der  Gl.  (6b) 
für  die  Tangential-  oder  ßahnbeschleunigung 

d^s       d^x  d:^y  d^z 

Für  eine  ebene  Kurve,  den  technisch  weitaus  wichtigsten 
Fall,  vereinfacht  sich  die  Formel  durch  Wegfall  des  letzten 
Gliedes  sowie  mit  i//  =  90  —  y  in 

dr-s       d:^x  .   d^y    ,  ^^. 

j72=-^-<5ößy+-dl2  sin  (^       ....     (9) 

Weiterhin  besteht  für  dieselbe  die  Gleichung 

dx  tg  9  =  dy, 

welche  nichts  anderes  als  die  Definition  des  Differentialquotienten 
darstellt.     Differenzieren  wir  dieselbe  nochmals,  so  folgt 

dx  dff 
cos  2y 

oder   nach  Elimination    von  tg  9  und  cos  cp,  sowie  Einführung 
des  Krümmungsradius  q  der  Bahn  durch  ds  =  q  d(f 

dy  d^x  —  dx  d-y  =  — 


^''^^^9  +  i:;^  =  d^y 


9 
Dividieren  wir  auch  diese  Formel  mit  ds  dt^,  so  geht  sie 

über  in 

~"  7  U~</  "■"  "5^  tTs  ~"  df-  ds 
oder  auch 

t;2       d'^x    .  d^y 

-7  =  ^''^^"  ^^2C0sy      ....     (10) 

Dies  ist  aber  der  Ausdruck  für  eine  Normalbeschleuni- 
gung, welche  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn  zu 
gerichtet  ist  (siehe  Fig.  33).  Quadrieren  und  addieren  wir  die 
beiden  Gl.  (9)  und  (10),  so  ergibt  sich 

M)  +  j^  =  \Tt^  +  \~di)=^'  •  •  •  (11) 


|?2  3^ 
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woraus  man  erkennt,  dafs  sowohl  die  Bahnbeschleunigung, 
wie  auch  die  Normalbeschleunigung  Komponenten 

einer  resultierenden  Be- 
schleunigung^ sind,  deren 
Richtung  im  allgemeinen 
von  derjenigen  der  Bahn 
im  fraglichen  Punkte  abweicht. 
Nur  bei  geradliniger  Bewegung 
fällt  die  Normalbeschleunigung 
wegen   ^=00  fort,    und    die 
X  Bahnbeschleunigung   wird    als- 
dann   mit    der    resultierenden 
Beschleunigung  identisch.     Im   Falle   der   Bewegung   auf    einer 
Raumkurve  haben  wir  statt  (11)  natürlich  wieder  drei  Kom- 
ponenten, so  dafs  die  resultierende  Beschleunigung  p  aus 

J^)  +  [d^]  +  \dß)        •     •     •     •     (^^^) 

zu  berechnen  ist.    Nennen  wir  die  Neigungswinkel  von  p  mit 
den  Achsen  x  X  ^w,  so  können  wir  auch  schreiben 
d^x  d^y  ,       d^z 

j^=pC08X,     ^p=pGO%l,      ^^^=pCOBfA, 

Führen  wir  dann  diese  Werte  in  die  Gl.  (8)  ein  und  berück- 
sichtigen, dafs 

cos  X  cos  (f  -\-  cos  l  cos  t//  -|-  cos  (LI   cos  /  =  cos  r 

wird,    wenn  y  den  Neigungswinkel   von  ds  mit  p  bedeutet,    so 

erhalten  wir 

d'^s  ,     , 

j:ß=pco8y (8a) 

eine  Formel,  die  natürlich  auch  für  die  ebene  Bewegung  gültig 
bleibt.  Auch  die  Gl.  (10)  läfst  sich  auf  die  räumliche  Bewegung 
ausdehnen  und  ergibt 

—  =  ^  sin  »^       (12) 

wobei  Q  in  der  durch  zwei  benachbarte  Elemente  ds  gegebenen 
Schmiegungsebene  der  Kurve  zu  messen  ist.  Die  resul- 
tierende Beschleunigung  fällt  demnach  selbst  in  diese,  durch  den 
Krümmungsradius  und  das  Bahnelement  definierte  Ebene.  Wegen 
der  eingehenden  Begründung  dieses  Satzes  sei  auf  die  Lehr- 
bücher der  analytischen  Mechanik  verwiesen. 
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Wir  kehren  nunmehr  zu  unserer  allgemein  gültigen  Formel  (4) 
zurück  und  wenden  dieselbe,  indem  wir  uns  die  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  erster  sowie  höherer  Ordnung  de» 
bewegten  Punktes  in  ihre  Komponenten  zerlegt  denken,  auf  die 
Koordinaten  an.    Dadurch  ergeben  sich  allgemein  drei  Formeln 


(4  a) 


Kennen  wir  nun  im  Anfangspunkte  Xq  y^  Zq  die  Geschwindig- 
keit Vq  nach  Grölse  und  Richtung,  sowie  auch  für  jeden  anderen 
Punkt  im  Räume  die  resultierende  Beschleunigung  nach  Gröfse 
und  Richtung,  so  sind  auch  die  Komponenten  beider  bekannt 
Sind  diese  letzteren  insbesondere  als  Funktionen  der  Koordi- 
naten gegeben,  so  folgt  z.  B. 

(Px 

d^  X       b(f  dx       bff  dy       bcp  dz 
dW  ^bxU  ^bydt"^Yz  di 

und  dai-aus  ergeben  sich  die  Koeffizienten  der  Reihen  (4  a)  zu 

\7f)o=  \ö^)o  (57)0+  \^lo  Wlo^  (07)0  (dtjo  ""•  ^-  '^' 

d.h.  Die  Kenntnis  der  Geschwindigkeit  in  einem 
bestimmten  Bahnpunkte  nach  Grölse  und  Richtung,, 
sowie  diejenige  der  Beschleunigungskomponenten 
alsFunktionenderKoordinaten  genügt  vollkommen 
zur  Bestimmung  der  Bahn. 

§  10,    Die  Wurfbewegung. 

Gleichförmig  beschleunigte  oder  verzögerte  Bewegung;  die  Erdbeschleu- 
nigung ;  Elevationswinkel,  Wurf parabel,  Wurfweite,  Kern-  und  Bomben- 

schufs,  Schufsbereich  und  Steighöhe. 

Ist  im  besonderen  Falle  die  Beschleunigung  konstant,  so- 
verschwinden  alle  ihre  Ableitungen,  d.  h.  die  Beschleunigungen 
höherer  Ordnung  und  Gl.  (4)  des  vorigen  Paragi'aphen  geht  mit 
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\diJo  =  '  ^^^ 
über  in 


(t= 


c  und  ^^2 


s  =  So  +  ct  +  lfi (1) 

Die  Bahngeschwindigkeit  ergibt  sich  hieraus  durch  Diffe- 
rentiation zu 

ds           , 
v  =  -^^  =  c  +  a^ (2) 

wächst  also  proportional  mit  der  Zeit,  und  zwar  in  der  Zeiteinheit 
um  den  Betrag  der  Beschleunigung.  Wegen  des  analogen  Baues 
dieser  Formel  mit  derjenigen  für  den  Weg  bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  (Gl.  [2]  in  §  8)  bezeichnet  man  darum  die  durch  (1) 
gegebene  Bewegung  als  eine  gleichförmig  beschleunigte 
bezw.  verzögerte,  je  nachdem  die  Beschleunigung  a^O  ist, 
d.  h.  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  zu-  oder  abnimmt. 

Die  grofse  Wichtigkeit  dieser  Bewegungsform,  welche  wir 
als  Beispiel  für  die  Verwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  ab- 
geleiteten Sätze  hier  untersuchen  wollen,  beruht  hauptsächhch  in 
der  von  Galilei  ermittelten  Erfahrungstatsache,  dafs  an  einem 
und  demselben  Punkte  der  Erdoberfläche  alle  Körper  einer  und 
derselben  und  zwar  vertikal  nach  unten  gerichteten  Beschleunigung 

im  Betrage  von 

g  =  9,81  ^  pro  Sekunde 

unterworfen  sind.  Wenn  wir  auch  später  sehen  werden,  dafs 
dieser  Wert  sowohl  von  Ort  zu  Ort,  wie  auch  in  der  Vertikalen 
gewisse  Veränderungen  erleidet,  so  spielen  dieselben  doch  wegen 
ihrer  Kleinheit  für  praktische  Zwecke  keine  Rolle.  Jedenfallß 
setzen  uns  die  oben  entwickelten  einfachen  Formeln  (1)  und  (2) 
in  den  Stand,  den  freien  Fall,  die  aufsteigende  Bewegung  und 
den  beliebig  gerichteten  schiefen  Wurf  der  Körper  in  unmittel- 
barer Nähe  der  Erdoberfläche  zu  verfolgen,  so  lange  der  Einflufs 
der  umgebenden  Luft,  den  wir  später  studieren  werden,  vernach- 
lässigt werden  darf. 

Wir  betrachten  in  der  Folge  einen  Körper,  der  mit  der 
anfänglichen  Geschwindigkeit 

fds\   ___ 
\dt)o  ~" 
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von  einem  Punkte  aus,  dessen  Koordinaten  a^o  =  0,  ^o  =  0  sind, 
unter  einem  Winkel  a  gegen  die  horizontale  x-Achse,  dem  sog. 
Elevationswinkel  emporgeworfen  wird.  Da  keine  Horizontal- 
beschleunigung  vorhanden  ist,  so  wird  die  Bewegung  in  dieser 
Richtung  ehie  gleichförmige  sein,  also  mit  der  konstanten  Hori- 
zontalkomponente der  Anfangsgeschwindigkeit 

dx 


dt 


=  c  cos  « 


verlaufen.     Deshalb  verschwinden  auch  die  weiteren  Ableitimgen 
dieser  Gröfse,  und  wir  haben  nach  Gl.  (4)  des  vorigen  Paragraphen 

(3) 


X  =  et  cos  o 


I 

{ 

,,''-' 

"■•" 

k  ^ 

*  'i*^ 

h 

/' 

''"T^ 

— o;^« 

X 
y 

/^c,^ 

»""'^  1 

^^*^ 

*;. 

■* 

/ 

J^ 

vs. 

0 

y 

^ 

/" 

\ 

w 

c 

«. 

\ 

t. 

Fig.  34. 

Die  vertikal  nach  oben  gerichtete  Ordinate  der  Bahn,   der  eine 
gleichgerichtete  Anfangsgeschwindigkeit  von 

entspricht,  während  die  konstante  Beschleunigung  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  hat,  ergibt  sich  demnach  zu 


w  =  c  <  sin  a 1^ 

^  2 


(4) 


Durch  die  beiden  Formeln  (3)  und  (4)  ist  die  Wurfbewegung  schon 
vollkommen  bestimmt;  nach  Elimination  der  Zeit  folgt  aus 
ihnen  die  Bahngleichung 

^  =  ^^^«-icos2a (^) 

welche  eine  Parabel  mit  vertikaler  Achse  darstellt  (Fig.  34). 
Für  y  =  0,  d.  i.  den  Schnitt  mit  dem  Horizont  geht  (5)  über  in 
die  Gleichung 


xytga  — 


9        X 


2c2  cos  2« 


.-  =0, 
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welche  die  beiden  Wurzeln  x'q  =  0,  d.  i.  den  Ausgangspunkt  und 

x"o  =      -  tg  a  cos  ^a  =       sin  2a 
^        g   ^  9 

besitzt,  von  denen  die  letztere  auch  als  die  Wurfweite  be- 
zeichnet wird.  Dieselbe  wird  bei  veränderlichem  Elevations- 
winkel  «,  aber  konstanter  Anfängsgeschwindigkeit  c  ein  Maximum 
für  sin  2  a  ^  1 ,  also  für  a  =  45  o.  Die  gröfste  Wurf  höhe  für 
eine  gegebene  Elevation  erhält  man  durch  Differentiation  von  (4) 

nach  der  Zeit  für 

c  sin  a 

.    ~~      9 
Ihre  Koordinaten  sind 

^0=2^  sin  2a,     y^  =  -^  sin  2a, 

die  Abszisse  ist  demnach  gleich  der  halben  Wurfweite,  so  dafs 
der  höchste  Punkt  mit  dem  Parabelscheitel  identisch  ist. 
Eliminiert  man  aus  diesen  Formeln  den  Winkel  a,  so  ergibt 
sich  als  geometrischer  Ort  aller  Wurfparabelscheitel 
mit  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  c  eine  Ellipse 
mit  der  Gleichung 

Eliminiert  man  dagegen  den  Winkel  a  aus  den  Formeln 
(3)  und  (4),  so  erhält  man  als  Ort  aller  Punkte,  welche 
zur  Zeit  t  von  einem  mit  der  Anfangsgeschwindig- 
keit c  emporgeworfenen  Körper  passiert  werden^ 
einen  Kreis  mit  der  Gleichung 

x^  +  iy  +  '^t^J  =  c^i^ (6a) 

Die  Bahngeschwindigkeit  v  bestimmt  sich  aus 


mit  Hilfe    der   durch  Differentiation  aus  (3)  und  (4)  folgenden 

Gleichungen 

dx  dy 

—  =.ccosa,   -^  =  cama-gt 

ZU 

-y2  =  c2  __  2cgt  sin  a  +  g^t^. 
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Eliminiert  man  hieraus  die  Zeit  durch  Gl.  (3),  so  geht  diese 
Gleichung  wegen  (4)  über  in 

i;2  =  c2-2(7a:tg«  +  ^2^2«  =  ^'-2(7y  .     .     .     (7) 

d.  h.  die  Bahngeschwindigkeit  hat  für  alle  in  der- 
selben Höhe  y  liegenden  Punkte  bei  gleicher  An- 
fangsgeschwindigkeit denselben  Wert.  Für  die  Bal- 
listik, welcher  die  Theorie  der  Wurfbewegung  als  Grundlage 
dient,  ist  schliefslich  noch  die  Frage  nach  dem  Elevationswinkel 
von  Bedeutung,  unter  dem  ein  Körper  mit  gegebener  Anfangs- 
geschwindigkeit geworfen  werden  mufs,  um  ein  durch  die  Ko- 
ordinaten x^yi  gegebenes  Ziel  zu  erreichen.  Zur  Beantwortung 
derselben  setzen  wir  diese  Koordinaten  in  die  Bahngleichung  (5) 
ein  und  lösen  dieselbe,  nachdem  wir  noch 

—  -    =l-f-tg2« 
cos  ^«  '     ^ 

gesetzt  haben,  nach  tga  auf.     Dies  führt  auf 


<««  =  |^±^yc*-2c2j;y,-^2^2^.     .     .     (8) 

also  im  allgemeinen  auf  zwei  Werte  von  a.  Man  hat  demnach 
zur  Erreichung  des  Zieles  zwei  Flugbahnen  zur  Verfügung,  von 
denen  die  flachere  OCP  einen  sog.  Kernschufs,  die  steilere 
OBF  einen  Bombenschuls  ergibt.  Die  beiden  Werte  von  « 
sind  indessen  nur  so  lange  reell,  als 

bleibt.    Ziele,  welche  aulserhalb  der  durch  die  Kurve 

(^  —  2c^gyi—g^Xi^  =  0 (9) 

umschlossenen  Fläche  liegen,  sind  folglich  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit c  überhaupt  nicht  erreichbar.  Die  auf  dieser 
Kurve,  einer  in  Fig.  34  punktiert  eingezeichneten  Parabel  mit 
vertikaler  Achse  durch  den  Ausgangspunkt,  liegenden  Punkte 
können  nach  Gl.  (8)  nur  mit  je  einem  Elevationswinkel  erreicht 
werden.  Diese  Kurve  hüllt  somit  alle  durch  die  Anfangs- 
geschwindigkeit c  gegebenen  Flugbahnen  ein. 

Dreht  man  die  Ebene  der  Flugbahnen  um  die  Vertikale  OÄ 
durch  den  Ausgangspunkt,  so  dreht  sich  die  einhüllende  Parabel 
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um  ihre  Achse,  und  das  von  ihr  beschriebene  Rotations- 
paraboloid  umgrenzt  mit  der  Erdoberfläche  das  gesamte  räum- 
liche Schufsbereich.  Ein  sehr  anschauhches  Bild  hiervon 
gewährten  die  sog.  Fontainen,  deren  einzelne  Wasserteilchen 
sämthch  aus  Gründen,  auf  die  wir  noch  zurückkommen,  mit 
nahezu  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  die  Mündung  verlassen. 
Die  Bahnen  der  einzelnen  Wasserteilchen  sind  in  der  Tat  sehr 
angenähert  parabolisch,  und  die  Umhüllungsfläche  tritt  bei  etwa 
aus  einer  Brause  entweichenden  zahlreichen  Strahlen  deutlich 
hervor. 

Die  Scheitelhöhe  dieser  Fläche  ist  gleichzeitig  mit  der 
Steighöhe  Ä  des  senkrecht  emporgeworfenen  Körpers  identisch, 
ihren  Wert  erhält  man  aus  (9)  für  Xi  =  0  zu 

*  =  ?• 

2g 

Durch  Vergleich  mit  (7)  erkennt  man  sodann,  dafs  in 
diesem  Punkte  die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  gleich  Null 
geworden  ist. 

§  11.    Winkelgeschwindigkeit  und  Winkelbeschleuniguhg^. 

Zentralbewegung. 

Einführung  von  Polarkoordinaten,  Radial-  und  Winkelgeschwindigkeit, 
Badial-  und  Drehbeschleunigung,  Flächengeschwindigkeit  und  Flächen- 
beschleunigung;  Kepplers  Gesetz  für  die  Zentralbewegung,  Abhängig- 
keit der  Bahngeschwindigkeit  allein  vom  Radius-Vektor,  Beschleunigungs- 

funktion.. 
Schon    am  Schlüsse  des  §  8  erwähnten   wir   die  gelegent- 
liche   Zweckmäfsigkeit    der    Einführung   von    Drehwinkeln    als 

Funktionen  der  Zeit.  Dies 
tritt  ganz  besonders  deutlich 
hervor,  wenn  die  Bahn  des 
betrachteten  Punktes  in  sog. 
Polarkoordinaten  ge- 
geben ist.  Bedeutet  in  Fig.  35 
r  den  veränderhchen  Ra- 
dius-Vektor der  Bahn,  ge- 
messen von  einem  festen 
Punkte,  dem  Pole  0  aus,  und 
Fi^.  35.  <jp   den  variabeln  Neigungs- 


§  11.   Winkelgeschwindigkeit  u.  Winkelbeschleunigung  etc.       51 

Winkel  von  r  gegen  eine  feste  Gerade  durch  0,  so  kann  man 
eine   ebene  Bewegung  vollständig  durch  die  Zeitfunktionen 

*•  =/(0.    9  =  9(0 (1) 

beschreiben. 

Durch  Differenzieren  der  ersten  dieser  Formeln  erhält  man 
die  sog.  Radialgeschwindigkeit,  aus  der  zweiten  Formel 
dagegen  die  Winkelgeschwindigkeit.  Durch  Elimination  der 
Zeit  aus  (1)  folgt  schlielslich  die  Polargleichung  der  Bahn. 

Aus  der  Gleichung  für  das  Wegelement  ds 

ds^  =  dr^  +  r^dq)^ 

ergibt  sich  dann  sofort  die  Zerlegung  der  Bahngeschwindigkeit 
in  zwei  zueinander  senkrechte  Komponenten 

dt)   ~\dt)  "^^  [dt 

oder,  unter  Einführung  der  Abkürzungen  v  für  die  Bahngeschwin- 
digkeit, Vr  für  die  Radialgeschwindigkeit  und  m  für  die  Winkel- 
geschwindigkeit 

v^  =  Vr^'^r^ü)^  ' (2) 

Im  speziellen  Falle  der  Kreisbewegung  um  den  Pol  0 

verschwindet  die  Radialgeschwindigkeit  Vr  und  es  bleibt  v  =  reo, 

Ist  dann  noch  die  Winkelgeschwindigkeit  konstant,   so  spricht 

man  von  einer  gleichförmigen  Drehbewegung  und  setzt,  unter /o 

die  Dauer  einer  ganzen  Umdrehung  bezw.  unter  n  die  Zahl  der 

Umdrehungen   pro   Minute,    die    sog.   Tourenzahl  verstanden, 

auch 

271        Tin 


0) 


tn    "^  30 


Die  im  ersten  Kapitel  über  die  Drehungen  und  ihre  Zu- 
sammensetzung erhaltenen  Sätze  lassen  sich  nunmehr  sofort  nach 
Division  der  Bogenelemente  durch  dt  auf  die  Winkelgeschwindig- 
keit ausdehnen.  Wir  erfahren  so  aus  §  6  Gl.  (2),  dafs  sich 
mehrere  Winkelgeschwindigkeiten  in  der  Ebene 
einfach  algebraisch  addieren,  d.  h.  dafs  die  resultierende 
Winkelgeschwindigkeit  co 

dcp  ddp  ,  . 

^  =  -df=-di-  =  -''         .....     (3) 
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und  weiter  aus  §  6  Gl.  (5)  und  (6),  dals  man  zwei  gleiche, 
aber  entgegengesetzte  Winkelgeschwindigkeiten  (o 
und  — (0  zu  einer  geradlinig  fortschreitenden  senk- 
recht zur  Verbindungslinie  r  der  beiden  Pole  und 
von  der  Gröfse 

V  =  ro) (4) 

vereinigen  bezw.  jede  fortschreitende  Geschwindig- 
keit in  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Winkel- 
geschwindigkeiten auflösen  darf,  deren  Gröfse  durch 
den  Abstand  der  Pole  sich  mit  (4)  sofort  ergibt.  Die  einzige 
Bedingung  für  die  Zerlegung  ist  die  senkrechte  Lage  der  Ge- 
schwindigkeit zur  Verbindungslinie  der  beiden  Pole,  deren  Lage 
im  übrigen  ganz  willkürlich  bleibt. 

Aus  §  7  Gl.  (5)  folgern  wir  dann,  dafs  man  eine  be- 
liebige Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Achse  ina 
Räume  in  drei  Komponenten,  d.  h.  Winkelgeschwin- 
digkeiten um  drei  zueinander  senkrechte  Achsen 
zerlegen  und  mit  dieser  Zerlegung  eine  beliebige 
Zahl  von  Winkelgeschwindigkeiten  um  irgendwelche, 
sich  in  einem  Punkte  schneidende  Achsen  mit- 
einander vereinigen  darf.  Schneiden  sich  die  einzelnen 
Achsen  nicht,  so  kann  man  sie  unter  Hinzufügung  je  einer 
fortschreitenden  Geschwindigkeit  parallel  zu  sich  selbst  ver- 
schieben und  die  fortschreitenden  Geschwindigkeiten  dann  für 
sich  vereinigen. 

•  Um  alle  diese  Operationen  graphisch  durchzuführen,  schlug 
Poinsot  vor,  die  Winkelgeschwindigkeit  ebenso  wie  die  fort- 
schreitende durch  einen  Vektor,  d.  h.  eine  Linie  von  be- 
stimmter Richtung  und  einer  als  Mafs  für  die  Gröfse  dienenden 
Länge  darzustellen.  Als  Richtung  bietet  sich  im  vorliegenden 
Falle  zwanglos  diejenige  der  Achse  dar,  in  der  man  nach  der 
einen  bezw.  anderen  Seite  von  dem  betrachteten  Punkte  aus  fort- 
schreitend auch  dem  Drehsinne  gerecht  wird. 

Zwei  gleich  gröfse,  aber  entgegengesetzte  Winkelgeschwindig- 
keiten erscheinen  hierbei  als  entgegengesetzte  Fahrstrahlen  von 
demselben  Punkte  aus,  die  sich  ihrer  gleichen  Gröfse  wegen  bei 
der  Aneinanderreihung  aufheben. 
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Zur  Berechnung  der  Beschleunigungskomponenten  gehen 
wir  von  den  die  rechtwinkligen  und  Polarkoordinaten  ver- 
bindenden Gleichungen 

X  =  r  cos  (jp  ,        y  =  r  Bin  (p 

aus,   welche  durch  Differentiation  nach  t  auf  die  Geschwindig- 
keitskomponenten 


dr  .        dw 


Vr  cos  cp  —  r(o  sm  cp 


dr    .  d(p  .  . 

Vy  =  -TT  sm  9  -|-  r  cos  (p  -rr  =  Vr  sm  fp  -{-  r  (o  cos  fp 


.(5) 


führen.  Durch  Quadirieren  und  Addieren  dieser  Formeln  kommt 
man  mit  Vx^  -}-  Vy^  =  v^  auf  die  schon  oben  angeschriebene 
Formel  (2),  während  die  abermalige  Differentiation 


dvx 
dt 

dVy 


dvi 
~dt 


ro)^\  cos  (jp 


d^y        (dvr  „.    .  , 


d  {r(o) 
dt 

d  (r(o) 


dt    ~  df-  ~\dt        ""'  j  —  ^i    \     dt 
ergibt,  worin  die  beiden  Ausdrücke 

dvr  -        d^r 


-j-  VrM]  sin  (p 
-|-  Vr  (o\  cos  (p 


.  (6) 


Pr  = 


Pn  = 


dt 

d  (r(o) 
dt 


rcü^  = 


dt^ 


—  ro)^ 


.  dco    .  dr 


dt 


dt 


(7) 


die  Radial-  und  Drehbeschleunigung   bedeuten,    welche 
ersichtlich  nicht  mit  den  Ableitungen 

d^r  d(r(o) 

Übereinstimmen,  wie  man  vielleicht 
ei-warten  könnte. 

Bezeichnet  man  nun   in  Fig.  36  den 
Winkel  der  momentanen  Bewegungsrich- 
tung mit  dem  Radius -Vektor  mit  t//,    so 
kann  man  für  die  beiden  Geschwindigkeitskompojienten  Vr  und 
rw  auch  schreiben 


Fig.  36. 


Vr  ^=  V  cos  t// ,     ru>  =  V  sm  1//, 
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woraus  sich   durch  Multiplikation  mit  w  sofort  die  beiden  Zu- 

Satzglieder  zu  -^ .—   und  -  - , .  -    m  (7)  zu 

Vr  (ü  =  V '  (0  '  COS  ^,        —  r  (o^  =  —  V(o  sin  t// 

ergeben.  Die  Zusatzglieder  erscheinen  hienach  als  Komponenten 
einer  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrechten  Zusatz- 
beschleunigung vom  Betrage  vco,  der  wir  vor  allem  in  der 
Lehre  von  der  Relativbewegung  wieder  begegnen  werden. 

Multipliziert  man  weiter  die  zweite  Gl.  (7)  mit  r,  so  kann 
man  die  rechte  Seite  derselben  in  ein  vollständiges  Differential 
zusammenfassen 

„  d(o    ,    ^         dr        d  (r^w)        d  (r^  d  w) 

Die  Grölse  r^dcp  ist  aber  nichts  anderes  als  das  doppelte 

Element  der  vom  Radius- Vektor  während  der  Bewegung  über- 

strichenen  Fläche  F  (siehe  Fig.  35),  so  dafs  wir  auch  schreiben 

dürfen 

d'^F 
rpn=2~^       W 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet  man  wohl  auch 
als  die  Flächenbeschleunigung,  der  eine  Flächen- 
geschwindigkeit dF'.dt  entsprechen  würde.  Für  diese  er- 
halten wir  aber  durch  Multiplikation  der  Formeln  (5)  mit 
y  =  r  sm  (p  bezw.  x  =  r  cos  «5p  und  Subtraktion 

^'V  —  yvx  =  r'^o) (9) 

oder 

dy  dx         „  dw  dF  ,     , 

Das  Verhalten  dieser  Gröfse  ist  besonders  wichtig  für  die 
sog.  Zentralbewegung,  welche  dadurch  gekennzeichnet  ist, 
dafs  die  resultierende  Beschleunigung  stets  nach 
einem  und  demselben  festen  Punkt  gerichtet  ist. 
Wählen  wir  hiefür  den  Anfangspunkt  0,  so  ergibt  sich  aus  den 
Definitionsgleichungen 

dvx  dvy 
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im  Verein  mit 


y  =  r  Bin  (p,        x  =  r  cos  (p 


dvx    dvy 


oder 


dt  '  dt 


dvx  dvy 


Die  linke  Seite  dieser  Formel  ist  aber  identisch  mit  dem 
Differentialquotienten  der  Gleichung  (9  a),  also  mit  der  Flächen- 
beschleunigung, welche  damit  für  die  Zentralbewegung  ver- 
schwindet.    Dann  aber  wird  mit  pn  =  0 

dF=Cdt,    F=Ct-\-Co (11) 

unter  C  und  Co  Konstante  verstanden,  und  wir  erhalten  den  vor 
allem  für  die  Astronomie  wichtigen  Satz,  dafs  bei  der  Zen- 
tralbewegung der  Radius-Vektor  aus  dem  Zentrum 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht. 
Dieser  Satz  ist  schon  von  Keppler  aus  seinen  Beobachtungen 
speziell  für  die  Planetenbahnen  abgeleitet  worden.  Das  mit  der 
Centralbewegung  somit  verbundene  Verschwinden  der  Dreh- 
beschleunigung Pn  führt  mit  (9a)  auch  auf  die  einfache  Bezeich- 
nung 

r^(oz=zro^(Oo  =  2C (12) 

wobei  ro  ein  bestimmter  Radius -Vektor  und  mq  die  entsprechende 
Winkelgeschwindigkeit  sein  mögen,  d.  h.  die  Winkelgeschwin- 
digkeit bei  der  Zentralbewegung  ist  dem  Quadrate 
des  Radius-Vektors  umgekehrt  proportional. 

Fällt  man  schlielslich  (siehe  Fig.  35)  vom  Zentrum  0  ein 
Lot  h  auf  die  Bahntangente,  so  ist  die  doppelte  Fläche  dF 
auch  gegeben  als  Produkt  aus  diesem  Lote  und  dem  Bahn- 
element ds,  also 

r'^dcf  _     ds 

-JT-^  dt  =^'' (^^) 

Bei  der  Centralbewegung  ist  demnach  die  Bahn- 
geschwindigkeit umgekehrt  proportional  dem  Lote 
vom  Zentrum  auf  die  Bahntangente. 

Für  die  Bahngeschwindigkeit  können  wir  indessen  noch 
einen   anderen  Ausdruck  aus  Gl.  (2)  dadurch  ableiten,   dals  wir 
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die  Zeit  und  die  Winkelgeschwindigkeit  mit  Hilfe  der  aus  (9a) 
und  (12)  gezogenen  Folgerungen 

dt  =  ,^^d(f  und  o,  =— ^=  -2 

eliminieren.     Wir  erhalten  so 


"-*;?t^jr  +  '""-'H 


\  dw  J 


•      f2 


(14) 


Bei  der  Umformung  der  Gl.  (7)  für  die  Radialbeschleunigung 
ist  zu  beachten,  dafs 

^2r  _  d  /dr^  d(f\  _  dj^r    ^       dr  d(o  _dW  /  dr\2  dio 

~d^  ~  dt  \dq>  ~dt)  ~  dff^  '"■  "^  d(p  dt~  d7f  '""  +  \dlp)    J 

Aus  (12)  folgt  aber 


to. 


also 


(^2r 

dr^ 


d(o 
dr  ^ 

4C2rfV 
7-^   dfp^ 


4C 

8_C2 

?-5 


fr>2 


dr 
\dffi 


4C2 


«) 


4C2 


e?2| 


r 


r' 


d(p' 


und  damit  geht  (7)  über  in 

4C2  J 


l'r  =  — 


«•2 


ti^ 


r 

<iff2" 


+ 


(15) 


Die  Differentialquotienten  in  (14)  und  (15)  sind  aber  durch 
die  Bahngleichung  gegeben,  sodafs  durch  diese  bei 
bekannter  Flächengeschwindigkeit  sowohl  die  Bahn- 
geschwindigkeit, wie  auch  die  Radialbeschleuni- 
gung der  Zentralbewegung  bestimmt  ist. 

Eliminiert  man  schliefslich  noch  mit  Hilfe  der  Polargleichung 
der  Bahn  den  Winkel  cp  aus  dem  Differentialquotienten  in  (14) 
und  (15),  so  erkennt  man,  dals  sowohl  die  Bahngeschwin- 
digkeit, wie  auch  die  Radialbeschleunigung  nur 
Funktionen  des  Radius-Vektors  sind. 

Zwischen  der  Bahngeschwindigkeit  und  der  Radialbeschleu- 
nigung besteht  übrigens  noch  eine  bemerkenswerte  Beziehung, 
es  ist  nämlich,  wie  man  durch  Differentiation  von  (14)  auch  so- 
fort feststellen  kann  .,  _. 


oder  auch 


=  2pr 

dr  '^ 

vd  V  =  prdr 


(16) 
(16a) 
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Die  rechte  Seite  ist  hierin  nur  dann  ein  vollständiges  Diffe- 
rential, wenn  pr  lediglich  eine  Funktion  von  r  ist,  was  für  die 
Zentralbewegung  in  der  Tat  zutrifft.  Da  alsdann  die  Formel  (16) 
bezw.  (16a)  sofort  integrabel  wird,  so  erkennt  man,  dafs  die 
Geschwindigkeit  bei  gegebener  Abhängigkeit  der 
Radialbeschleunigung  vom  Radius- Vektor  sofort 
bis  auf  eine  Konstante  bestimmt  ist,  bezw.  in  allen 
Punkten  in  gleichem  Abstand  vom  Zentrum  den- 
selben Wert  besitzt. 

Es  ist  dies  offenbar  eine  Verallgemeinerung  des  in  §  10  ge- 
fundenen Satzes,  dafs  die  Geschwindigkeit  bei  der  Wurf  bewegung 
in  gleichen  Höhen  über  der  Erdoberfläche  denselben  Wert  an- 
nahm. 

Das  Integral  von  (16a) 


=  \prdr  =  ^{v^  — 


ü=  \prdr  =  ^{v^-vo'') (17) 

welches  ersichtlich  wieder  nur  eine  Funktion  von  r  ist,  erlaubt 
uns  nun,  die  Beschleunigung  in  einer  beliebigen  Richtung,  etwa 
X  und  y,  zu  berechnen.  Wir  erhalten  nämlich  mit  Rücksicht  auf 
^2  _|_  y2  =  ^2  durch  partielle  Differentiation 


bU       bübr  X  d'^x 

hU       bUbr  y  .  d^y 

oy         or  oy  r       ^  '        a-t 

und  daraus  wieder  die  mit  (10)  identische  Formel 

1  d:^x       1  d^y       Pr 


(18) 


X   dß        y  dß         r 


(19) 


Wir  erhalten  also  die  in  eine  bestimmte  Richtung 
fallende  Beschleunigung  bei  der  Zentralbewegung 
durc'h  partielle  Differentiation  einer  Beschleuni- 
gungsfunktion nach  dieser  Richtung.  Eine  solche 
Beschleunigungsfunktion,  durch  welche  die  Bahn- 
geschwindigkeit bis  auf  eine  Konstante  für  jeden 
Punkt  festgelegt  wird,  kann  aber  nur  dann  bestehen, 
wenn    nirgends  eine  Drehbeschleunigung  existiert. 
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§  12.    Die  Planetenbewegung. 

Die  Bewegung  in  Kegelschnitten.    Newtons  Gesetz  für  die  Zentral- 
beschleunigung.     Das    dritte    Keppler'sche    Gesetz.      Ableitung    der 

Bahngleichung  aus  der  Beschleunigung. 

Aus  viel] ährigen  Beobachtungen  schlofs  Keppler,  dem  wir 
schon  daa  oben  erwähnte  Gesetz  für  die  Flächengeschwindigkeit 
bei  der  Zentralbewegung  verdanken,  dafs  die  Planeten  Ellipsen 
beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne,  steht. 
Newton  ermittelte  hieraus  die  nach  der  Sonne  gerichtete  Be- 
schleunigung, zu  der  wir  durch  die  Formeln  des  letzten  Para- 
graphen auf  sehr  einfache  Weise  gelangen  können.  Wir  wollen 
dabei  sogar  noch  allgemeiner  verfahren  und  die  Bahn  als  Kegel- 
schnitt voraussetzen,  dessen  Polargleichung  bekanntlich,  bezogen 
auf  den  Brennpunkt  und  die  grolse  Achse  lautet 

.  .  .  (1) 


Fig.  37 


1  -(-  £  COS  (p 

Hierin  bedeutet  e  die  im  Brenn- 
punkte auf  der  gi-ofsen  Achse  senkrechte 
halbe  Sehne,  den  sog.  Parameter  und 
£  das  Verhältnis  der  linearen  Exzentrizität 
d.  h.  des  Brennpunktabstandes  zur 
grolsen  Achse.  Dieses  Verhältnis  ist 
grölser  oder  kleiner  als  Eins,  je  nachdem  es  sich  um  eine  Hy- 
perbel oder  um  eine  Ellipse  handelt.  Für  die  Parabel  wird 
e  =  1. 

Nach  diesen   Vorbemerkungen  können  wir  statt  (1)  sofort 
schreiben 

7  =  7  +  7  cos  y (la) 

und  erhalten  hieraus  durch  zweimalige  Differentiation 

1 


d^ 


~d(f 


= cos  q) 


Addieren  ynx  diese  beiden  Ausdrücke,  so  ergibt  sich 


(2) 


i;2  = I-—  "  _-'-! (4) 
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und  die  Gleichung  für  die  Radialbeschleunigung  (15)  des  letzten 
Paragraphen  vereinfacht  sich  in 

Da  das  Vorzeichen  negativ  ist,  so  heilst  dies:  die  Planeten 
bewegen  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  nach  der 
Sonne  gerichteten  Zentralbeschleunigung,  welche 
dem  Quadrate  ihres  Sonnenabstandes  umgekehrt 
proportional  ist.  Dies  ist  das  berühmte,  von  Newton  zuerst 
in  seiner  Allgemeinheit  erkannte  Wirkungsgesetz. 

Zur  Berechnung  der  Geschwindigkeit  können  wir  uns  ent- 
weder der  Formel  (14)  oder  (16)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
dienen.   Beide  führen  auf 

s(^n_i  —  j2 

e     \r         4:C^e 

bezw.  wenn  wir  die  einem  Abstände  vq  entsprechende  Geschwindig- 
keit mit  vq  bezeichnen, 

-  -  V  =  ^  (i  -  i) (4.) 

Schliefslich  können  wir  noch  die  Konstante  C,  die  Flächen- 
geschwindigkeit, durch  die  ümlaufszeit  ersetzen.  Ist  dieselbe  Iq, 
so  haben  wir  nach  Gl.  (11)  des  vorigen  Paragraphen  für  die 
ganze  EUipsenfläche  mit  den  beiden  Halbachsen  a  und  b 

F  =  nah  =  Cto 

Berücksichtigen  wir  dann  noch,  dals  der  Ellipsenparameter 

e  =-  — 
a 

ist,  so  können  wir  statt  Gl.  (3)  auch  schreiben 

^^r2  =  —  471:2-^ (5) 

Eine  ganz  entsprechende  Gleichung  gilt  nun  aber  auch  für 
jeden  anderen  Planeten,  also 

l?/r'2  =  — 47i2^ (5a) 

Ist  nun  die  Radialbeschleunigung  im  ganzen  Sonnensystem 
nur  eine  Funktion  des  Sonnenabstandes  und  insbesondere  dem 
Quadrate  derselben  indirekt  proportional,  so  mufs  pr  r^  =  Pr  r^^  = 
Konst.  und  damit  auch  die  rechte  Seite  von  (5)  bezw.  (5a)  eine 
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Konstante  sein.  Wir  erhalten  also  durch  Gleichsetzen  von  (5) 
und  (5a)  die  einfache  Formel 

;:r=(f <«> 

d.  h.  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich 
wie  die  Kuben  der  halben  grofsen  Achsen  der  ellipti- 
schen Bahnen  zweier  Planeten.  Dies  ist  das  dritte  der 
von  Keppler  durch  sorgfältige  Beobachtungen  gefundenen 
Oesetze,  es  gilt,  wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  ganz  streng, 
indessen  sind  die  Abweichungen  von  der  Wirklichkeit,  die  eines- 
teils von  dem  Einflüsse  der  Planeten  aufeinander,  andemteils 
davon  herrühren,  dafs  diese  selbst  gegenüber  der  Sonne  nicht 
als  verschwindend  klein  angesehen  werden  dürfen,   sehr  gering. 

Newton  sprach  übrigens  sein  Wirkungsgesetz  erst  aus,  nach- 
dem er  sich  überzeugt  hatte,  dafs  die  Beschleunigung  des  Mondes 
in  seiner  Bahn  zu  derjenigen  g  beliebiger  Körper  an  der  Erd- 
oberfläche zueinander  in  verkehrtem  Verhältnisse  der  Quadrate 
der  Mondentfernung  und  des  Erdradius  r^  stehen.  Alsdann 
haben  wir  für  die  Beschleunigung  im  Abstände  r  vom  Erdmittel- 
punkte, nach  welchem  die  Beschleunigung  gerichtet  ist, 

Pr  =  g-:^    ^    ^ (7) 

Denken  wir  uns  die  Beschleunigung  g  am  Meeresufer  gemessen, 
dem  auch  der  Radius  Vq  entsprechen  möge,  so  erhalten  wir  für 
eine  Höhe  h  darüber  mit  r  =  7o  +  '^ 

_  ro2        _  1       

Nun  sind  aber  auch  die  gröfsten  irdischen  Höhen  so  klein 
gegen  den  Erdradius,  dafs  man  das  Quadrat  h^ :  r^  ohne  weiteres 
gegen  Ä:ro  vernachlässigen,  und  der  letzten  Gleichung  die  ein- 
fachere Gestalt 

Pr  = --^ (7a) 

1  +  2  — 

geben  darf.  In  dieser  Form  wird  sie  in  der  Tat  häufig  von  den 
Geodäten  zum  Vergleiche  der  in  verschiedenen  Höhen  gemessenen 
Beschleunigungen  g  benutzt. 
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Die  Veränderlichkeit  von  pr  mit  der  Höhe  würde  natürlich 
auch  bei  einer  genauen  Theorie  der  Wurfbewegung  zu  berück- 
sichtigen sein.  Man  geht  hiebei  zweckmälsig  nicht  von  der  Nähe- 
rungsformel (7a),  sondern  von  der  genaueren  Gleichung  (7)  aus  und 
erkennt  alsdann,  da  die  Beschleunigung  erfahrungsgemäfs  immer 
nach  dem  Erdmittelpunkt  gerichtet  ist,  dafs  diese  Wurfbewegung 
nur  ein  spezieller  Fall  der  Planetenbewegung  sein  kann.  Statt 
der  früher  abgeleiteten  Wurfparabeln  erhalten  wir  nunmehr  sehr 
langgestreckte  Ellipsen,  in  denen  ein  Brennpunkt  mit  dem  Erd- 
mittelpunkt zusammenfällt.  Da  indessen  die  Abweichung  der 
beiden  Kurven  infolge  der  aufserordentlich  grofsen  Exzentrizität 
der  Ellipsen,  und  der  stets  nur  geringen  Wurfhöhen  direkt 
kaum  mefsbar  ist,  so  erscheint  die  genauere  Wurfbewegung 
praktisch  um  so  bedeutungsloser,  als  wir  später  noch  Einflüsse 
kennen  lernen  werden,  welche  viel  grölsere  und  für  ballistiflche 
Zwecke  durchaus  zu  berücksichtigende  Abweichungen  hervorrufen. 

Die  Aufgabe  der  Ableitung  der  genauen  Wurfbahn  ist  übrigens 
identisch  mit  derjenigen  der  Planetenbahnen  aus  dem  Newton- 
schen  Gesetze,  welches  wir  oben  auf  umgekehrtem  Wege  aus 
der  Bahngleichung  berechnet  haben.  Diese  zuerst  von  Joh. 
Bernouilli,  nicht  von  Newton  selbst  gelöste  Aufgabe  lälst 
sich  ohne  weiteres  wieder  mit  Hilfe  der  Formel  (15)  des  vorigen 
Paragraphen  für  die  Radialbeschleunigung  erledigen,   wenn  wir 

für  dieselbe  den  Wert  i?r  = ^  einsetzen,  unter  i?i  die  negative 

Radialbeschleunigung  im  Abstände  r  =  1  verstanden. 

Alsdann  ergibt  sich  als  Differentialgleichung  der  gesuchten 
Bahnkurve 

H-)    t 

\ry  _,     1  pi 

~dif~  +  7  ~  4^        ^^^ 

Das  allgemeine  Integral  derselben  ist 

1  Vi 

y  —  ^  =  Ä  cos  ff  -{-  B  ein  cp. 

Wir  wählen  nun  die  Anfangslage  des  Fahrstrahls  so,  dafs  dem- 
selben  ein  Minimalwert  von  r  zukommt,  den  wir  mit  vq  be- 
zeichnen.    Alsdann  wird  für  q^  =  o 
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Um  die  Konstante  B  zu  bestimmen,   differenzieren  wir  das  all- 

gemeine  Integral  nach  cp  und  setzen  für  (jp  =  0  auch  ~4 — -  =  0. 

Dann  aber  wird  auch  B  =  0,  und  die  Gleichung  der  Bahnkurve 
lautet  einfacher 

1         pi        / 1         Pi\  ^  ^ 

oder 

4C2 

1  +  —  1     cos  fjP  ^ 

Dies  ißt  aber  die  Polar-Gleichung  eines  Kegelschnittes 
in  Bezug  auf  einen  Brennpunkt,  in  welcher 

4(72 

e  = (9a) 

Pi  ^     ^ 

den  Parameter  und 

4C2 
e  = 1        (9b) 

die  numerische  Exzentrizität  bedeutet.  Das  Newtonsche 
Gesetz  führt  uns  demnach  nicht  notwendig  auf 
elliptische  Bahnen,  sondern  gestattet  ebenso  hyper- 
bolische bezw.  parabolische  Kurven,  wofür  lediglich 
der  Wert  von  e  malsgebend  ist.    Man  erhält  so 

für  €  =  0  oder  AC^  =  tqPi  einen  Kreis, 
»    £  <C  1      »     2 C2  <;  roi?i  eine  Ellipse, 
t    €  =  1      »     2C^  =  rQPi      t     Parabel, 
»    €>1      >     2  02>roi?i      »     Hyperbel. 

Nun  ist  die  Grölse  C  durch  die  Bahngeschwindigkeit  in 
einem  beliebigen  Punkte  gegeben,  folglich  erkennt  man,  dafs  durch 
diese  Geschwindigkeit  auch  die  Form  der  Bahn  eindeutig 
bestimmt  wird,  solange  nur  ein  Beschleunigungszentrum  vorliegt. 
Da  nun  in  Wirklichkeit  nicht  nur  die  Sonne  auf  die  sie  um- 
kreisenden Himmelskörper  eine  Beschleunigung  ausübt,  sondern 
auch  diese  unter  sich  derartigen  Wirkungen  unterworfen  sind, 
so  wird  die  Bestimmung  der  wirklichen  Bahnen  aulserordentlich 
verwickelt.  Trotz  der  hohen  mathematischen  Vollendung  der 
mit  diesen  Problemen  sich  beschäftigenden  Störungstheorie 


§13.    Die  Schwingungsbewegung. 
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ißt  es  bisher  noch  nicht  einmal  gelungen,  das  sog.  Problem  der 
drei  Körper,  d.  h.  die  Feststellung  der  Bewegung  des  Mondes 
unter  dem  Einflüsse  der  Erd-  und  Sonnenbeschleunigung  mit 
aller  Strenge  zu  lösen,  so  dafs  man  sich  mit  Näherungsformeln 
begnügen  muls. 


§  13.    Die  Schwingungsbeweguug« 

Die  Periode  oder  Schwingungsdauer,  Amplitude  und  Phase,  Schwingungs- 
zahl, Superposition  von  Schwingungen.  Allgemeine  periodische  Be- 
wegung und  Darstellbarkeit  derselben  durch  Fouriersche  Reihen. 
Koeffizientenbestimmung  derselben,  Analysatoren,  Schwebungserschei- 
nnngen.     Die    elliptische    Bewegung    als    Ergebnis    zweier    einfacher 

Schwingungen. 

Wenn  ein  Punkt  sich  um  eine  Mittellage  auf  einer  Geraden 
oder  Kurve  so  hin-  und  herbewegt,  dafs  er  immer  nach  Verlauf 
einer  und  derselben  Zeit  irgend  eine  Lage  im  Abstände  x  von  der 
Mittellage  in  derselben  Richtung  wieder  passiert,  so  sprechen  wir 
von  einer  Schwingungsbewegung  und  bezeichnen  den  eben 
erwähnten  Zeitraum  als  die  Periode  oder  die  Schwingungs- 
dauer. In  ihrer  einfachsten  Gestalt  erhalten  wir  diese  für  die 
Physik  und  die  Technik  gleich  bedeutungsvolle  Bewegimgsform 
durch  lotrechtes  Aufhängen  eines  Körpers  an  einen  Gummi- 
faden MSy  der  sich  abwechselnd  verlängert  oder  verkürzt. 
Führen  wir  in  horizontaler 
Richtung  eine  berufste 
Platte  mit  der  konstanten 
Geschwindigkeit  c  =  a  an 
dem  so  bewegten  Körper 
vorbei,  so  beschreibt  ein 
mit  derselben  verbundener 
Stift  S  auf  der  Ruisschicht 
sofort  die  Wegkurve, 
welche,  wie  die  Beobach- 
tung (siehe  Fig.  38)  zeigt, 
mit  einer  Sinuslinie 
identisch  ist,  deren  Achse 
O  0  durch  die  Mittellage  C  B 
von  S  hindurchgeht.  Be- 
fand   sich    der   Stift    zur 


A 


Fig.  38. 
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Zeit  <  =  0,  entsprechend  der  Lage  von  0  im  Punkte  Sq,  so  hat 
die  Platte  inzwischen  den  Weg  OC  =  at  zurückgelegt,  und  wir 
haben  unter  BO  =  ß  den  seit  dem  letzten  Passieren  der  Mittel- 
lage bis  zum  Beginn  der  Zeitrechnung  verflossenen  Weg  ver- 
standen, für  den  momentanen  Ausschlag  des  Stiftes  aus  der 
Mittellage  die  Gleichung 


X  =  a  Bin  {at  -\-  ß)  =  a  sin  i2  n  - — \-  ß\ 


(1> 


Hierin  bedeutet  a  ersichtlich  den  grölsten  Ausschlag,  die 
sog.  Amplitude  der  Schwingung,  tQ  ist  die  Schwingungsdauer, 
während  man  ß  als  deren  Phase  bezeichnet.  Dieselbe  ver- 
schwindet, wenn  man  die  Zeitrechnung  mit  dem  Passieren  von 
S  durch    die    Mittellage   beginnt.     Statt   der   Schwingungsdauer 

y ^  führt  man  zuweilen  auch  die 

Schwingungszahl    in    der 
Zeiteinheit    ein,    und    be- 
zeichnet dieselbe  dann  als  die 
Frequenz    der  Schwingungen. 
Weiter  geht  aus  (1)  her- 
jf  vor,   dafs   wir  die  Bewegung 
des  Stiftes  als  die  Projektion 
eines  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit a  sich  um  O 
drehenden   Peripheriepunktes 
P  auf  einen  Durchmesser  XX 
deuten  können  (Fig.  39).    Der 
Radius  OÄ    der  Anfangslage 
dieses    Punktes     ist     hierbei 
gegen  die  Vertikale    YY  zu  XX   im  Sinne    der  Drehrichtung 
um  die  Phase  ß  geneigt. 

Die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  folgt  durch 
Differentiation  von  (1)  zu 

dx  j  /x\2 

Vx  =  -jT  =  aa  cos  («<  +  /?)  =  i  aa  Vi  —  I  — 1      .     (2) 

Sie  verschwindet  ersichtlich  für  x  =  ±^  a,  d.  h.  für  die  Punkte 
gröfsten  Ausschlages  und  erreicht  für  a?  =  0,  d.  h.  in  der  Mittel- 
lage ihren  grölsten  Wert 

27ia 


Fig.  39. 


(vx)o  =  ±aa  =  ± 


to 
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Schliefslich  ergibt  sich  noch  die  Beschleunigung 

l?x  = -^  =  —  aa2sin  (a< -f /^)  =  —  a2a;      .     .     (3) 

also  proportional  mit  dem  Abstände  wechselnd  und 
nach  der  Mittellage  zu  gerichtet.  Daraus  folgt,  dals  die 
Geschwindigkeit  mit  wachsendem  Absolutwerte  des  Ausschlages 
abnimmt  und  umgekehrt. 

Die  Formel  (1)  können  wir  auch  als  das  allgemeine  Inte- 
gral der  aus    (3)   hervorgehenden    Differentialgleichung   zweiter 

Ordnung 

d'^x 

^j^+«2^==0 (3a) 

betrachten,  wobei  die  Amplitude  a  und  die  Phase  fi  als  Inte- 
grationskonstanten erscheinen.  Dieselben  sind  in  der  Tat  ganz 
willkürlich,  d.  h.  nur  davon  abhängig,  wie  weit  wir  im  Anfang 
den  an  der  Gummischnur  hängenden  Körper  aus  seiner  Mittel- 
lage auslenken,  bezw.  in  welcher  Lage  desselben  wir  die 
Zeitrechnung  beginnen.  Lösen  wir  die  Winkelfunktion  in  (1) 
auf,  so  folgt  auch 

X  =  a  sin  ß  cos  at  -{-  a  cos  ß  sin  at 
oder  mit 

a  sin  ß  =  Ä  ,*      a  cos  ß  =  B (4) 

X  =  Ä  cos  at -\- B  sin  at (4a) 

eine  ebenfalls  sehr  häufig  gebrauchte  Formel  zur  Darstellung 
einfacher  Schwingungen.  Dafs  dieselbe  die  Differentialgleichung 
(3  a)  erfüllt,  erkennt  man  sofort  durch  Einsetzen  in  dieselbe, 
wobei  die  willkürlichen  Integrationskonstanten  A  und  B  heraus- 
fallen. Aulserdem  aber  ergibt  sich  aus  (4  a),  dafs  einfache  Sinus- 
und  Kosinusschwingungen  von  derselben  Periode  sich  stets  zu 
einer  resultierenden  Schwingung  zusammensetzen,  wobei  die 
resultierende  Amplitude  a  und  die  Phase  ß  durch  (4)  ge- 
geben sind. 

Eine  solche  resultierende  Schwingung  entsteht  auch,  wenn 
wir  in  Fig.  38  die  Bildebene  für  sich  in  derselben  Richtung  in 
Schwingungen  versetzen  würden,  welche  nach  der  Formel 

x'  =  a'  sin  («'  t  -f  ß') 

verläuft,  während  der  Körper  S  die  durch  (1)  gegebene  Schwingung 
relativ   zur  Bildebene  weiter  vollführt.     Die  absolute  Bewegung 
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von  S  ergibt  sich  alsdann  durch  Addition  oder,  wie  man  häufiger 
sagt,  durch  Superposition  beider  Schwingungen,  wird  also  durch 

X  +  a?'  =  a  sin  (a<  +  /^)  +  a'  sin  («'<  +  ß') 

dargestellt.  Lälst  man  auch  noch  die  Grundlage  der  Bildebene 
schwingen  u.  s.  w.,  so  gelangt  man  zuletzt  für  S  zu  einer  resul- 
tierenden oder  Gesamtschwingung 

2x  =  2a  Bin  (ai-\-ß) (5) 

Haben  alle  diese  Einzelschwingungen  dieselbe  Periode,  d.  h. 
dasselbe  a,  so  können  wir  sie  zu  einer  einzigen  Schwingung  nach 
Gl.  (4a)  vereinigen,  wobei 

A  =  2a  sin  ß  und  B  =  2a  cos  ß     ,     .     ,     .  (4b) 

wird.  Dies  geht  übrigens  ohne  weiteres  aus  der  Differential- 
gleichung (3a)  hervor,  welche  für  diesen  Fall 

d^2x 

lauten  und  sofort  auf  (4  a)  führen  würde.  Im  allgemeinen  stellt 
indessen  die  Formel  (5)  gar  keine  periodische  Bewegung  mehr 
dar,  da  diese  an  die  fortwährende  Wiederkehr  derselben  Werte 
von  2x  für  gleiche  Zeitabschnitte  gebunden  ist.  Dies  findet 
aber  nur  dann  statt,  wenn  alle  Werte  von  a  ganzzahlige 
Vielfache  einer  kleinsten  Zahl  oq  sind,  mithin  durch 
a  =  ÄttQ  dargestellt  werden  können,  wobei 

_2n_2kn 
^«  -  «0  -  "^ ^^) 

die  Periode  der  Gesamtschwingung  angibt.  Liegt  dem- 
nach eine  Bewegung  vor,  von  der  man  etwa  durch  die  Beobach- 
tung nur  weifs,  dals  sie  periodisch  ist,  so  mufs  sich  dieselbe 
durch 

2C  =  «0  +  %  sin  {oot  4-  A)  +  «2  sin  (2ao^  +  ß^)  +  •  •  -  •  (7) 
oder  auch  nach  Auflösung  der  Winkelsummen 

X  =  Aq  ~\-  Ai  cos  OQt  -\-  A2  cos  2  ao  <  -|-  .  .  .  . 

-(-  Bi  sin  OQt  -\-  B2  sin  2  ctQ  ^  -(- (7a) 

darstellen  lassen.  Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  kann  so- 
wohl endlich,  wie  auch  unendlich  sein ;  im  letzteren  Falle  müssen 
die  Koeffizienten  a  bezw.  A  und  B  von  irgend  einem  etwa  dem 
Ä-ten  Gliede  ab  mit  wachsendem  k  ständig  abnehmen,  damit 
die  Reihe   konvergiert.    Die  von  den  Mathematikern  angestellten 
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scharfsinnigen  Untersuchungen  über  die  Konvergenzbedingungen 
dieser  Reihe,  welche  nach  dem  Franzosen  Fourier,  der  sie 
zuerst  in  umfassender  Weise  zur  analytischen  Wiedergabe  physi- 
kalischer Vorgänge  benutzte,  meist  als  Fouriersche  Reihe 
bezeichnet  wird,  haben  für  die  Physik  und  Technik  keine  grobe 
Bedeutung,  da  wir  die  Reihe  nur  dann  anwenden,  wenn  nach 
der  Erfahrung  sowohl  über  die  Periodizität,  wie  auch  über  den  end- 
lichen Verlauf  der  Bewegung  Gewifsheit  vorliegt.  Der  grolse 
Nutzen  der  Fourierschen  Reihe  beruht  hauptsächlich  in  der 
Möglichkeit,  beliebige,  meist  graphisch  gegebene  Funktionen, 
vor  allem  Bewegungserscheinungen,  in  einfache  periodische  Be- 
wegungen zu  zerlegen,  deren  Amplituden  durch  die  Koeffizienten 
der  Reihe  bestimmt  sind.  Diese  sog.  Analyse  erfordert  natür- 
lich in  erster  Linie  die  Ermittelung  der  Koeffizienten  aus  dem 
Verlaufe  der  ganzen  Funktion,  für  die  wir  unter  Einführung 
der  Abkürzung  a^t  =  (p 

X  =  f{q))  =  An  -\-  Äi  cos  q)  -j-  Ä2  COB  2(p  -}- . . . 

-\-  Äk  cos  Ä:  qp  +  .  .  . 

+  -Bi  sin  qp  +  jBi  siii  2 9  +  .  .  .  +  -Bjk  sin  Äy  .     .    (7b) 

setzen,  so  dafs  die  Periode  2n  wird.  MultipUzieren  wir  diese 
Gleichung  beidseitig  mit  d  cp  und  integrieren  in  den  Grenzen  von 
0  bis  2  TT,  so  werden  alle  Integrale  von  der  Form 

271  271 

Ak  \  cos  k(pd(p  =  0         Bjc\  &mk(pd(p  =0 

0  0 

und  es  bleibt  ledigHch 

271  271 


2nAQ=  \  f{(p)dff  oder  Ao=  —\  xdcp  . 


(8) 


0  Ü 

Ist  die  Funktion  x  ==  /(qp)  graphisch,  d.  h.  durch  eine  Kurve 
im  Intervalle  von  0  bis  27r  gegeben,  so  ist  A^  demnach  nichts 
anderes  als  der  Mittelwert  derselben,  der  sofort  durch  Plani- 
metrieren gefunden  werden  kann.  Die  anderen  Koeffizienten, 
z.  B.  Ak  und  Bky  ergeben  sich  durch  Multiplikation  von  (7b)  mit 
cos  k(pd(p  und  smkq)d(p  und  abermalige  Integration.  Für  die 
Ä-ten  Glieder  rechts  erhalten  wir  dabei 
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Ah  I cos  h(f  cos kffdff=    ^^  \\ cos (Ä  —  k)(f-\- cos (h  +  Ä)  g>p<^  =  0 


0  0 

271  2i 


Ah  \coBh(f  sin  k(fd ff  =    ^^-\\Bin(h-\-k)  ff -\- sin  (h-\-k)q>m(p  ==0 


0  0 

271  271 


Bh  IsinÄcjp  cos kffdq  =       -Usin  (h-\-k)ff  -|-sin(Ä — k)(p\dff^=0 


0  0 

27K  271 


BhAsinhcp  sinkcpdq^  =    ^^-  Ucos  (Ä  —  k)(f — cos  {h-\'k)(f\dff  =  0 

0  0 

und  es  bleiben  nur  die  mit  Ak  und  Bk  behafteten  übrig,  welche 
aus  den  vorstehenden  durch  h  =  k  hervorgehen.  Dadurch  aber 
wird  h  —  Ä  =  0,  also  unter  dem  Integralzeichen  cos  (h  —  k)  q> 
=  4-1»  80  dals  wir  mit  der  ersten  und  vierten  dieser  Formeln 
aus  der  Reihe  (7b)  schliefslich  erhalten 

27r  2n 

Ak  =  —  \  /{ff)  COS  kcpdcf  =  —  \  X  cos  kffdcp 


0  0 

2  TT.  2  71 

Bk  =  —  \  f((f)  sin  k  ff  d(p  =  -    \  xsinkffd(f 


(9) 


0  0 

Auch  diese  Werte  lassen  sich  bei  bekanntem  Verlauf  von 
f{(p)  stets  durch  Planimetrieren  der  Kurvenzüge  f((f)  cos  k(p 
und  /  {q>)  sin  k  ff  ermitteln,  so  dafs  die  Analyse  einer  allgemeinen 
periodischen  Funktion  keine  Schwierigkeiten  mehr  bietet.  Leider 
ist  das  Verfahren,  wegen  der  Notwendigkeit  für  jeden  Koeffi- 
zienten aus  der  gegebenen  Funktion  eine  Kurve  abzuleiten  und 
diese  noch  zu  planimetrieren,  sehr  zeitraubend,  so  dals  es  trotz 
der  Übersichtlichkeit  seiner  Resultate  nur  selten  angewandt 
wird.  Man  hat  darum  Instrumente  konstruiert,  welche  durch 
einfache  Bewegung  eines  Stiftes  längs  der  empirisch  gegebenen 
Kurve  x  =  /(y)  sofort  die  Integral  werte  der  Koeffizienten  Ak 
und  Bk  der  den  einfachen  Schwingungen  entsprechenden  Güeder 
liefern.  Da  man  die  Winkelfunktion  sin  und  cos  häufig  als 
harmonische  bezeichnet,   so  nennt  man  diese  Apparate  auch 


J 
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harmonische  Analysatoren,  von  denen  der  von  Henrici^) 
eine  gewisse  Verbreitung  gewonnen  hat.  Die  nähere  Besprechung 
dieses  sinnreich  erdachten  Apparates  würde  uns  allerdings  hier 
zu  weit  führen;  aulserdem  werden  wir  später  ein  Näherungsver- 
fahren zur  Auflösung  beliebig  gegebener  periodischer  Funktionen 
in  ihre  einzelnen  Wellenzüge  kennen  lernen,  welches  praktischen 
Bedürfnissen  in  weitem  Umfange  gerecht  wird. 

Wir  haben  nun  noch  den  allgemeinen  Fall  zu  untersuchen, 
dafs  die  Perioden  der  Einzelschwingungen  nicht  miteinander 
übereinstimmen,  so  dals  keine  einfache  Gesamtschwingung  resul- 
tiert und  auch  die  a  nicht  zueinander  in  rationalen  Verhältnissen 
stehen.  Wir  wollen  unsere  Betrachtung  dieses  nicht  durch  eine 
Fouriersche  Reihe  darstellbai^en  Falles  auf  die  Superposition 
zweier  Schwingungen 

x'  =  a'  sin  (a'  t  -\-  ß')   =  d  cos  ß'  sin  a'  ^  +  ^'  sin  ß'  cos  a'  t 
x"=a" sin  («"<!-/?")  =  a"cos/^"sina"<4-öt"sin/!/"  cos. 

beschränken  und  weiterhin  festsetzen,  daTs 

a"  —  a'  =  J  also  a"  =  a'  -|-  J 

sein  möge.  Dann  ergibt  die  Zusammenfassung  von  (10)  nach 
Auflösung  der  Winkelfunktionen  sin  a't  =  sin  («'+  S)  t  und 
cos  a"  t  =  cos  (a'  -f  Ö)  t 

x  =  x'-\-af'  =  ^a'  cos  ^' + «"  cos  /?"  cos  dt — a"  sin  /^"  sin  St}  sin  a't 

-|-  ja'  sin  ß'  +  a"  cos  /?"  sin  dt + «"  cos ß''  cos  dt^coBa't 

Die  hierdurch  beschriebene  Bewegung  können  wir  aber  offen- 
bar als  eine  einzige  periodische  ansehen,  deren  Amplitude  Oq  und 
Phase  ßo  selbst  wieder  periodisch  sind.    Setzen  wir  hierfür 

aj  ==  Oo  sin  (a't  -f-  /?o)  =  «o  cop  ßo  sin  a't  -\-  Oq  sin  ßo  cos  a't   (12) 

so  kann  dieser  Ausdruck   nur  dann   mit  (11)   übereinstimmen, 

wenn  . 

ao  cos  ßo  =  a'  cos  ß'  -\-  a"  cos  ß"  cos  dt  —  a"  sin  ß"  sin  d t 
Oo  sin  ßQ  =  a'  sin  ß'  -\-  a"  cos  ß"  sin  dt  -\-  a"  cos  ß"  cos  St 


a't] 


(11) 


^)  Näheres  hierüber  siehe  den  Katalog  mathematischer  Instrumente, 
herausgegeben  von  Dyck  (1893),-  sowie  in  der  Broschüre  des  mecha- 
nischen Institutes  von  G.  Coradi  in  Zürich,  welches  den  Henricischen 
Analysator  anfertigt. 
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wird.    Dies  führt  aber  durch  Quadrieren  und  Addieren  für  die 
resultierende  Amplitude  auf  die  periodische  Funktion 

ao»  =  a'2  4-a"2-|- 2a' a"  cos  0^'— /?"  —  <)  0    .     .     (13) 

Die   Amplitude    schwankt    demnach    zwischen    dem    absoluten 
Masdmalwert 

<h  =  ±  (»'  +  «")  fiir  <iie  Zeit  ^  =  — "^—  • 
und  dem  Minimalwert 


02  =  +  (a'  —  a'O  für  die  Zeit  t^  =  ^    ^  ^- 


n 

j 


Die  Zeitdifierenz  zwischen  zwei  derartigen  aufeinanderfolgen- 
den Werten  ist  somit  konstant  und  zwar 

n  _        n        _  1      <6'  <o" 

-  <2  -  ^    - 


h 


a 


ff 


—  «'        2  to'  —  to 
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miter  /q'  =  ~t  ^^^  V  =  ~Tr  die  Schwingungszeiten  der  beiden 

Ob  vi 

gegebenen  Einzelschwingungen  verstanden. 

Die  durch  dieses  Zu- 
sammenwirken zweier 
einfacher  Schwin- 
gungen mit  verschie- 
dener Periode  resul- 
tierende Bewegung 
nennen  wir  nun  wegen 
des  Auf-  und  Ab- 
schwebens  der  Werte 
der  Schwingungsamplitude,  welches  durch  Fig.  40  verdeutlicht 
wird,  eine  Schwebung,  und  die  zwischen  je  zwei  Maximal- 
oder Minimalwerten  der  Amplitud^  verflossene  Zeit 

^    =    2    (<1    ^2)   =      4f  


Flg.  40. 


die  Dauer  der  Schwebung  oder  kürzer  die  Schwebungs- 
dauer.  Dieselbe  wird  ersichtlich  um  so  gröXser  sein, 
je  gröfser  die  einzelnen  Schwingungszeiten  und  j  e 
kleiner  deren  Differenz  ist  Wir  werden  später  sehen, 
dats  diese  Erscheinung  vor  allem  für  das  Verhalten  elastischer 
Körper  von  grofser  Bedeutung  ist. 
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Aulser  der  Zusammensetzung  von  Schwingungen  in  der- 
selben Geraden  kommen  nun  auch  häufig  solche  vor  mit  ver- 
schiedener Bewegungsrichtung.  Man  braucht  in  Anknüpfung 
an  die  oben  zur  Veranschaulichung  benutzte  Gummischnur  sich 
nur  das  ganze  System  in  horizontale  Schwingung  versetzt  zu 
denken,  die  sich  alsdann  mit  den  Vertikalschwingungen  des  an  der 
Schnur  befestigten  Körpers  vereinigen.  Bezeichnen  wir  wieder 
die  Amplitude  der  Schwingung  in  der  a;-Richtung  mit  a,  die 
Winkelgeschwindigkeit  mit  a,  und  die  Phase  mit  y,  während  die 
entsprechenden  Werte  für  die  y- Richtung  h,  ß  und  8  sein 
mögen,  so  erhalten  wir  die  beiden  gleichzeitig  bestehenden 
Formeln 

X  =  a  sin  (a  <  -4-  y)  =  a  cos  y  sin  a  <  +  a  sin  y  cos  o  t  \ 

\  (15) 
y  =^  h  sin  (ßt  -\-  ö)  ^=  h  cos  d  sin  ßt  -\-h  mid  cos  ßt  ] 

aus  denen  sich  die  Bahngleichung  des  beiden  Schwingungen 
unterworfenen  Punktes  durch  Elimination  von  t  ergibt.  Soll 
die  resultierende  Bewegung  wieder  periodisch  sein, 
so  muls  die  so  erhaltene  Kurve  nach  einem  oder 
mehreren  Umläufen  des  Radius-Vektors  wieder  in 
sich  zurückkehren,  d.  h.  es  müssen  für  zwei  bestimmte 
Zeitpunkte  t^  und  ^2)  deren  Differenz  dieser  Wiederkehr  ent- 
spricht, sowohl  X  wie  auch  y  dieselben  Werte  wieder  annehmen. 
Dies  führt  aber  auf  die  Formeln 

I  U-\-U        \  u  —  u 

sin  {aii  +  y)  —  shi  (a/2  -j-  y)  =  2  cos  la — ^ \-  y\  sin  a  — ^—  =  0 

sin  ißi^^d)  —  sin  (ßtz+ä)  =  2  cos  (/^^-^^  +  ^]  ^^^'^  ^^T^  =  ^ 
welche  bei  der  Willkürlichkeit  der  Phasen  y  und  d  nur  bestehen 

können,  wenn  -^^(h  —  ^^^^~^ß{h — ^2)  ganzzahlige  Viel- 
fache von  TT  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  wenn 
a   und  ß  ganzzahlige  Vielfache  einer  und  derselben 

Winkelgeschwindigkeit  «0  =  1 r  sind. 

h  —  h 

Wir  wollen  hier  vor  allem  den  Fall  ins  Auge  fassen,  in  dem 
«  =  ^  ist,  da  er  sich  als  praktisch  bedeutungsvoll  ergeben  wird. 
Die  beiden  Formeln  (15)  können  wir  alsdann  auch  schreiben 
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X 


—  z=  C08  y  Bin  ut  -^  Bin  y  cos  a t 

tv 

y 

-  =  cos  ()  sin  at  +  sin  d  cos  at 
woraus  sich  ergibt 


(15a) 


cos  at 


sin  a<  = 


X  cos  (T        y  cos  y 
a  b 

sin  (y  —  d) 

X  sin  ()        y  sin  j' 
a  6 

sin  {6  —  y) 


Ix  cos  d 
\     a 


Die  hieraus  folgende  Bahngleichung 
{X  C08  S      y  cos  y\2  _^  ^J  _  wj^  _  sinHy—J)  (16) 

stellt  nun  offenbar  eine 
Ellipse  mit  schräg 
liegender  groüser  Achse 
dar  (Fig.  4).  Bezeich- 
nen wir  den  nach  dem 
Mittelpunkt  0  gerich- 
'X  teten  Radius- Vektor  für 
eine  beliebige  Lage  des 
bewegten  Punkte  mit  r 
und  seinen  Neigungs- 
winkel gegen  die  a?- Achse 
mit  (jp ,  so  erhalten  wir  für 
die  Beschleunigungs- 
komponenten aus  (15) 


^x 


=  —  a^x  ^=  —  a^r  cos  ff 
=  —  a^y  =  —  a^r  sin  ^ 


(17) 


und  damit  für  die  nach  0  gerichtete  Beschleunigung 

Pr  =  —  a^r (17a) 

d.h.  der  in   einer  Ellipse  bewegte  Punkt  unterliegt 
einer  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten  und  dem 
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Abstände  von  demselbenproportionalen Beschleuni- 
gung oder  umgekehrt,  da  die  Formeln  (15)  allgemeine  Integrale 
von  (17)  sind:  jede  nach  einem  Punkte  gerichtete  und 
dem  Abstände  von  demselben  proportionale  Be- 
schleunigung hat  eine  elliptische  Bahn  zur  Folge. 
Die  Bewegung  selbst  ist  in  diesem  Falle  eine  Zentralbewe- 
gung, so  dafs  der  Radius -Vektor  hierbei  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächen  überstreicht. 

Haben  insbesondere  die  beiden  zueinander  senkrechten 
Schwingungen  dieselbe  Amplitude,  also  5  =  a,  und  unterscheiden 
sich  ihre  Phasen  gerade  um  90  o,  so  wird  mit  cos  d  =  —  sin  y 
und  sin  d  =  cos  y,  aus  (16) 

x^-{-y'^  =  a^ (16a) 

Aus  dieser  speziellen  Kreisbewegung,  für  welche  der 
Ausdruck  (17  a)  mit  der  in  §  9  und  11  näher  untersuchten  Normal- 
beschleunigung identisch  wird,  hätten  wir  uns  die  obige  all- 
gemeine elliptische  auch  durch  Projektion  auf  eine  geneigte 
Ebene  entstanden  denken  können,  wobei  je  zwei  zueinander 
senkrechte  Kreisdurchmesser  in  konjugierte  Ellipsendurchmesser 
übergehen. 

Sind  schliefslich  die  miteinander  zu  vereinigenden  Schwin- 
gungen nicht  senkrecht  zueinander,  sondern  beliebig  gegeneinander 
geneigt,  so  können  wir  jede  derselben  durch  Projektion  auf  zwei 
zueinander  senkrechte  Achsen  in  zwei  Komponenten  zerlegen. 
Wir  erhalten  so  z.  B.  für  den  Neigungswinkel  cp 

X  =  a  cos  (jp  sin  {at-^-ß),       y  =  a  sin  cp  sin  {at  -\-  ß) 

und  durch  Superposition  aller  in  einer  Richtung  sich  vollziehen- 
den Schwingungen 

2x  =  2a  cos  (jP  sin  (ut  -{-  ß) ,      2y  =  2a  sin  qp  sin  («  ^  +  ß). 

Auf  diese  Summen  können  wir  nun  wieder  die  schon  oben 
angestellten  Betrachtungen  anwenden,  welche  uns  zu  der  Er- 
kenntnis führen,  dals  eine  periodische,  also  durch  eine  geschlossene 
Kurve  darstellbare  Bewegung  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die 
in  den  einzelnen  Gliedern  jeder  dieser  beiden  Komponenten  2x 
und  2y  vorkommenden  Winkelgeschwindigkeiten  a  ganzzahlige 
Vielfache  einer  und  derselben  Grölse  «o  sind,  so  dafs  die  Kom- 
ponenten selbst  in  Fouriersche  Reihen  entwickelt  werden  können. 


] 
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§  14.    Die  Bewegangen  im  Kurbelgetriebe. 

Kurbel^  Gleitstück  and  Schabstange,  Bewegungsgleichungen  eines  be-- 
liebigen  Bchubstangenpunktes,  Näherungsformeln  dafür.    Geschwindig- 
keits-  und  Beschleunignngsdiagramm  des  Gleitstückes  bei  konstanter 

Winkelgeschwindigkeit  der  Kurbel. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Lehre  von  den 
Schwingungen  bieten  die  Bewegungserscheinungen  im  Kurbel- 
getriebe, welches  zur  Vermittlung  rotierender  und  hin-  und  her- 
gehender Bewegungen  in  der  Maschinentechnik  fast  auBScblieÜBlich 
benutzt  wird.  Wir  haben  auf  diesen  Mechanismus  schon  im 
§  3  als  Beispiel  einer  ebenen  Bewegung  Bezug  genommen  und 
wollen  dieselbe  nunmehr  analytisch  verfolgen,  wobei  wir  uns 
die  einzelnen  Glieder  einfach  als  starre  Gerade  vorstellen.  Das 
Getriebe  besteht,  wie  aus  Fig.  42  hervorgeht,  aus  einer  um  den 


Punkt  0  rotierenden  Kurbel  OJ.  von  der  Länge  r,  einem  gerad- 
linig in  der  Richtung  durch  0  hin-  und  hergehenden  Gleit- 
stück C  und  einer  sog.  Schubstange  ÄC,  welche  durch 
Gelenke  mit  Ä  und  C  verbunden  sein  und  die  Länge  l  haben 
möge.  In  einem  gegebenen  Momente  bildet  die  Kurbel  mit 
ihrer  Anfangslage  OB  den  Winkel  qp,  welchem  ein  Auslenkungs- 
winkel yj  der  Schubstange  gegen  ihre  Mittellage  entsprechen 
möge.  Die  beiden  Winkel  sind  offenbar  miteinander  durch  die 
Beziehung 

r  Bin  (p  =  Isimp (1) 

verknüpft,  aus  welcher  hervorgeht,  dafs  der  Winkel  t//  auf  um 
so  engere  Grenzen  beschränkt  bleibt,  je  kleiner  das  Verhältnis 
r :  ^  ist.  Um  nun  die  Bewegung  eines  im  Abstände  z  vom 
Gleitstücke  auf  der  Schubstange  befindlichen  Punktes  zu  unter- 
suchen, führen  wir  die  Koordinaten  x  und  y  derselben  in  Bezug 
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auf   die  Achse  OC  und  das  Zentrum  0   des  Kurbelkreises  ein. 
Dieselben  genügen  alsdann  den  Gleichungen 

X  =s  r  cos  9'  +  (^  —  ^)  ^ös  V^ 

y  =  z  &in  yj. 
Durch  Elimination    des  Winkels  i//   mit  Hilfe    der  Gl.  (1)  gehen 
dieselben  über  in 


1 

x  =  r  cos  q>  -\-{l  —  z)  [1  —  W  ^^^^'^^f 


r2    .    „    \2 


^  '       ^      .     .     (2) 

y  =  z-f  sin  (p 

Für  z  =  l  erhält  man  daraus  die  Koordinaten  des  lediglich 
rotierenden  Punktes  Äy  nämlich  x  =  r  cos  <jp  und  y  =  r  sin  (jp, 
während  für  z  =  0,  also  den  Punkt  C,  die  Vertikalbewegung 
wegen  y  =  0  verschwindet  und  nur  eine  durch  die  erste  Formel  (2) 
gegebene  Hin-  und  Herbewegung  in  der  ou-Richtung  übrig  bleibt. 
Die  Bahngleichung  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Schub- 
stange ergibt  sich  schlielslich  durch  Elimination  von  cp  aus  den 
Gleichungen  (2)  als  eine  Kurve  vierten  Grades,  welche  für  z^=0 
in  eine  Gerade,  fürz  =  l  in  den  Kurbelkreis  übergeht,  im  all- 
gemeinen aber  eine  eiförmige,  nach  dem  Gleitstück  zu  stärker 
gekrümmte  Gestalt  besitzt.  Man  übersieht  den  Verlauf  derselben 
am  raschesten  in  der  Form 


X  —  (Z  —  z)  cos  t^\2 


r+(f='' 


welche  eine  Ellipse  mit  einem  in  der  o?- Richtung  hin-  und  her- 
beweglichem Mittelpunkt  darstellt.  Die  Konstruktion  der  Kurve 
geschieht  übrigens  am  einfachsten  durch  Aufzeichnen  des  Me- 
chanismus für  verschiedene  Kurbelwinkel. 

Viel  wichtiger  als  das  Studium  der  Eigenschaften  dieser 
Kurve  ist  für  den  Ingenieur  die  bequeme  Obersicht  der  Ab- 
hängigkeit der  Bewegung  der  einzelnen  Getriebepunkte  vom 
Kurbelwinkel.  Zu  diesem  Zwecke  entwickeln  wir  den  Wurzel- 
ausdruck des  zweiten  Gliedes  in  Gl.  (2)  in  eine  Potenzreihe 
und  erhalten  so 


X  =  r  cos 


{1    ••2  1       t4c 

^  ~  2  ^2  ^^^  ^*  ~~  2^  T*  ^^'^  *'f 

—  2»^  j6  sm  *T f (2a) 
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Ersetzen  wir  schlieXslich  hierin  die  Potenzen  von  sin  (p  in 
der  Klammer  durch  gleichwertige  Ausdrücke  mit  dem  Vielfachen 
von  c^,  also 

sin  'ff  —  .»  (1  —  cos  2  ff) 

sin  ^ 7  =  ~  (3  —  4  cos  2  y  +  cos  4^/^) 

sin  ^(\  =  ;zr^  (10  —  15  cos  2  f  +  6  cos  4  cf  —  cos  6  (jp), 

u.  8.  w. 
so  ergibt  sich 

^  -  (^  —  ^)  I  1  —  4  ;2        64  lA        256  Z6  ""  •     •  J 
-|-  r  cos  (f 

f  1  r2         1    r*         15   r«  ) 

•     •      64/-'  +  2-56i«+--; 

+  (Z  — ^)cos69| 512  ?6''"--} 

+ (3) 

während  der  Ausdruck  für  y  in  Gl.  (2)  seine  einfache  Form  bei- 
behält. Wir  erkennen  also,  dals  sich  das  Bewegungsgesetz,  wie 
nach  der  geschlossenen  Form  der  Bahnkurve  ja  schon  erwartet 
werden  konnte,  in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickeln  läfat, 
deren  Koeffizienten  selbst  wieder  Potenzreihen  sind,  welche  für 
Werte  von  r  :  i  <;  1  sehr  rasch  konvergieren.  In  der  Praxis 
begnügt  man  sich  darum  stets  mit  der  Beibehaltung  der  Glieder 
mit  r2  :  ^2  unter  Vernachlässigung  aller  höheren  Potenzen,  deren 
Einflufs  noch  durch  die  sehr  rasch  abnehmenden  Zahlenfaktoren 
auf  ein  Minimum  herabgedrückt  wird.  Alsdann  lautet  die 
Näherungsf  ormel 

X  =  (l  —  ^)  +  ^  cos  q>  —      ^      Tg  sm  ^q) 

I         i  f2\  n ^\  f2 

=.  (l  —  z)\l  —  2ßj'\-r  cos  qp  H ^-  p.cos  2^  .  (3a) 

In  die  vorstehenden  Formeln  tritt  die  Zeit  zunächst  gar 
nicht  ein,    sodafs  dieselben  einen  rein  geometrischen  Charakter 
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tragen«  Die  Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungskompo- 
nenten  können  demnach  aus  denselben  nur  berechnet  werden, 
nachdem  der  Kurbelwinkel  (p  als  Funktion  der  Zeit  gegeben  ist. 
Wir  werden  später  erkennen,  dafs  streng  genommen  hierüber 
eine  Annahme  unzulässig  ist,  und  begnügen  uns  daher  vorläufig 
mit  der  Einführung  der  als  variabel  betrachteten  Winkel- 
geschwindigkeit der  Kurbel 

-  =  S w 

Prinzipiell  ist  es  natürlich  gleichgiltig,  ob  wir  uns  diese  Grölse 
mit  der  Zeit  oder  mit  dem  Kurbelwinkel  veränderlich  vorstellen 
wollen,  doch  wird  sich  das  Letztere  weiter  unten  als  zweck- 
mäfsiger  herausstellen.  Alsdann  aber  haben  wir  für  die  Ge- 
schwindigkeits- und  Beschleunigungskomponenten 

dx  dx  dy  dy 

dNc  _  •  2^^    .dx^do)^         d^y    _     ^d^y         dy  dio 
df^~^''   dq^^JffU'        dß  -^   d^~^d7f)~di    '     ^^^ 

oder  wegen 

dfo d(D  dff  d(o       1  d{io^) 

dt        dcf  dt  d(f^        2     d(f 

^_     ^^d'^x       1   dx  d{(o^)       ^_     ^d^y       1   dy  djw^) 
dt^  ""^  d(fß'^  2  dq'    dcp    '     df  ~'^   d(p^~^  2  dcp    dff>     ^^^^ 

Bei  konstanter  Winkelgeschwindigkeit,  wie  sie  für  kinema- 
tische Betrachtungen  häufig  vorausgesetzt  wird,  fallen  natürlich 
die  zweiten  Glieder  der  Formeln  (6  a)  von  selbst  weg. 

Führt  man  nun  die  in  (5)  angedeutete  Differentiation  an 
dem  Ausdrucke  (3)  durch,  so  verwandeln  sich  unter  Wegfall 
des  konstanten  Gliedes  alle  cos  in  sin.  Aulserdem  aber  kehren 
sich  die  Vorzeichen  um,  und  die  Faktoren  vergrölsern  sich  ent- 
sprechend den  Zahlenfaktoren  von  9  in  den  davorstehenden 
Winkelfunktionen.  Dies  wiederholt  sich  dann  noch  einmal  bei 
der  Berechnung  der  Beschleunigung.  An  der  Konvergenz  der 
in  den  Klammern  von  (3)  stehenden  Potenzreihen  wird  indessen 
durch  das  Davortreten  konstanter  Zahlen  nichts  geändert,  und 
wir  können  innerhalb  der  praktisch  eingehaltenen  Grenze 
r  :  Z  <  1  :  3    wieder  die  Reihen   mit  r2  :  Z2  abbrechen.     Alsdann 
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erbalten  wir  für  die  GeschwindigkeitB-  und  Beschleunigungs- 
komponente  dieselben  Ausdrücke,  wie  aus  der  Näherungs- 
formel (3a),  während  für  die  y-Richtung  keine  Näherungsgleichung 
notwendig  ist.  Die  entsprechenden  Formeln  lauten  für  die  Gr  e  - 
schwind  ig  keitskomponente 

dx  I  l  —  z  r  \\ 

>     .     .  (5a) 
dy  r  I 

t;y  =  ^  =  +  z  T  w  cos  (p  I 

woraus  sich  die  resultierende  Bahngeschwindigkeit  ergibt 

/  2r  l—zr^  \ 

\l+Z  +  ;,cö8(^+;^f^Z-2  <^ö«>)      •     •     •     (ob) 

Auch  diesen  Ausdruck  bezw.  die  Wurzel  aus  demselben 
könnten  wir  in  eine  periodische  Reihe  entwickeln,  ohne  indessen 
dadurch  wesentlich  Neues  zu  erhalten.  SchlielsHch  folgen  noch 
die  angenäherten  Beschleunigungskomponenten  aus  (5a)  und 
(6a)  zu 

__  =  _  rc.2  (cos  ^  +  -^  -  cos  2(pj  -  2  -^ 

(sin  (f  +  -Yi~  J  sin  2  qpj    f     (^b) 

d^y  ^     o   •         .    z  r  d{(jß) 

^  =  -  ;,  ^  c  2  sm  (jp  +  2  j  -j^  cos  9) 

Handelt  es  sich,  wie  häufig  bei  technischen  Problemen,  nur 
um  kleine  Änderungen  der  Winkelgeschwindigkeit,  so  kann  man 
unter  Einführung  eines  Mittelwertes  (am  setzen 

(o  =  (Ofn  +  ^M  =  ft)m  (i  +  rr\      •    •    •    •    (7) 

Quadriert  man  dann  diesen  Ausdruck  und  \remachlässigt 
das  Quadrat   des  sehr  kleinen  zweiten  Klammergliedes,    so  wird 

o,2  =  „2„(i  +  2— ) (7a) 

oder 

dio)^)  dJfo  dco  dJu) 

-ff  =  2«„,  -^  also  ^^-  =  «™  -^       .     .     .  (7b) 
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Wir  werden  später  noch  Gelegenheit  haben,  von  dieser 
Vereinfachung  Gebrauch  zu  machen.  Für  den  Fall,  dafs  man 
diese  Änderung  der  Winkelgeschwin- 
digkeit  ganz   vernachlässigen   darf, -r;;^ liltLl 

lassen  sich  die  durch  (5a)  und  (6b)  ^N^ 
gegebenen  Komponenten  sehr  leicht 
graphisch  darstellen.  Am  meisten 
interessiert  in  der  Praxis  die  Be- 
wegung des  Gleitstückes  C,  für 
welche  unter  dieser  vereinfachenden 
Annahme   die  obigen  Formeln  mit 


if  =  0  als  auch  Vy  =  0,   ^  =  0 
übergehen  in 

Vx  =  —  ro)  (sin  qp  +  t-^  sin 2<jp|  (5c) 

d^x  /  ^  \ 

jM=  —  rü>2  Icoscjp  +  y  cos2<]p|  (6c) 

Man  übersieht  alsdann  den  Ver- 
lauf der  Geschwindigkeit  und  der 
Beschleunigung  in  ihrer  Abhängig- 
keit vom  Kurbelwinkel  (p  am  besten, 
indem  man  die  Werte  derselben, 
z.  B.  für  w  =  1  als  Ordinaten  bei  C 
aufträgt.  Zu  diesem  Zwecke  braucht 
man  nur  aulser  dem  Kurbelkreis, 
dessen  Radius  sofort  den  Wert  von 
vx  für  qp  =  900  angibt,  die  beiden 
Kreise  mit  den  Radien  r^  :  21  und 
r2  :  l  einzuzeichnen,  jedem  Strahle 
OÄ  mit  dem  Winkel  BOA  =  (p 
einen  Strahl  OE  mit  dem  Winkel 
BOE  =  2(p  zuzuordnen  und  die 
entsprechenden  Projektionen  der 
Radien    OE'  bezw.  OE''  den   Pro-  Fig.  43. 

jektionen  von  OÄ  algebraisch  hin- 
zuzufügen.   Auf   diese  Weise    ergeben  sich  die  beiden  Kurven 
in  Fig.  43. 
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Es  bietet  natürlich  keine  weiteren  Schwierigkeiten,  diese  Kon- 
struktion auch  für  beliebige  Punkte  der  Schubstange  durchzu- 
führen, deren  jedem  alsdann  andere  Hilfskreise  um  O  ent- 
sprechen. 

§  15.    Die  einfache  Pendelbewe^rung. 

Abhängigkeit  der  Fallgeschwindigkeit  allein  von  der  durchlaufenen 
Höhe  auch  bei  gezwungener  Bewegung.  Ermittlung  der  Fallzeit  auf 
der  schiefen  £bene  und  der  vertikalen  Kreisbahn  (^Pendel).  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  bei  endlichem  und  unendlich  kleinem  Ausschlag. 
Methode  der  Koinzidenzen.  Kontinuierliche  Rotation  in  der  Vertikal- 
ebene unter  dem  Einflufse  der  Erdbeschleunigung.     Stabile  und  labile 

Ruhelagen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  einen  Punkt  unter  dem  Einflüsse 
einer  konstanten  und  stets  in  derselben  Richtung  wirkenden  Be- 
schleunigung, z.  B.  derjenigen  der  Schwere,  an  einem  bestimmten 
Orte  der  Erdoberfläche  auf  einer  festen  Bahn  bewegt  denken. 

Die  Bewegung  ist  also  ebenso  wie  die- 
jenige der  einzelnen  Punkte  im  Kurbel- 
getriebe eine  gezwungene. 

Sind  in  Fig.  44  x,  y  die  Koordinaten 
des  Punktes  zur  Zeit  t  auf  der  Bahn, 
und  op    der   Neigungswinkel   der   Bahn- 

Fi  ST   44 

tangente  iw  xy  gegen  den  Horizont,  so 
haben  wir,  nach  Zerlegung  der  vertikal  gedachten  Erdbeschleu- 
nigung g  in  eine  Normal-  und  Tangentialkomponente  für  die 
letztere  den  Ausdruck 

^  =-  ^  sin  (jp (1) 

ds 
Multiplizieren  wir  diese  Formel  beiderseits  mit  ^  =  i;  und 

berücksichtigen,  dafs  mit  wachsendem  s  die  Höhe  y  abnimmt,  also 
c?s  sin  (jp  =  —  dy  wird,  so  dürfen  wir  sie  auch  schreiben 

In  dieser  Form  ist  sie  sofort  integrabel  und  ergibt  unter  Vo 
die  dem  Bahnpunkte  x^y^  entsprechende,  bezw.  ihm  dort  erteilte 
Geschwindigkeit  verstanden 

i^2-i;o2  =  2(5r(2/o-y) (2) 
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Die  Koordinate  x  und  damit  die  Fonn  der  Bahn  kommt 
aber  in  dieser  Gleichung  gar  nicht  vor,  so  dafs  wir  den  Satz 
aussprechen  dürfen,  dafs  die  Geschwindigkeit  bei  der 
gezwungenen  Bewegung  unter  dem  Einflüsse  der 
Erdbeschleunigung  nur  von  der  zurückgelegten 
Fallhöhe  und  der  Anfangsgeschwindigkeit,  nicht 
aber  von  der  Gestalt  der  Bahn  abhängt. 

Es  ist  dies  übrigens  derselbe  Satz,  dem  wir  schon  bei  der 
Untersuchung  der  Wurfbewegung  in  §  10  Gl.  (7)  begegnet  sind. 
Da  diese  Bewegung  als  frei  anzusehen  war,  so  erkennen  wir, 
dafs  überhaupt  die  Geschwindigkeit  unter  dem  Einflüsse  der 
Erdbeschleunigung  nur  von  ihrem  anfänglichen  Werte  und  der 
durchlaufenen  Höhendifferenz  abhängig  ist,  gleichgültig,  ob  die 
Bewegung  frei  oder  in  irgend  welcher  Weise  gezwungen  sich 
vollzieht. 

Fragen  wir  nun  nach  der  zum  Durchlaufen  dieser  Fallhöhe 
gebrauchten  Zeit,  so  müssen  wir  auf  die  Definition  der  Ge- 
schwindigkeit 

ds  ,       ^,       ds 

—  =  V,    SABO  dt  =  — (3) 

dt  V  ^  ^ 

zurückgreifen.  Nach  derselben  ist  aber,  wenn  wir  mit  ^o  den  Zeit- 
punkt markieren,  in  dem  der  Punkt  von  XQt/Q  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Vq  ausgeht 

V  y 

C  ds        C  ds 

'o  .Vo 

Der  Ausdruck  unter  den  Integralzeichen  stellt  aber  nur  dann 
ein  vollständiges  Differential  dar,  bezw.  die  Integration  ist  hierin 
nur  dann  ausführbar,  wenn  wir  den  Zusammenhang  zwischen 
s  und  y  oder  mit  anderen  Worten,  die  Bahngleichung  kennen. 
Die  Fallzeit  eines  Körpers  an  der  Erdoberfläche 
ist  demnach  für  verschiedene  Bahnen  auch  bei 
gleicher  Fallhöhe  und  Anfangsgeschwindigkeit  ver- 
schieden. 

Ist  z.  B.  die  Bahn  geradlinig  mit  einer  konstanten  Neigung  cp 

du 

gegen  den  Horizont,   so  haben  wir  aus  (4)  mit  ds  = -, 

'^  '^  '  ^  ^  sm  (jp 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  6 
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y 
sin  (f  J  y72 


—  d(y^  yo) 


+  2^(2/0  — y) 

=  ^8in  ff  ( i^'«'+ '^ff'^^o  -  y^  -  '■«)  =  '  ""  ^'' 


.     (5) 
^  Bin  7^  ^  ^ 

d.  h.  die  Geschwindigkeitszunahme  auf  der  Bahn  ist  eine  gleich- 
förmige und  die  unveränderliche  Bahnbeschleunigung,  wie  man 
schon  aus  der  Zerlegung  der  Erdbeschleunigung  in  zwei  unverän- 
derliche Komponenten  hätte  schliefsen  können,  konstant  =  g  sin  y. 
Man  bezeichnet  diese  Bewegung  gewöhnlich  als  Fall  auf  der 
schiefen  Ebene. 

Weitaus  wichtiger  ist  dagegen  die  Bewegung  auf  einer  ver- 
tikalen Kreisbahn,  die  man  sehr  leicht  durch  Auslenken  eines  an 

y  einem     unausdehnbaren     Faden 

aufgehängten  Körpers  aus  der 
Vertikalen  erzielen  kann.  Als- 
dann beobachtet  man,  dafs  dieses 
sog.  Pendel  zu  beiden  Seiten 
seiner  vertikalen  Ruhelage  auf 
und  abschwingt  und  immer  wie- 
der in  derselben  Höhe  umkehrt. 
Wir  bezeichnen  nunmehr  in 
Fig.  45  den  Aufhängepunkt  des 
Pendels  mit  0,  den  beobachteten 
Punkt  des  aufgehängten  Körpers 
mit  P,  den  äufsersten  und  den 
momentanen  Auslenkungswinkel 
mit  «  bezw.  (/,  dann  ist,  wenn 
wir  die  Ordinaten  y  nach  unten  zu  positiv  rechnen  und  die 
Pendellänge  OP  =  l  setzen : 

y  =  l  cos  (p        yo  =  ^  cos  a. 
Die  Formel  (4)  geht  alsdann,  wenn  wir  noch  berücksichtigen, 
dafs  in    den    Umkehrpunkten   Ä  und   B   die    der   Zeit   ^    ent- 
sprechende Geschwindigkeit  vq  =  0  und 

8  =  l  (a  —  (jp)        ds  =  —  Idq) 
ist,  über  in 

Idcp ,'_r  C dff 

r  2  ^  J  Vcos  (f —  cos  a 


t 


- '" = -  3 


^2 gl  (cos  (f  —  cos  a) 


~   (6) 


<P 


J 
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Für  den  bei  weiterer  Ausführung  der  Rechnung  höchst  un- 
bequemen Ausdruck  unter  der  Wurzel  können  wir  aber  auch 
schreiben 

cos  (f)  —  cos  «  =  2  (sin-^  «  —  sin  -x  (p\ 

21      /           «1^-2^ 
^Ssin-^al  1 g— 

\  sin— a 

Führt  man  dann  noch  eine  neue  Variabele  t//  durch 

.1  .     1  . 

sm  ^  qp  =  sm  —  a  •  sm  ip 

71 

ein,  welche  mit  <jp  =  0  verschwindet,  mit  (jp  =  a  dagegen  tp  =  -^ 
wird,  so  haben  wir  statt  (6) 


71 


u,  1/  1  —  sin  -g  «  •  81 


=.     .     .     (7) 
sin  2  ip 


Das  in  (6)  enthaltene  Integral  war  aber  ein  elliptisches, 
welches  wir  durch  diese,  den  Mathematikern  wohlbekannte  Um- 
formung in  seine  sog.  Normalform  übergeführt  haben.  Wenn 
auch  dieselbe  naturgemäfs  nicht  die  Ausführung  des  Integrals 
in  geschlossener  Form  ermöglicht,  so  erlaubt  sie  uns  doch,  den 
Integranden  in  eine  rasch  konvergierende  Potenzreihe  zu  ent- 
wickeln und  an  dieser  die  Integration  zu  vollziehen.  Uns  inter- 
essiert nun  vor  allem  die  ganze  Schwingungsdauer  des  Körpers, 
d.  i.  die  Zeit,  welche  das  Pendel  zu  einem  vollen  Hin-  und 
Hergange  gebraucht.  Diese  Zeit  ist  aber  offenbar  gleich  dem 
vierfachen  Betrage   der  Fallzeit  von  (jp  =  «  bis  (]p  =  0,    bezw. 

71 

t^  =  —  bis  t//  =  0,  also  gegeben  durch 


Jt 

'         f/  y  1  —  sin  -^  «  .  Sil 


'o  =  4 1/—  \     ;  a-,  •     •     •     (7a) 

sin  2 1// 


oder  nach  Entwicklung  in  einer  Potenzreihe 
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71 


+  ^ — 2  ^^^~ö  "  '  sin  *v^  +  .  .  . 


(7b) 


Mit  Hilfe  der  im  vorigen  Paragraphen  schon  verwendeten 
Transformation  der  Potenzen  von  sin  t//  in  Winkelfunktionen 
des  Vielfachen  von  xp  können  wir  aber  diese  Reihe  in  eine 
Fouriersche  überführen  und  alsdann  die  Integration  leicht  voll- 
ziehen, da  die  bestimmten  Integrale  über  cos  2 1//,  cos  4  i/^  u.  s.  w. 

71 

zwischen  den  Grenzen  —  und    0   sämtlich  verschwinden.     Das 

2 

Ergebnis  ist  daher 
t 


1\2 

2 


1  +  1  ö-|  sin  ;;«  + 


21 

2 


'2     4i 


+  \2T4-6)   Sin  2  «  +  •  •  •)    .     • 
oder  indem  wir  die  Reihe  kurz  mit  /  (a)  bezeichnen 

r 


sm-^  a 


(8) 


=  2  7i-J- 


/(«) 


(8a) 


Zur  bequemen  Übersicht  über  das  Wachstum  der  Schwingungs- 
dauer  des  einfachen  Pendels  mit  dem  Auslenkungswinkel  a  seien 
nachstehend  einige  Werte  von  /(«)  tabellarisch  zusammengestellt. 

Tabelle  des  /  («). 


a 

/(«) 

a 

/(«) 

0» 

1,00000 

450 

1,0400 

20 

1,00005 

60« 

1,0732 

50 

1,00048 

90  0 

1,1800 

10  • 

1,00194 

120  0 

1,3753 

150 

1,00430 

150  0 

1,7600 

30  0 

1,01741 

1800 

00 

Daraus  geht  hervor,  dafs  für  sehr  kleine  Winkel  u  die  Unter- 
schiede in  der  Schwingungsdauer  fast  unmerklich  werden,  so  dafs 


§  15.    Die  einfache  Pendelbewegang.  85 

man  für  diese  in  erster  Annäherung  f(a)=  1  und  damit  nach 
Huygens  Vorgang 

to  =  2n-^ (8b) 

setzen  darf.  Praktisch  ist  also  die  Schwingungsdauer 
eines  wenig  ausgelenkten  Pendels  unabhängig  vom 
Auslenkungswinkel.  Will  man  noch  etwas  genauer  ver- 
fahren, so  gelangt  man  durch  Hinzunahme  des  zweiten  Gliedes 
von  /  (a),  in  dem  für  kleine  Ausschläge  unbedenkHch  der  Sinus 
mit  dem  Bogen  vertauscht  werden  darf,  zu  der  zweiten  Näherungs- 
formel 

<o  =  2;z|/|(l  +  j^«2) (8c) 

Diese  Formel  ist  durch  ihre  einfache  Gestalt  besonders  ge- 
eignet, den  Einflufs  kleiner  Abweichungen  der  Schwingungsweite 
auf  die  Schwingungsdauer  zu  ermitteln,  der  sich  im  Laufe  der 
Zeit  bei  Uhren  infolge  der  äulserst  zahlreichen  Wiederholung  der 
Schwingungen  naturgemäfs  bemerkbar  machen  mufs.  Zu  diesem 
Zwecke  schreibt  man  unter  Einführung  der  Winkel  in  Graden 
statt  des  in  (8c)  angewandten  BogenmaTses 


^o  =  2  7ry^(l  +  ^«2) (8d) 

wobei 

^  =  1^  (mj  =  0.00001904 

ist.     Für  einen  anderen  Ausschlagswinkel  a'  ergibt  sich  dann  die 
Schwingungsdauer  zu 

W  =  27f^j  (l+^a'2) 
mithin  das  Verhältnis  beider  angenähert 

Schwingt  ein  Pendel  demnach  bei  dem  Ausschlage  a'  =  7®  ge- 
rade eine  Sekunde,  so  wird  es  bei  a  =  8  <>  mit  /o'  =  1 

^0  =  1  +  0,00001904  (64  —  49) 
^0=1,0002856" 
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schwingen.  Eine  durch  das  Pendel  bei  7^  Ausschlag  regulierte 
Uhr  wird  demnach  bei  «  =  8  o  im  Tage  (entsprechend  3600  •  24 
=  86  400  Sekunden)  um 

86  400  (V  —  k)  =  24,7  " 
nachgehen. 

Zu  der  Gleichung  (8b)  hätten  wir  auch  direkt  auf  Grund 
der  Differentialgleichung  (la)  gelangen  können,  wenn  wir  in  der- 
selben entsprechend  der  sehr  kleinen  Auslenkung  &m(p  =  q>  ge- 
setzt  hätten.     Da   nun   auXserdem   d8=i  —  Idq)  war,   so  haben 

wir  statt  (la) 

d^w,    Q 

-M+h=^ (1«) 

Dies  ist  aber,  wie  der  Vergleich  mit  Gl.  (3a)  des  §  13  lehrt, 
die  Differentialgleichung  einer  einfachen  Schwin- 
gung  mit  der  durch  (8  b)  gegebenen  Periode  und  auf  dem  Bogen 
<jp  gemessenen  Ausschlag.  Denkt  man  sich  also  das  Pendel  nur 
ein  wenig  aus  seiner  Ruhelage  ausgelenkt  und  mit  einer  seit- 
lichen, d.  h.  nicht  nach  der  Ruhelage  zu  gerichteten  Geschwindig- 
keit fortgestolsen,  so  wird  es  sich  gerade  so  bewegen,  wie  ein 
Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  dem  Abstände  von  der  Ruhe- 
lage proportionalen  Beschleunigung.  Die  infolge  der  kleinen 
Auslenkung  in  einer  horizontalen  Ebene  verlaufende  Bahn  wird 
demnach  (siehe  §  13,  Gl.  16)  im  allgemeinen  eine  Ellipse 
sein,  wovon  man  sich  durch  den  Versuch  leicht  überzeugen 
kann. 

Ein  Pendel,  dessen  halbe  Schwingungsdauer  gerade  eine  Se- 
kunde beträgt,  nennen  wir  ein  Sekundenpendel,  seine  Länge 

berechnet  sich  aus  (8  b)  mit  -^  to  =  1  Sek.  und  g  =  9,81  *»  für 
unendUch  kleine  Ausschläge  zu 

Z  =  ^  =  0,994  « 

Lassen  wir  dann  dasselbe  Pendel  an  einem  anderen  Orte  der 
Erdoberfläche  schwingen,  so  beobachten  wir  im  allgemeinen  eine 
andere  Schwingungsdauer  und  schlielsen  daraus  auf  einen  anderen 
Wert  der  Erdbeschleunigung  g.  Dies  ist  in  der  Tat  der  von  den 
Geodäten  eingeschlagene  Weg  zur  Bestimmung  der  Erdbeschleuni- 
gung, der  uns  auch  über  deren  Veränderüchkeit  mit  der  Höhe  (siehe 
§  12  Gl.  7a)  Auskunft  gibt.   Zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer 
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eines  Pendels  bedient  man  sich  hierbei  zweier  Methoden,  deren  erste 
auf  diese  Zählung  der  Schwingungen  während  einer  möglichst 
langen,  anderweitig  genau  bestimmten  Zeit  hinausläuft,  während 
die  andere,  viel  genauere  Mairan-Bordasche  Methode  der 
Koinzidenzen  auf  der  Beobachtung  des  Zusammentreffens 
grölster  Ausschläge  mit  einem  Pendel  von  genau  bekannter 
Schwingungsdauer  t^'  beruht.  Die  Differenz  der  Pendelausschläge 
wird  nämlich  in  diesem  Falle  abwechselnd  ein  Maximum  und 
ein  Minimum  erreichen,  hat  also  genau  den  Verlauf  einer 
Schwebung.  Wir  können  demnach,  wenn  wir  die  Zeit  ^o 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Minima,  den  sog.  Koinzi- 
denzen der  Pendel,  welche  mit  der  Schwebungsdauer  identisch 
ist,  bestimmt  haben,  aus  Gl.  (14)  in  §  13  sofort  die  gesuchte 
Schwingungsdauer  t^"  des  einen  Pendels  berechnen  und  finden 

Unsere  vorstehende  Untersuchung  beruhte  wesentlich  darauf, 
dafs  der  im  Kreisbogen  schwingende  Punkt  in  der  durch  den 
Bogen  +.  a  gegebenen  Anfangslage  keine  Geschwindigkeit  besafs. 
Mit  dieser  Annahme  gilt  die  Formel  (8)  für  die  Schwingungs- 
dauer auch  dann,  wenn  das  Pendel  in  den  über  dem  Aufhänge- 
punkt gelegenen  Halbkreis  hinausschwingt,  wobei  nur  statt  des 
Fadens  eine  starre  Gerade  als  Verbindung  zwischen  0  und  P  vor- 
ausgesetzt werden  muls.  Wie  die  Tabelle  für  /  («)  zeigt,  fanden 
wir  alsdann  eine  unendüch  grolse  Schwingungsdauer,  wenn  der 
Punkt  P  bis  in  die  Vertikale  über  0  gelangen  konnte,  wobei  die 
Geschwindigkeit  erst  in  dieser  Lage  verschwindet.  Es  entsteht  nun 
die  Frage,  was  geschieht,  wenn  die  Geschwindigkeit  an 
keiner  Stelle  des  Kreises  verschwindet?  Zur  Beant- 
wortung derselben  kehren  wir  zu  der  Gl.  (4)  zurück,  welche  wir, 
wenn  die  Ordinaten  nach  unten  wieder  positiv  gerechnet  werden, 
in  der  Form 

ds 

ivo^  +  '^gi.y-yo) 


^  —  <o  =  \ -r  „    .    r''  .  -       ....  (4a) 

J  1  Vi 


y 

schreiben  müssen.  Wir  setzen  nunmehr  fest,  dals  vq  die  Ge- 
schwindigkeit im  tiefsten  Punkte,  also  für  yo  =  l  sein 
soll  und  haben  dann  mit  y  =  1  cos  q>  und  da  =  —  Idff 
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4  l  ^^y 

• 


"'"^Jy^ 


2gl{l  —  cos  <jp) 


'S 


sy 


—  --  -  *-  -----  ---- (4b) 

4.gl   .21  ^     ^ 

Dieses  Integral  ist  aber  identisch  mit  dem  in  (7a),  wenn  wir 

n  4:01  21 

nur  die  obere  Grenze  (p  =  t  ^^^  anfeerdem  •  -^  statt  sin  -tt  a 

4  i;o2  2 

setzen.  Dem  entsprechend  ergibt  sich  auch  eine  der  Gl.  (8)  ganz 
analoge  Reihe  für  die  ganze  IJmdrehungsdauer  durch  Inte- 
gration von  (4b)  zwischen  <jp  =  0  und  2  n 

Da  die  Geschwindigkeit  in  einer  beliebigen  Tiefe  y  unter  dem 
Aufhängepunkt 

v^  =  vo^-^2g(y'-l) (2a) 

war,  so  folgt  für  die  Geschwindigkeit  im  höchsten  Punkte, 
welche  zugleich  den  kleinsten  Wert  von  v  darstellt,  mit  y  =  —  l 

V  =  f;^rzlTfl (11) 

Dieser  Wert  ist  aber  nur  dann  reell,  wenn 

4:01 

bleibt,  eine  Bedingung,  welcher  der  obigen  Behandlung  des 
Integrals  (4  b)  implicite  zu  Grunde  lag.  Verschwindet  die  Ge- 
schwindigkeit Vq'  gerade  im  höchsten  Punkte,  so  wird  v^  =  4:gl 
und  die  ümdrehungsdauer  <o  wird  mit  dem  Klammerausdruck 
in  (10)  ebenso  unendlich  grofs,  wie  die  Schwingungsdauer  (8) 
für  tt  =  180®.  Wir  werden  auf  die  Bewegungsvorgänge  in  der 
Umgebung  des  höchsten  Punktes  in  diesem  sehr  interessanten 
Spezialfälle  weiter  unten  noch  näher  einzugehen  haben. 

Die  ganze  Erscheinung  läfst  sich  leicht  durch  einen  Draht 
verfolgen,  der  an  einem  Ende  ein  kleines  Gewicht  trägt,  während 
er  mit  dem  anderen,  zu  einer  Öse  zusammengebogenen  Ende 
um  einen  Finger  vertikal  herumgeschwungen  wird.  Man  kann 
dabei  ungefähr  die  Geschwindigkeit  abschätzen,  welche  da^  Ge- 
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wicht  im  tiefsten  Punkte  haben  muls,  um  noch  über  den 
höchsten  hinwegzukommen,  wobei  man  natürlich  die  störenden 
Einflüsse  (Widerstände),  auf  die  wir  noch  zu  sprechen  kommen, 
nicht  aulser  acht  lassen  darf.  Jedenfalls  erkennt  man,  dals 
wir  es  mit  einer  ungleichförmigen  Bewegung  zu  tun  haben, 
deren  mittlere  Geschwindigkeit  durch 

27ll 
«0 

gegeben  ist.    Den  echten  Bruch 


(12) 

worin  vq  die  gröfste,  Vq  die  kleinste  Peripheriegeschwindigkeit 
bedeutet,  bezeichnet  man  dann  als  den  Ungleichförmigkeits- 
grad  der  Bewegung,  eine  Gröfse,  von  der  man  in  der  Technik 
zur  Beurteilung  von  Drehungen  vielfach  Gebrauch  macht.  Statt 
der  Peripheriegeschwindigkeiten  hätte  man  natürlich  in  (12)  auch 
die  entsprechenden  Winkelgeschwindigkeiten  ca  =  v:l  einführen 
können.  Für  den  vorliegenden  Fall  berechnet  sich  der  Ungleich- 
förmigkeitsgrad  mit  Gl.  (10)  zu 

4.9I 


d  = 


Schon  aus  (12)  erkennt  man  daraus,  dafs  bei  sehr  grofser  mitt- 
lerer Geschwindigkeit  der  üngleichförmigkeitsgrad  sehr  klein 
wird.  Wegen  der  Kleinheit  des  Verhältnisses  4:gl :  Vq^  kann  man 
hierbei  die  Reihe  mit  dem  zweiten  GUede  abbrechen  und  auTser- 
dem  nach  (11)  angenähert  setzen 


also 


oder 


(^+r=i('+ 


9i 


2^i  L    ,     glV        2gl  L    ,    2gl\ 

ein  Wert,  der  sich  nur  wenig  von  2gl :  Vq^  unterscheiden  wird. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  kann  man  natürlich  auch 
auf  die  Bewegung  in  anderen  geschlossenen  und  offenen  Bahnen 
ausdehnen,  ohne  dafs  die  daraus  gezogenen  Resultate  von  mehr 
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als  mathematischem  Interesse  wäxen.  Aus  diesem  Grunde  wollen 
wir  auch  die  so  häufig  im  Anschluls  an  das  Kreispendel  unter- 
suchte Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  umgekehrten  Cycloide 
(Cycloidenpendel)  übergehen  und  uns  mit  dem  Hinweise  be- 
gnügen, dafa  hierbei  die  Schwingungsdauer  unabhängig  von  dem 
Ausschlagswinkel  ist.  Man  bezeichnet  darum  die  Cycloide  auch 
als  Tautochrone.  Die  auf  dieser  Eigenschaft  basierten  Ver- 
suche, Cycloidenpendel  für  die  Zeitmessung  zu  konstruieren, 
sind  sämtlich  an  praktischen  Schwierigkeiten  gescheitert. 

Für  unendlich  kleine  Pendelschwingungen  ist  die  Form  der 
Kurve,  auf  welcher  der  bewegte  Punkt  geführt  ist,  überdies 
ganz  gleichgültig,  da  hierfür  ganz  allgemein  die  Gl.  (Ic)  mafs- 
gebend  ist,  wenn  man  unter  /  nur  den  Krümmungsradius  im 
tiefsten  Punkte  versteht.  In  diese  Lage  kehrt  der  Punkt,  nach- 
dem er  eine  unendlich  kleine  Auslenkung  erfahren  hat,  stets 
wieder  zurück,  weshalb  wir  sie  auch  als  seine  stabile  Lage 
bezeichnen. 

Ganz  anders  ist  das  Verhalten  des  Punktes  in  der  obersten 
Stellung  des  Kreises,  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  einer  be- 
liebigen, nach  oben  konvexen  Kurve  (Fig.  46).  Denken  wir  uns 
denselben  unendlich  wenig  davon  entfernt,  so  können 
wir  die  Erdbeschleunigung  wieder  in  zwei  Komponenten 
zerlegen,  von  denen  die  eine  g  cos  (f  OJ  g  in  die  Nor- 
male zur  Bahn  fällt  und  daher  keine  Bewegung  zur 
Folge  hat,  während  die  andere  die  Bahnbeschleunigung 
selbst  darstellt.  Wir  erhalten  demnach  aus  (la),  da 
der  Weg  s  mit  dem  Bogen  ^  zunimmt,  also  ds  =  Idq) 
wird,   sowie  sin  (f  mit  cp  vertauscht  werden  kann, 


Fig.  46. 


(13) 


eine  Formel,  die  sich  von  (Ic)  nur  durch  das  Vorzeichen  des 
zweiten  Gliedes  unterscheidet.  Als  allgemeines  Integral  können 
wir  daher  ebenso  wie  in  §  13  für  (3  a)  den  mit  zwei  willkür- 
lichen Konstanten  Ä  und  B  behafteten  Ausdruck 

cp  =  Ä  cos  at  -\-  B  Bin  ai (14) 

benutzen,  wobei  nur  zu  berücksichtigen  ist,  dafs  hier 


1 


u 


l 
l 


(14a) 
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imaginär  wird.  Damit  verliert  die  Lösung  (14)  nicht  etwa 
ihren  Sinn,  wie  man  vielleicht  anzunehmen  geneigt  wäre,  wohl 
aber  ändert  sich  der  Charakter  der  Bewegung  vollständig  gegen- 
über dem  einer  einfachen,  durch  die  Formel  (Ic)  dargestellten 
Schwingung.  Man  braucht  sich  nur  zu  erinnern,  dafs  sich  tri- 
gonometrische Funktionen  mit  imaginärem  Argument  jederzeit 
in  reelle  Exponentialfunktionen  überführen  lassen,  deren  Ein- 
führung von  vornherein  übrigens  gar  nichts  im  Wege  steht. 
Wir  setzen  demnach,  da  wir  wissen,  dafs  (13)  durch  eine  solche 
Exponentialfunktion,  die  durch  zweimalige  Differentiation  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  sich  selbst  wieder  erzeugt,  befriedigt  wird, 

(f  =  Äe  ,  also  -j^  =  Äffie         ....     (15) 
in  (13)  ein,  wodurch  diese  Gleichung  übergeht  in 

Da  (jp  selbst  im  allgemeinen  nicht  verschwinden  kann,  so 
muls  der  Klammerausdruck  zu  Null  werden,  d.  h.  die  Konstante  k 
hat  die  beiden  Werte  _ 

Ä  =  ±  ]/f       (16) 

während  A  wiUkürUch  bleibt.  Da  weiterhin  diesen  beiden 
Wurzeln  zwei  verschiedene  Exponentialgrölsen  entsprechen, 
welche  im  allgemeinen  Integral  von  (13)  erscheinen  müssen,  so 
lautet  dieses  selbst  statt  (14) 

(p  =  Äe  ^  +Be  ^ (17) 

Dafs  es  in  dieser  Form  die  Differentialgleichung  (13)  erfüllt, 
erkennt  man  schon  aus  dem  Auftreten  zweier  willkürlicher  Kon- 
stanten A  und  By  welche  sich  beim  Einsetzen  des  Ausdruckes 
(17)  und  seiner  zweiten  Differentialquotienten  in  Gl.  (13)  wieder 
wegheben. 

Mit  der  Schwingungsbewegung  hat  die  durch  (17)  gegebene 
Erscheinung  die  Zusammensetzung  aus  zwei  Einzelbewegungen 
gemein,  und  zwar  sind  dies  zwei  entgegengesetzt  verlaufende 
asymptotische  Bewegungen, 

q>i  =  Ae  und  (f-^^  Be  ...     (17a) 
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wie  aus  der  Wegkurve,  Fig.  47,  deutlich  hervortritt.  Die  Kon- 
stanten A  und  B  sind  hiemach  nichts  anderes  als  die  Ahschnitte 
der  beiden  Kurven  (17a)  auf  der  Ordinatenachse,   durch  welche 

dann  der  weitere  Verlauf 
vollkommen  eindeutig 
bestimmt  ist.  Die  re- 
sultierende Wegkurve 
schneidet  die  durch  <=0 
gegebeneOrdinatenachse 
im  Abstände  J.-|-B.  Die 
Winkelgesch  windigkeit 
während  der  Bewegung 
folgt  durch  Differen- 
tiation von  (17)  zu 

Be 


Flg.  47. 


/f 


Ae 


y^ 


+'rf 


(18) 


sie  verschwindet  für 


"-kf, 


Ign 


bezw. 


9o 


-/ 


A-  B 


(18  a) 


B 

9     -     A 

Der  durch  9^0  gegebene  Punkt  spielt  demnach  die  Rolle 
dieses  Beschleunigungszentrums,  welches  sich  von  dem  bisher 
betrachteten  nur  dadurch  unterscheidet,  dals  die  Beschleunigung 
hier  auf  Vergröfserung  des  Abstandes  hinwirkt. 

Um  die  soeben  abgeleiteten  Formeln  auf  den  Fäll  der  Be- 
wegung unseres  Pendels  in  der  Nachbarschaft  seiner 
höchsten  Lage,  von  der  wir  ja  ausgegangen  sind,  anzuwenden, 

dürfen  wir  nun  nicht  etwa  für  dieselbe    (]Pq  =  0  und  -^y  =  0 

setzen,  da  sich  hieraus  sofort  -4  =  0  und  B  =  0,  d.  h.  gar  keine 
Bewegung  ergeben  würde.  Wir  müssen  uns  vielmehr  den  Punkt 
zunächst  unendlich  wenig  aus  der  Nulllage  ausgelenkt,  also  q>Q 
beliebig  klein,  aber  doch  nicht  verschwindend,  vorstellen  und 
erkennen  alsdann  sowohl  aus  den  Gleichungen,  wie  auch  aus 
der  Figur,  dals  er,  freigelassen,  sofort  mit  einer  wachsenden  Ge- 
schwindigkeit sich  weiter  entfernt,  bis  er  für  ^  =  -f-  °°  formell  ins 
Unendliche  rückt.  Umgekehrt,  können  wir  uns  auch  denken, 
dafs  er,  aus  dem  Unendlichen  (für  t  =  —  co)  kommend,  vor  Be- 
ginn der  Bewegung  mit  einer  abnehmenden  und  schliefslich  ver- 
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schwindenden  Geschwindigkeit  im  Punkte  tpQ  eingetroffen  sei. 
Dadurch  erklärt  sich  auch  zwanglos  die  unendlich  grolse  Schwin- 
gungsdauer, welche  für  eine  Auslenkung  von  180  ^  aus  der 
untersten  Lage  die  Formel  (8)  bezw.  die  Tabelle  für  /  (a)  ergab, 
sowie  die  unendliche  ümdrehungsdauer  nach  Gl.  (10)  für  Vq  =  0. 

Da  hiernach  der  unendlich  wenig  aus  seiner  obersten  Lage 
ausgelenkte  Punkt  niemals  wieder  in  dieselbe  zurückkehrt,  so 
ist  die  Bewegung  jedenfalls  nicht  mehr  als  periodisch  zu  be- 
zeichnen. Im  Einklang  mit  Gl.  (3)  in  §  8  wollen  wir  sie  eine 
asymptotische  Bewegung  nennen  und  darunter  allgemein 
eine  solche  verstehen,  deren  Differentialgleichung  mit  derjenigen 
einer  periodischen  Bewegung  bis  auf  das  Vorzeichen  der  Kon- 
stanten «2  übereinstimmt.  Die  oberste  Lage  selbst  bezeichnet 
man,  da  der  Punkt  im  Gegensatz  zur  tiefsten  La^e  nach  der 
Auslenkung  nicht  wieder  in  dieselbe  zurückkehrt,  sondern  sich 
sogar  immer  weiter  entfernt,  als  eine  labile.  . 

Erteilt  man  dem  in  dieser  Lage  ausgelenkten  Punkt  noch 
eine  elementare  seitüche  Geschwindigkeit,  so  wird  er  darum  auch 
nicht,  wie  in  der  untersten  Lage  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
oder  sonst  eine  geschlossene  Kurve  beschreiben,  sondern  in 
eine  endliche  ungeschlossene  Bahn  übergehen.  In  der  Technik 
interessiert  ein  derartiges  Verhalten  fast  immer  nur  insofern,  als 
man  bei  demselben  die  Herrschaft  über  die  Bewegung  verliert 
und  folglich  labile  Lagen  überhaupt  ganz  zu  vermeiden  sucht. 

§  16.    Allgemeine  Theorie  der  gezwungenen  Bewegung. 

Einführung    der    Zwangsbeschleanigung,     das  Vorzeichen    derselben. 
Werte   der  Zwangsbeschleanigung   auf   der  schiefen   Ebene    und   der 
Kreisbahn.    Allgemeine  Gleichungen   der  ebenen    und  räumlichen  ge- 
zwungenen Bewegung. 

Die  Betrachtung  der  Beschleunigung  und  ihrer  Komponenten 
in  §  9  führte  uns  auf  den  Satz,  dals  die  Bewegung  eines  Punktes 
vollkommen  bestimmt  sei,  wenn  aufser  der  GröIse  und  Richtung 
der  Anfangsgeschwindigkeit  die  Beschleunigung  für  alle  mög- 
Hchen  Lagen  des  Punktes  nach  GröIse  und  Richtung  bekannt 
ist.  Insbesondere  kann  hieraus  die  Bahn  des  Punktes  abgeleitet 
werden,  wovon  wir  in  §  10  alsdann  für  die  Wurfbewegung  Ge- 
brauch machten.     Dabei  war  stillschweigend  vorausgesetzt,    dals 
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der  bewegte  Punkt  dem  Einflüsse  der  Beschleunigung  unein- 
geschränkt Folge  leisten  konnte,  so  dals  die  Bewegung  als  eine 
freie  zu  bezeichnen  war.  Für  die  beiden  zuletzt  behandelten 
Bewegungsformen  trifft  diese  Voraussetzung  indessen  schon  nicht 
mehr  zu,  da  hier  die  von  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen 
Bahnen  von  vornherein  gegeben  waren.  Im  Falle  der  Pendel- 
bewegungen gingen  wir  allen  daraus  etwa  entstehenden  Schwierig- 
keiten einfach  dadurch  aus  dem  Wege,  dafs  wir  unter  alleiniger 
Berücksichtigung  der  Tangentialkomponente  der  Beschleunigung 
eine  von  der  besonderen  Bahnform  unabhängige  Gleichung  für 
die  Geschwindigkeit  aufstellten.  Die  Normalkomponenten  brauch- 
ten wir  hierfür  gar  nicht  ins  Auge  zu  fassen. 

Und  doch  ist  gerade  diese  ganz  bezeichnend  für  den  Unter- 
schied  zwischen   der   freien   und   der   gezwungenen   Bewegung. 


Fig.  48. 

Denkt  man  sich  nämlich  in  Fig.  48  einen  Punkt  P  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit V  in  der  Richtung  9  gegen  die  X-Achse  eines 
ebenen  Systems  bewegt  und  gleichzeitig  der  Wirkung  einer  Be- 
schleunigung p  in  der  Richtung  x  ausgesetzt,  so  würde  derselbe 
frei  die  Bahn  PÄ  beschreiben.  Ist  er  nun  gezwungen,  in  der 
Bahn  FB  zu  bleiben,  so  kann  man  sich  auch  die  Bewegung  im 
ersten  Zeitelemente  so  vorstellen,  dals  er  durch  eine  auf  PB  in 
P  normale  Beschleunigung  q  aus  der  natürlichen  Bahn  PÄ  ab- 
gelenkt wird.  Nach  Einführung  dieser  Zwangsbeschleuni- 
gung können  wir  dann  die  Bewegung  selbst  ganz  wie  eine  freie 
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Bewegung  weiter  verfolgen.  Wir  erhalten  für  die  beiden  Be- 
schleunigungskomponenten in  den  Koordinatenrichtungen 

^  =  -j-  j9  cos  X  —  g  sin  rjp 

d'^y  J" ^^ 

^  =  _  p  sin  X  -f  ^  cos  ff 

und  daraus  durch  Multiplikation  mit 

dx  dy 

^  =  cos  T.        j,=  sm  <f 

sowie  Addition  (unter  Einführung  des  Winkels  v  zwischen  p 
und  v)  wegen  dsd^s  =  dxc^x  -\-  dy  d^y  die  Bahnbeschleunigung 

——  =  p  cos  (x  -(-  (jf.)  ==  p  cos  r         ....      (2) 

für  welche  demnach  die  Zwangsbeschleunigung  nicht  in  Betracht 
kommt.  Es  ist  dies  dieselbe  Formel,  von  der  wir  bei  der  Unter- 
suchung der  Pendelbewegung  ausgegangen  sind.  Multiplizieren 
wir  dagegen  die  erste  GL  (1)  mit  sin  9,  die  zweite  mit  cos  cp  und 
subtrahieren  beide  voneinander,  so  folgt 

dx  d^y  —  dy  d-x  .     /     .      v 
'dTdf- =/'sin(''  +  IP)  -3 

oder,  wenn  q  den  Krümmungsradius  der  Bahn  im  Punkte  P  be- 
deutet, nach  §  9 

-  =  ??  sm  r  —  g (3) 

Für  eine  freie  Bewegung  wird  3[  =  0  und  die  Gleichung  mit 
der  Formel  (12)  in  §  9  identisch,  da  die  Normalbeschleunigung 
bei  freier  Bewegung  w  =  ^  sin  v  ist.  Die  Gl.  (3)  stellt  demnach 
ein  Kriterium   für   die    Existenz   einer   gezwungenen  Bewegung 

insofern  dar,  als  hierfür  die  DifEerenz  p  miv nicht    ver- 

9 

schwindet. 

Die  einzige  Schwierigkeit,  welche  der  Anwendung  von 
Gl.  (3)  entgegensteht,  ist  die  Wahl  der  Vorzeichen.  Man  kann 
dieselbe  indessen  immer  dadurch  bewältigen,  dafs  man  neben 
der  gezwungenen  Bahn  ein  Stück  der  freien  aufzeichnet,  welche 
stets  nach  der  Beschleunigungsrichtung  zu  konkav  sein  mufs. 
Die    Zwangsbeschleunigung   wird   dann    dieselbe    Richtung   und 
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Fig.  49. 


dasselbe  Vorzeichen   besitzen  wie   die  Normalkomponente  n,   so 

lange  die  gezwungene  Bahn  wie  in  Fig.  49  nach  derselben  Seite 

und  stärker  gekrümmt  ist  wie  die  freie  Bahn, 
^,  _^  während  sie  bei  schwächerer  oder  entgegen- 
gesetzter Krümmung  auch  eine  entgegengesetzte 
Richtung  und  ein  entsprechendes  Vorzeichen  an- 
nimmt. Besonders  klar  erscheint  diese  Regel, 
wenn  wir  statt  der  Normalbeschleunigung 
—  j?  sin  V  mit  Hilfe  von  Gl.  (12)  in   §  9    den 

Krümmungsradius  po'  der   freien   Bahn    einführen,    wodurch    (3) 

übergeht  in 

und  kein  Zweifel  mehr  über  die  Vorzeichen  übrig  bleibt.  Wenn 
wir  auch  die  grolse  Wichtigkeit  der  Zwangsbeschleunigung,  ins- 
besondere für  technische  Probleme,  erst  später  eingehend  kennen 
lernen  werden,  so  wollen  wir  sie  doch  in  den  uns  schon  ver- 
trauten Fällen  der  schiefen  Ebene  und  des  Pendels  hier  be- 
rechnen. 

Ist  ein  Punkt  gezwungen,  sich  unter  dem  Einflüsse  der 
Erdbeschleunigung  g,  für  welche  x  =  —  90 o  ist,  auf  einer  .Ge- 
raden mit  dem  konstanten 
Neigungswinkel  (jp  gegen  den  Hori- 
zont zu  bewegen,  so  ist  zunächst  für 
diese  Gerade  (>  =  <»,  und  es  bleibt  als 
Zwangsbeschleunigung  nach  (3) 

g'  =  ^  sin  r  =  —  g  cos  ^         (4) 

welche,    wie    sich    aus    der  in  Fig.  50 

punktiert  eingezeichneten  freien  Bahn, 

der  Wurfparabel,  ergibt,  senkrecht  auf 

der  Zwangsbahn  nach  oben  gerichtet  ist   und  zwar  gleichgültig, 

ob  der  Punkt  auf  der  Geraden  emporsteigt  oder  herabfällt. 

Zu  einem  ganz  ähnlichen  Resultate  gelangt  man  für  die 
Bewegung  des  Pendels  im  unteren  Teile  des  Kreises,  für 
den  der  Krümmungsradius  (>  =  ?  konstant  ist.  Wir  erhalten 
aus  (3)  die  Zwangsbeschleunigung 


Fig.  50. 


V- 


q  =  —  g  COS  (f Y 


(5) 


§  16.    Allgemeine  Theorie  der  gezwungenen  Bewegung.        97 


also  absolut  grölser  als  die  Radialkomponente  der  Erdbeschleuni- 
gung, da  die  derselben  entsprechende  Wurfparabel  stets  die  ent- 
gegengesetzte Ejrümmung  besitzt  wie  die  Kreisbahn  des  Punktes. 
In  den  ümkehrpunkten  ist 
t;  =  0,  so  dafs  dort  dieselbe 
Zwangsbeschleunigung  wie  auf 
der  schiefen  Ebene  herrscht. 

In  d^  oberen  Hälfte  der 
Bahn  dagegen  haben  wir 
ebenso  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden wie  schon  früher, 
nämlich  den  der  vollständigen 
Rotation  von  dem  der  Schwin- 
gung. Im  letzteren  Falle  ver- 
läuft die  Wurfparabel,  welche 
im  fraglichen  Punkte  P'  die 
Kreisbahn  berührt,  innerhalb 
derselben,  so  dals  die  Zwangs- 
beschleunigung nach  aulsen 
gerichtet  ist  Gelangt  der 
Punkt  in  der  oberen  Lage  ge- 
rade zur  Ruhe,  wird  also  v  =  0 

für  (f  =  180®,  so  hebt  die  nach  aulsen  gerichtete  Zwangsbeschleu- 
nigung q=g  gerade  die  Erdbeschleunigung  auf. 

Verschwindet  die  Geschwindigkeit  dagegen  nicht  in  der 
oberen  Lage,  so  kann,  wenn  die  sich  dort  an  die  Kreisbahn 
anschlielsende  Wurfparabel  ganz  aulserhalb  liegt,  die  Zwangs- 
beschleunigung sehr  wohl  wieder  nach  innen  gerichtet  sein.  Die 
Bedingung  hierfür  ergibt  sich  sofort  aus  (4)  mit  9  =  180  0  zu 

v2  :>  gl, 

und   dann   ist  auch,    da   stets   cos    (jp   «<  1  bleibt,   q  während 

der  ganzen  Rotation  nach  innen  gerichtet.    Der  Richtungswechsel 

findet  somit  nur  dann   statt,    wenn   q  für  irgend  eine  Lage  cpo 

verschwindet,  die  sich  sofort  aus  (5)  zu 

i;2 
—  cosqPo  =  ^ (4a) 

berechnet.     An    diesen   Punkten   stellt   der   Bahnkreis    zugleich 
den  Krümmungskreis  der  Wurfparabel  dar. 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  • 


Fig.  51. 
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Ist  nun  der  Neigungswinkel  (f  der  Zwangsbahn  gegen  die 
XAchse,  und  ihr  Krümmungsradius  nicht  unmittelbar  gegeben, 
liegt  vielmehr  die  Bahngleichung  nur  implicite  in  der  Form 

fi^.y)  =0 (5) 

vor,  so  ergibt  sich  doch  sofort   mit  der  ohne  weiteres  verständ- 
lichen Abküi-zung  l 

by  1  bf 

cos  (f    —  —      -  -    5.  _    -  .        =  -L 

bx  1  bf  ,^. 

(bf\-       ^  ox 

[^yj 

und  man  schreibt  alsdann  unter  Einführung  der  Beschleunigungs- 
komponenten px  und  py 

^x  ,    q  bf 


m^ 


.    «0/  I 


(7) 


i<2  —  ^y^x  hy 

Hierzu  tritt  noch  die  durch  zweimalige  Differentiation  von  (5) 
erhaltene  Gleichung 

öa;2  \dtj   "*"  dy2  \dtj   '^  '^  hxby  dt  dt  "•"  dx  dfi 

.    0/  d!^y 
+  ö^^=0      . (8) 

'd  X  dtj 

in  welcher  die  Geschwindigkeitskomponenten  Sy    und    -r^    für 

den  fraglichen  Punkt  als  bekannt  anzusehen  sind.     Alsdann  ge- 
nügen die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  vollständigen  Bestimmung 

d^x  d^y 
der  wahren  Beschleunigungskomponenten  j^,  ^,    sowie    der 

Zwangsbeschleunigung  q,    womit  das  Problem   auf  die  freie  Be- 
wegung zurückgeführt  ist. 

Diese  Formeln  lassen  sich  sofort  auch  auf  drei  Dimensionen 
ausdehnen  und  damit  die  Bewegung  auf  einer  gegebenen  Ober- 
fläche 

f{^yy,^)  =  0 (5a) 
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verfolgen.  Man  erhält,  unter  9,  yj  und  /  die  Richtungswinkel 
der  Normalen  im  betrachteten  Punkte  gegen  die  drei  Achsen 
verstanden, 

10/  ^1    0/  1  b/ 

cos  CP  =  V-  ^^ —  cos  tp  ==-r-  ^-  cos  y  =:  ^  3-— 


und 


+(»¥+( 


(6a) 


dt^  ~-P^  +  X  bx 
^z  .    q  0/ 


.  (7a) 


sowie  durch  zweimalige  Differentiation  von  (5  a)  eine  letzte 
Gleichung,  welche  mit  (7  a)  zusammen  zur  Bestimmung  der 
Komponenten  der  Bahnbeschleunigung  und  der  Zwangsbeschleu- 
nigung ausreicht,  wenn  die  Geschwindigkeitskomponenten  ge- 
geben sind. 

Ist  schlielslich  eine  Raumkurve  vorgelegt,  auf  welcher  der 
beobachtete  Punkt  sich  bewegen  soll,  so  kann  man  sich  dieselbe 
als  Schnitt  zweier  Oberflächen  denken,  deren  jede  eine  Gleichung 
analog  (5  a)  besitzt  und  eine  Zwangsbeschleunigung  ausübt,  deren 
Komponenten  sich  naturgemäls  superponieren.  Man  erhält  als- 
dann zu  jeder  der  Gl.  (7  a)  noch  ein  weiteres  ZusatzgUed  und  zwei 
weitere  Differentialgleichungen  der  Flächen.  Die  weitere  Behand- 
lung wird  natürlich  hierfür  schon  recht  verwickelt,  so  dafa  wir 
von  ihr  um  so  eher  absehen  können,  als  sie  uns  zu  keinerlei 
neuen,  insbesondere  praktisch  wichtigen  Sätzen  führt. 


*  r  * 


Kapitel  III. 

Die  Relativbewegung. 


§  17.    Die  freie  lieiatiYbewegung  ohue  Rotation. 

Aufstellung  der  Gleichungen,  Messung  der  Schiffsgeschwindigkeit,  die 
Aberration  des  Lichtes.    Wahre  und  scheinbare  Planetenbahnen,  Venus- 
durchgang.    Beschleunigung  auf  einem  Fördergestell. 

Schon  bei  der  Erörtei-ung  der  Grundbegriffe  der  Lehre  von 
der  Bewegung  wurde  darauf  hingewiesen,  dafs  wir  es,  streng  ge- 
nommen, auf  der  Erdoberfläche  niemals  mit  absoluten,  sondern 
stets  mit  relativen  Bewegungen  zu  tun  haben.  Wenn  es  auch 
gestattet  ist,  in  vielen  Fällen  nicht  nur  von  der  fortschreitenden 
Bewegung  der  Erde  selbst,  sondern  auch  von  ihrer  Rotation  ab- 
zusehen, so  treten  doch,  sowohl  in  der  Physik,  wie  auch  in  der 
Technik  gelegentlich  Probleme  auf,  welche  die  Berücksichtigung 
dieser  Erscheinungen  verlangen,  ganz  abgesehen  davon,  dals  wir 
auch  in  den  anderen  Fällen  erst  die  Berechtigung  der  erwähnten 
Vernachlässigung  zu  erweisen  haben.  Aber  auch  auf  der  vorläufig 
als  ruhend  gedachten  Erdoberfläche  selbst  treten  uns  oft  genug 
Relativbewegungen  entgegen;  wir  brauchen  hier  nur  an  die  Be- 
wegung der  Insassen  eines  Fahrzeuges  bezw.  diejenige  der  Räder 
eines  solchen  zu  denken,  von  denen  die  erstere  als  freie,  die 
andere  als  gezwungene  Relativbewegung  anzusehen  ist. 
W,9&n*^Ut^*d|e  letztere  technisch  von  gröfserer  Bedeutung  ist,  so 
ehipfieKlt*  es*^  sich  doch,  zunächst  die  freie  Relativbewegung,  bei 
der  die  Verhältnisse  infolge  des  Wegfalles  der  Zwangsbeschleu- 
nigung einfacher  liegen,  ins  Auge  zu  fassen. 
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Dabei  haben  wir  wiederum  zwei  wichtige  Fälle  zu  unter- 
sch^den,  nämlich  die  Relativbewegung  gegen  ein  nur  in 
Parallelverschiebung  begriffenes  Achsensystem  von  derjenigen, 
bei  welcher  dieses  System  gleichzeitig  rotiert.  Die  letztere 
Bewegung  ist,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben,  die  all- 
gemeinere ;  aus  ihr  kann  die  erstere  leicht  durch  Vernachlässigung 
der  Rotation  abgeleitet  werden. 

ß 


Wir  wollen  uns  nun  in  Fig.  52  das  Achsensystem  giiiy  mit 
dem  der  Einfachheit  halber  nur  in  ebener  Bewegung  begriffenen 
Fahrzeuge  fest  verbunden  denken,  sein  Anfangspunkt  beschreibe 
die  Kurve  Ä'B\  deren  Koordinaten  afy'  sich  auf  ein  absolut  festes 
Achsensystem  xOy  beziehen  mögen.  Wenn  dann  ein  Punkt  P 
in  derselben  Ebene  die  auf  dieses  feste  System  bezogene  absolute 
Bahn^"jB"  mit  den  Koordinaten  a?"y"  beschreibt,  so  erscheint 
es  von  dem  bewegten  Anfang  £2  aus  gesehen,  als  wenn  er  auf 
der  scheinbaren  bezw.  relativen  Bahn  aß  mit  den  auf 
das  bewegliche  System  'i^irj  bezogenen  relativen  Koordinaten 
1^7]  fortschreiten  würde.  Ist  (p  der  augenblickliche  Winkel  der 
?- Achse  des  beweglichen,  gegen  die  x-Achse  des  festen  Systems, 
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so  bestehen  zwischen  den  absoluten  Koordinaten  der  Punkte  P 
und  fi,  sowie  den  relativen  von  P  die  einfachen  Beziehungen 

5  =  (a?"  —  oif)  cos  (jp  +  (y"  —  y')  sin  qp  1 

tj  =  (jf"  —  y*)  cos  9  —  (pif'  —  a/)  sin  9  j   *     *     '    ^  ' 

oder  umgekehrt 

a^'  —  x'  =  i  cos  (]p  —  ^  sin  (^  ) 

y"  —  y'  =  rj  cos  (jp  +  §sinqpj       *    '    ' 

Erleidet  das  Achsensystem  ß  nur  eine  Parallelverschiebung, 
so  ändert  sich  der  Winkel  9  nicht  während  der  Bewegung. 
Wir  können  dann  das  bewegliche  System  vdllkürlich  parallel 
dem  festen  wählen,  wodurch  9=0  wird  und  die  Formeln  die 
einfache  Gestalt 

5  =  ^:"  — a/,       7j=:y^'^y' (2) 

annehmen,  aus  denen  man  sofort  für  die  Geschwindigkeit»-  und 
Beschleunigungskomponenten 

dri  _  dy"        dy' 


dt 

dx" 

dt  ~ 

dx' 
dt  ' 

d^'^ 

d^x" 

d'^x" 

dt^ 

dt^ 

dt^  ' 

dt         dt         dt 

^  __  d^  ___  ^ 
dt^  ~~  ~dW       W 


(4) 


erhält.  Bei  der  rotationsfreien  Relativbewegung  sind 
demnach  die  absoluten  Koordinaten,  die  Geschwin- 
digkeits-  und  Beschleunigungskomponenten  des  be- 
wegten Punktes  gleich  der  Summe  der  entsprechen- 
den relativen  Grölsen  und  der  absoluten  Werte  des 
Bezugspunktes  ß.  Wir  können  folglich  diese  Gröfsen  geo- 
metrisch genau  so  zusammensetzen,  wie  wir  es  früher  für  die 
Verschiebungen ,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
kennen  gelernt  haben. 

Um  z.  B.  die  Relativbewegung  eines  absolut  ruhenden 
Punktes  zu  ermitteln,  brauchen  wir  nur  für  denselben  o?"  =  0, 
^'  =  0  zu  setzen  und  haben  alsdann 

....    (2a) 
....     (3a) 

.     .    .     .    (4a) 


(ig             dx' 
dt             dt  ' 

dy  dy' 
dt  "'        dt 

d^^            ^x* 
df^            dt^' 

^y  d^' 
df'             df 

i 
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Der  feste  Punkt  0  befindet  sich  demnach  von 
einem  bewegten  fl  aus  beobachtet,  in  einer  der  ab- 
soluten Bewegung  von  ß  entgegengesetzt  verlaufen- 
den Relativbewegung  mit  entgegengesetzt  gleicher 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung. 

Von  diesem  Satz  macht  man  z.  B.  Gebrauch  bei  der  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeit  eines  Schiffes  auf  hoher  See. 
Die  relative  Geschwindigkeit  eines  ausgeworfenen  Schwimmers, 
des  sog.  Logs,  welches  in  Wirklichkeit  im  ruhenden  Wasser 
nahezu  unbeweglich  bleibt,  wird  hierbei  durch  Beobachtung  der 
Ablaufszeit  einer  durch  Knoten  markierten  Länge  des  mit  dem 
Log  verbundenen  Fadens  von  einer  auf  dem  Schiffe  befindlichen 
Rolle  ermittelt.  Diese  Relativgeschwindigkeit  ist,  wenn  das 
Schiff  während  der  Messung  keine  Drehung  erfährt,  der  wirk, 
liehen  Schiffsgeschwindigkeit  entgegengesetzt  gleich.  Daran 
ändert  sich  auch  nichts,  wenn  das 
Schiff  etwa  durch  den  Wind  aus 
seinem  Kurse  abgetrieben  wird.  In 
diesem  Falle  erreicht  nach  t  Sekunden  „.     ^^ 

Flg.  53. 

der  Faden    die   Länge   s   und  bildet 

mit  der  Schiffsachse  AA   den  Winkel  «,    so    dafs   die   mittlere 

fortschreitende  Geschwindigkeit  des  Schiffes  selbst  während  dieser 

Zeit  durch 

s 
c  =  -r  cos  « (5) 

gegeben  ist,  Fig.  53. 

Eine  andere,  sehr  schöne  Anwendung  der  Lehre  von  der 
rotationslosen  Relativbewegung  ergibt  sich  aus  der  von  dem 
englischen  Astronomen  Bradley  entdeckten  Aberration  des 
Lichtes  der  Fixsterne.  Bradley  beobachtete  nämlich,  dafs  alle 
Fixsterne  im  Verlaufe  eines  Jahres  Ellipsen  beschreiben,  deren 
Längsachsen  sämtHch  von  gleicher  Gröfse  (40,5")  und  parallel 
der  Ekliptik,  d.  h.  der  Ebene  der  EJrdbahn  waren,  während  die 
kleinen  Achsen  vom  Pole  der  Erdbahn  bis  zur  Ekliptik  ab- 
nahmen. Schon  die  übereinstimmende  Richtung  und  scheinbare 
Gröfse  aller  dieser  Längsachsen  liefs  eine  Eigenbewegung  als  aus- 
geschlossen erscheinen,  während  die  durchgehends  mit  der  Um- 
drehungsdauer der  Erde  um  die  Sonne  zusammenfallende  Periode 
darauf  hindeutete,  dafs  man  es  mit  einer  durch  die  Ortsveränderung 
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der  Erde  im  Weltenraume  bedingten  Erscheinung  zu  tun  habe. 
Dieselbe  erklärt  sich  sofort,  wenn  wir  dem  Lichtstrahle  selbst 
eine  bestimmte  Geschwindigkeit  Ci  zuschreiben,  welche  sich  mit 
derjenigen  C2  der  Erde  in  ihrer  Bahn  zu  einer  Resultanten 
zusammensetzt.  Um  dies  durchzuführen,  denken  wir  uns  durch 
den  in  der  Richtung  EF  unendlich  entfernten  Fixstern  an  die 
Erdbahn  in  dem  Punkte  E,  welchen  augenblicklich  die  Erde  selbst 
einnimmt,  eine  Tangentialebene  gelegt  und  dieselbe  als  Bildebene 

gewählt.  Der  in  F  ankommende  Lichtstrahl 
(Fig.  54)  wird  nun  die  Erde,  welche  während 
des  Durchlaufens  der  Strecke  FE  =  q  den  Weg 
EH  =  C2  zurückgelegt  hat,  nicht  mehr  antreffen. 
Wir  müssen  demnach,  um  den  Stern  zu  be- 
obachten, einem  auf  der  Erde  befindlichen 
Fernrohr  die  Richtung  EG  der  Diagonale  des 
Parallelogramms  EFGH  geben,  welche  von 
EF/ /HG  um  den  sog.  Aberrationswinkel  d  ab- 
weicht. Bezeichnen  wir  ferner  die  scheinbare 
Neigung  des  Lichtstrahles  gegen  die  Erdbahn  EH  mit  a,  so 
folgt 

sin  d  --    '^  sin  « (6) 

Für  «  =  90^  wird  der  Winkel  zu  einem  Maximum  und 
zwar,  wenn  wir  die  Erdgeschwindigkeit  mit  etwa  c^  =  31  km  pro 
Sekunde,  die  Lichtgeschwindigkeit  dagegen  mit  c^  =  810000  km 
pro  Sekunde  einführen,  zu  ()  =  20,25".  Da  dieser  Winkel  nun 
auf  der  anderen  Seite  der  Erdbahn,  d.  h.  nach  Verlauf  eines 
halben  Jahres,  wegen  der  entgegengesetzten  Erdgeschwindigkeit 
—  20,25"  beträgt  so  ist  die  grölste  Differenz  in  der  Tat  40,5". 
Die  Aberration  des  Lichtes,  welche  bei  bekannter  Erdgeschwin- 
digkeit uns  einen  Schluls  auf  die  Grölse  der  Lichtgeschwindigkeit 
gestattet,  erscheint  hiernach  als  eine  Folge  der  Relativbewegung 
des  Fixstemhimmels  gegen  die  bewegte  Erdkugel.  Da  deren 
Bahn  nahezu  kreisförmig  ist,  so  sind  ihre  Projektionen  auf 
Ebenen  senkrecht  zu  den  Verbindungslinien  des  Kreismittel- 
punktes mit  beliebigen  Fixsternen  stets  Ellipsen  mit  nahezu 
gleichen  grofsen  Achsen,  womit  auch  die  Übereinstimmung  der 
grofsen  Achsen  der  scheinbaren  Fixsternbahnen  erklärt  ist. 
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Mitunter  empfiehlt  sich  auch  die  Einführung  von  Polai*- 
koordinaten,  z.  B.  bei  der  Behandlung  der  Relativbewegung 
zweier  Körper  Pi  und  Po 
gegeneinander ,  welche 
beide  Zentralbewegun- 
gen um  ein  gemeinsames 
Zentrum  0  vollführen. 
Auf  diese  Weise  gelangen 
wir  z.  B.  zur  Übersicht 
des  Zusammenhangs  der 
wahren  und  schein- 
baren Planetenbah- 
nen. Nehmen  wir  in 
Fig.  55  der  Einfachheit 
halber  dieselben  als  kreis- 
förmig mit  den  Radien 
Ol  und  02  in  derselben 
Ebene  liegend  an  und 
setzen  dementsprechend 

auch  ihre  absoluten  Winkelgeschwindigkeiten  «i  und  «2  konstant, 
so  erhalten  wir,  unter  ß  den  Winkel  des  einen  Radius- Vektor  bei 
der  NulUage  des  anderen  verstanden,  für  die  absoluten  Koordinaten 

x'  —  ai  cos  «1  < ,  y'  =  %  sin  «1  <      ....     (7) 

x'*  =  02  coQ  {u^t  +  ß) ,      t/"  =  02  sin  («2 < -j- /^)     .     .     (8) 

und  damit  für  die  relativen  Koordinaten 

^*  ^  02  cos  («2  <  +  /^  —  Ol  cos  «1 1    1 

?y  =  02  sin  («2 '  +  Ä  —  Ol  sin  «1  <    j       *     *     *     ^  ^ 
Der  relative  Radius -Vektor  q   bestimmt   sich    demnach    aus 

^2  =  a^2  _^  a^i  _  2  «1  oo  cos  ((«2  —  «i)  ^  +  /^)      •     •     (10) 


Fig.  55. 


Man  erkennt,  dals  er  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  ist 
und  die  Periode 

h  = (11) 

«1  —  «2 

besitzt.  Es  ist  dies  auch  die  Zeit,  welche  von  einem  Minimum 
(^  =  02  —  Ol)  bis  zum  folgenden  verläuft.  Die  diesem  Minimum 
entsprechenden  Stellungen    eines  Planeten    bezeichnet    man    als 
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Opposition,  wenn  der  innere  Kreis  die  Erdbahn  bedeutet,  im 
anderen  Falle  dagegen  als  untere  Konjunktion,  während  die 
dem  Maximum  (>  =  «^  -|-  «2  entsprechende  Stellung  die  obere 
Konjunktion  heilst.  Die  Beobachtung  von  der  bewegten 
Erde  gibt  uns  nur  lediglich  Werte  des  relativen  Drehwinkels  des 
Planeten  gegen  eine  durch  Fixsternbeobachtungen  festgelegte 
Richtung  Pi§  an.     Dieser  Winkel  ergibt  sich  aus  der  Fig.  55  zu 

tg  V  =  ^  =  ^-'-^^-Ü?---^  "^     .     .     (12) 

°  ^  g  02  cos  («2<  -f-  ß)  —  %  COS  a^t  ^ 

Aus  dieser  Formel  kann  man  mit  Hilfe  des  dritten  Keppler- 
schen  Gesetzes  die  Radien  a-i  und  a2  eliminieren.     Dasselbe  führt, 

wenn   U  =  — ,  to  =  —  die  beiden  Umlaufszeiten  bedeuten,  auf 

^  «1  «2 

2  2 

Ol  _  IhY        /?_2\'~ 

«2        \hl       \«i/  ' 

wodurch  (12)  in  eine  lediglich  die  absoluten  Winkelgeschwindig- 
keiten «1  und  «2,  sowie  die  PhasB  ß  enthaltende  Gleichung 

«1^  cos  («2  ^  +  /Ö?)  —  «2^  COS  ttit 

Übergeht,  welche  man  zur  Bestimmung  von  «i,  «2  und  ß  aus 
wenigstens  drei  Beobachtungen  von  yj  benutzen  kann.  Die 
Rechnung  selbst  ist  angesichts  der  unbequemen  Form  (12a)  schon 
recht  verwickelt.  Über  die  Änderung  des  scheinbaren  Dreh- 
winkels 1//    gibt   nun  die   scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  -— ^ 

dt 

am  besten  Auskunft,  für  die  wir  aus  (12) 

1      ^_l/^^_     ^\ 
cos2t//  dt        §2  \^dt       "^  dt] 

bezw.  nach  Elimination  von  tp  und  Einführung  von  §2  _j_  ^2  =  ^2 

mit  (12) 

^d\p        „dtj  d'S 

erhalten.  Führen  wir  die  rechts  angedeuteten  Differentiationen 
und  Multiplikationen  mit  (9)  aus,  so  folgt 

p2  -^  =  ai2ai  -[-  «2^02  —  öi«2  («1  +  «2)  cos  ([02  —  «1]  ^  +  ß)    (i:-ia) 
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Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  die  doppelte  Flächen- 
geschwindigkeit des  relativen  Radius- Vektors ,  welche  somit  als 
periodische  Funktion  der  Zeit  erkennen  labt,  dals  die  Relativ- 
bewegung  hier  nicht  als  Zentralbewegung  aufgefafst 
werden  kann.  Die  relative  Flächen-,  bezw.  Winkelgeschwindigkeit 
kann  in  diesem  Falle  sogar  zeitweilig  verschwinden  und  danach 
das  Vorzeichen  ändern.  Es  geschieht  dies  für  alle  Zeitpunkte, 
welche  die  aus  (13)  hervorgehende  und  durch  Elimination  der 
Radien  «i  und  «2  durch  das  dritte  Kepplersche  Gesetz  ver- 
einfachte Bedingung 

cos  [(«2  -«!)<  +  /!/]_  — _-p- _  —  — --^ (14) 

erfüllen.  Nennen  wir  den  hierdurch  bestimmten  Winkel  y,  so 
ergibt  sich  für  den  Eintritt  solcher  Rückkehrpunkte 

<='*-i''- (14a) 

«1  —  «2 

worin  statt  ß  auch  2k7i  -\-  ß  stehen  kann.  Es  gehören  demnach 
immer  je  zwei  solcher  Rückkehrpunkte  zusammen,  zwischen 
denen  die  scheinbare  Bahn  eines  Planeten,  mit  Rücksicht  auf 
die  in  unserer  Rechnung  vernachlässigte  Neigung  der  Bahnebene 
derselben  gegen  die  Erdbahn,  eine  Schleife  enthält,  wie  es  auch 
die  Beobachtungen  ergeben.  Die  Exzentrizität  der  beiden 
Bahnen  modifiziert  das  Ergebnis  noch  ein  wenig,  ohne  indessen 
das  Gesamtbild,  auf  das  es  uns  hier  allein  ankommt,  zu  beein- 
trächtigen. Jedenfalls  erkennt  man,  dals  die  scheinbaren 
Planetenbahnen  sehr  verwickelte  Gebilde  sind,  deren  richtige 
Deutung  so  lange  auf  unüberwindliche  Schwierigkeiten  stofsen 
muXste,  als  man  ihren  Charakter  als  Relativbewegungen  noch 
nicht  erkannt  hatte.  Aber  auch  dann  war  man  im  Grunde 
genommen  auf  Gl.  (12)  beschränkt,  welche,  allerdings  auf  mehrere 
Beobachtungen  angewandt,  aus  der  Phase  ß  das  Abstand  Ver- 
hältnis Ol  :  02»  sowie  die  ümlaufszeit  liefert,  und  so  auf  empi- 
rischem Wege  zum  dritten  Kepplerschen  Gesetze  führt.  Für  die 
Messung  der  absoluten  Entfernungen  %  und  «2  war  damit  in- 
dessen noch  nichts  gewonnen,  da  diese  nur  mit  Hilfe  einer  be- 
kannten Länge  trigonometrisch  durchführbar  ist.  Man  bedient 
sich  z.  B.  zur  Bestimmung  der  Entfernung  der  Sonne  von  der 
Erde    der   sog.  Venusdurchgänge,    d.  h.    solcher    unterer    Kon- 
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junktionen  des  Planeten  Venus,  welche  in  unmittelbarer  Nach- 
barschaft der  Schnittgeraden  der  Venus-  und  Erdbahn  (der 
Knotenlinie  der  Venusbahn)  so  stattfinden,  daXs  die  Venus  V 
als  kleine  schwarze  Scheibe  auf  der  Sonnenscheibe  sichtbar 
wird.  Beobachtet  man  dann  von  zwei  möglichst  weit  von- 
einander auf  der  Erde  liegenden  Punkten  Ä  und  B  aus  diesen 


I 


Fig.  66. 


Schatten,  so  wird  man,  wie  aus  Fig.  56  hervorgeht,  ihn  an  zwei 
Stellen  S'  S"  erblicken,  deren  scheinbaren  Abstand,  d.  h.  den 
sehr  kleinen  Winkel  ö  man  messen  kann.  Damit  aber  ergibt 
sich  sofort  ein  Dreieck  ABY^  z.  B.  für  eine  symmetrische  Lage 
von  A  und  B  um  die  Verbindungslinie  ^ 7Ä  imiAB  =  e  ange- 
nähert 


Fig.  57. 


052  —  ^1  ^^^ 


e  e 


(15) 


2tg2 


wobei  die  Entfernungen  der  Geraden  AB 
vom  Erdmittelpunkte,  bezw.  S'  S"  vom  Son- 
nenzentrum gegenüber  den  absoluten  Werten 
der  Entfernungen  Ui  und  «2  bedeutungslos 
sind.  Da  man  nun  e  durch  geodätische 
Messungen  und  das  Verhältnis  ai  :  02  aus 
Formel  (12)  kennt,  so  steht  der  Berechnung 
von  Ol  und  02  nichts  mehr  im  Wege. 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  der 
relativen  und  absoluten  Beschleunigung  zu 
studieren,  wollen  wir  uns  einmal  in  das 
Fördergestell  (Fig.  57)  eines  Bergwerks- 
schachtes versetzt  denken.  Dasselbe  habe 
von  der  Schachtsohle  den  momentanen  Abstand  a/,  die  augen- 
blickliche, aufwärts  gerichtete  Geschwindigkeit  betrage  v\     Dann 


§  17.     Die  freie  Relativbewegung  ohoe  Rotation.  109 

unterliegt  ein  im  Gestell  von  der  relativen  Höhe  §  =  a;"  —  x* 
herabfallender  Körper  der  absoluten  Erdbeschleunigung 

so  dafs  wir  für  die  Relativbeschleunigung 

<i2g  _  d'^:xf 

d¥~  '^^  ~  d^ 

erhalten.  Wir  können  demnach  aus  der  Beobachtung  der  rela- 
tiven Beschleunigung  auf  die  absolute  des  Fördergestelles 
schüefsen.  Finden  wir  z.  B.  durch  einen  Fallversuch  auf  dem 
Gestell  die  relative  Beschleunigung  in  Übereinstimmung  mit  der 
Erdbeschleunigung,  so  wird 

d'^x   _ 

IW  ~^' 

d.  h.  das  Gestell  bewegte  sich  zur  Zeit  dieser  Beobachtung  gerade 
gleichförmig.  Wird  das  Gestell  z.  B.  in  der  tiefsten  Lage  ange- 
hoben, nachdem  es  vorher  in  Ruhe  war,  so  wird  ihm  eine  ab- 
solute Beschleunigung 

d'^x* 

erteilt.    Infolgedessen  ergibt  sich  eine  Relativbeschleunigung 

d^  § 

—  =  -07+^), 

also  absolut  gröfser  als  die  Erdbeschleunigung.  Der  auf  dem 
nach  oben  beschleunigten  Gestell  fallende  Körper  wird  daher 
rascher  den  Boden  desselben  erreichen  als  bei  gleichförmiger 
Bewegung  des  Gestelles.  Umgekehrt  wird  bei  verzögerter  Bewe- 
gung etwa  gegen  Ende  des  Hubes  nach  der  obersten  Lage  eine 

Verzögerung  von 

d^x' 

die  Relativbeschleunigung 

d'^'E, 

sich  absolut  kleiner  als  die  Erdbeschleunigung  herausstellen. 
Bei  der  Abwärtsbewegung,  welche  aber  mit  einer  nach  unten 
zu  gerichteten  Beschleunigung  beginnt  und  mit  einer  Verzögerung 
endet,  liegen  die  Verhältnisse  gerade  umgekehrt. 
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§  18.    Die  freie  Relatirbewegung  mit  Rotation. 

Zasammensetzung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  Auf- 
treten der  Coriolisschen  Beschleunigung.   Bewegung  auf  der  rotierenden 
Erdoberfläche,  relative  Erdbeschleunigung   und  Lotabweichung.     Glei- 
chungen für  die  Wurfbewegung,   Rechtsabweichung  der  Bahn. 

Erheblich  verwickelter  gestaltet  sich  die  Zusammensetzung 
der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  wenn  das  beweg- 
liche System  Si2H  rotiei-t, 
d.  h.  wenn  in  den  Formeln 
(1)  bezw.  (la)  des  vorigen 
Paragraphen  der  Winkel  <jp 
mit  der  Zeit  sich  ändert. 
Wir  wollen  hier  zunächst 
den  Fall  ins  Auge  fassen, 
in  dem  ß  mit  0  zusammen- 
fällt, so  dafs  also  das 
rotierende  System 
keine  fortschreitende 
Bewegung  vollzieht.  Als- 
dann verschwinden  in  den  Gleichungen  (1)  bezw.  (la)  des  §  17 
die  Koordinaten  af  und  y'  von  ß,  und  wir  können  einfacher 
mit  a;"  =  o?,  y"  =  y  setzen: 

g  :=  a;  cos  q)  -\-y  sin  (p  ^      ^  =  V  cos  cf'  —  ä;  sin  <jp      .     (1) 
bezw. 

X  =  '^  cos  q>  —  f]  sin  q)  y      ^  =  ^  cos  cp  -\-'^Bni(p      .  (la) 

Durch  Differentiation  dieser  Formeln  nach  der  Zeit  erhalten 
wir  femer  unter  Einführung  der  Winkelgeschwindigkeit  -jj  =  (o 

für  den    Zusammenhang   zwischen   den   Komponenten   der 
relativen  Geschwindigkeit 

dl^  dfj 


Fig.  58 


n. 


==  V, 


dt  ~  ^^'  dt 

und  denen  der  absoluten  Geschwindigkeit 


(2) 


dx 
~di 


=  V. 


Xi 


dy 
dt 


=  V- 


y 


die  Beziehungen 


VI  —  r^o)  =  Vx  cos  ff  -\-  Vy  sin  qp   1 

(p  —  VxBin  (f   }   ' 


V,j  -\-  '^  (0  =  Vy  cos 


(2a) 


(3) 


I    .     .    .    (3b) 
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Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  nichts  anderes 
als  die  in  den  Richtungen  'i  und  i]  genommenen  wahren  Ge- 
schwindigkeitskomponenten. Löst  man  dagegen  die 
Formeln  nach  den  Komponenten  Vx  und  Vy  der  absoluten  Ge- 
schwindigkeit auf,  so  erhält  man 

Vx  =  {v^  —  rj  (o)  COS  (p  —  (v,j  -\-  S  w)  sin  (f   \ 
^2/  =  (Vn  +  S^'O  cos  (p  -\-  {v^  —  ri  (o)  sin  (jp  J      '    '  ^    ^ 
oder  auch  wegen  (la) 

Vx  -^  y(o  =  v^  cos  (p  —  Vrj  sin  (jp 
Vy  —  X  ff)  =  Vrj  cos  (jp  +  v^  sin  (jp 

Hier  stehen  auf  der  rechten  Seite  im  Gegensatze  zu  den 
ganz  analog  gebauten  Gleichungen  (3)  die  in  den  Richtungen 
X  und  y  genommenen  Komponenten  der  relativen  Geschwin- 
digkeit, während  auf  der  linken  Seite  zur  absoluten  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  P  noch  die  Komponenten  der  absoluten 
Drehgeschwindigkeit  hinzutreten.  Daraus  geht  aber  hervor,  dafs 
die  absolute  Geschwindigkeit  eines  Punktes  P  nach 
den  bekannten  Regeln  die  Resultante  der  relativen 
und  der  Drehgeschwindigkeit  ist.  Die  Drehgeschwindig- 
keit bezieht  sich  hierbei  auf  denjenigen  Punkt  des  rotierenden 
Systems,  mit  dem  der  in  demselben  bewegte  Punkt  P  momentan 
zusammenfällt;  sie  steht  darum  auch  senkrecht  zum  Radius- 
Vektor  OP  =  Q  und  hat  den  Wert 


Besitzt  das  rotierende  System  aulserdem  noch  eine  fort- 
schreitende Bewegung,  so  haben  wir,  unter  a:"  y"  bezw. 
x'  y'  die  absoluten  Koordinaten  des  Punktes  P  sowie  des  Ro- 
tationszentrums ß  verstanden,  nach  Gl.  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen in  unseren  Formeln 


x^x  —X,     y  =  y   —  y 


und  dementsprechend 

Vx   =   Vj'  —  Vx     ,  Vy   =  Vy'   —  Vy 

ZU  setzen.    Dadurch  ergibt  sich  für  diesen  allgemeinen  Fall  an 
Stelle  von  (3a) 

Vx   —  Vx  =  (v-  —  ?/ 0))  cos  (jp  —  (v,,  +  gco)  sin  (jp  1 

Vy'  Vy    :=  (Vf]  -\-'^  Co)  COS  ^  +  (V^  fj  m)    Siu  (jP    J       '        ^    ^ 
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so  daÜB  sich  die  absolute  Geschwindigkeit  r"  des  Punktes  P  zu- 
sammensetzt aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  v'  des  Rotations- 
zentrums £2,  der  relativen  Geschwindigkeit  v  in  bewegtem  System 
und  der  Dreh gesch  windigkeit  q  co  des  mit  P  momentan  zusam- 
menfallenden Punktes  dieses  Systems.  Man  hat  also  nur,  wie 
es  in  Fig.  59    geschehen  ist,    alle   diese  Einzelgeschwindigkeiten 

nach  P  zu  verlegen  und  dort  nach  der  Parallelo- 
gramm- bezw.  Polygonregel  zusammenzusetzen, 
wobei  es  durchaus  nicht  notwendig  ist,  sie  vor- 
►ir-  her  in  ihre  Komponenten  zu  zerlegen.  In  der 
Figur  bildet  alsdann  ß  i/  die  Tangente  in  i2 
an  die  Bahn  des  Rotationszentrums,  Pv  die 
Tangente  in  P  an  die  relative  oder  scheinbare 
Bahn  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  rotierende 
System  und  schlief slich  Pv"  die  Tangente  an 
die  absolute  oder  wahre  Bahn  des  Punktes  P. 
Es  liegt  nun  nahe,  in  genau  derselben 
Weise  mit  den  Beschleunigungen  zu 
verfahren.  Wenn  wir  uns  dagegen  des  Auf- 
tretens der  zur  momentanen  Bewegungsrichtung  senkrechten 
Zusatzbeschleunigung  erinnern,  deren  Komponenten  bei  der  Ein- 
führung von  Polarkoordinaten  in  §  11  Gl.  (7)  Bestandteile  der 
Radial-  und  Drehbeschleunigung  bildeten,  so  erscheint  es  zweck- 
mäisiger,  diese  Frage  durch  weitere  Differentiation  der  Formeln 
für  die  Geschwindigkeitskomponenten  zu  beantworten.  Wir 
sehen  auch  hier  zunächst  von  der  Eigenbewegung  des  Rotations- 
zentrums ab  und  erhalten  so  aus  Gl.  (3) 


Fig.  59. 


dl 


d{'t](ff) 
'~df 


dvu-  ,   di%j  .         ,       ,  •      n1 

-jj  cos  q>  -j-  -j .  sin  </>  -\-  (o  {vy  cos  (jp  —  Vj;  sm y )  I 


dvn    ,   d%(o) 


dt 


dt 


dVn 

-dt  "««  f 


dVx      .  .  I  .  N 

-jT  sm  (jp  —  (0  {vx  cos  (f-i-Vy  sin  (f) 


I 


(6) 


Hierin  bedeuten  die  Summen  der  beiden  ersten  Glieder  der 
rechten  Seiten 

^d  vÄ 


dvz  ,    dvy    . 

dt  """^ ''  +  -dt  ^'"^ ''' 


d  v„ 

di  ^«'  'r 


dvjc    . 
dt   '^"  'f  = 


dt 

dvj^ 
Cdi 


(7) 
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die  in  die  momentane  g-  und  T^-Richtung  fallenden  Kom- 
ponenten der  absoluten  Beschleunigung,  welche,  wie 
hier  angedeutet,  durch  Klammem  von  den  relativen  Beschleuni- 
gungen in  denselben  Richtungen  unterschieden  sein  mögen.  Die 
im  letzten  Gliede  stehenden  Klammerausdrücke  der  rechten  Seite 
von  (6)  haben  wir  schon  oben  als  die  5-  und  ^/-Komponenten  der 
wahren  Geschwindigkeit  kennen  gelernt;  wir  wollen  sie  hier  der 
Kürze  halber 

Vy  COS  (f  —VxBlTKp  =  (Vrj)   \ 

,  .  /     X    1 ^^) 

Vx  COS  (f  -\-  Vy  sm  (f  =  (v|)  I 
setzen.     Dann  aber  können  wir  statt  (6)  einfacher  schreiben 


~di~  lu   ^U^)  +  ^^'(^'') 

>      ...     (6a) 


dVrj     ,     d  (?0i) 

~di 


Die  wahre  Beschleunigung  setzt  sich  demnach  nicht 
nur  aus  der  relativen  und  der  Drehbeschleunigung, 
welche  beide  auf  den  linken  Seiten  dieser  Formeln  vereinigt 
sind,  zusammen,  sondern  enthält  noch  eine  auf 
der  wahren  Geschwindigkeit  senkrechte  Kompo- 
nente Mv^  welche  wir  die  Zusatzbeschleunigung  der 
Relativbewegung  nennen  wollen.  Dieselbe  wurde  von  dem 
Franzosen  Coriolis  1832  entdeckt  und  ist  in  der  Tat  voll- 
ständig mit  der  schon  bei  der  Zerlegung  einer  beliebigen  Be- 
schleunigung nach  Polarkoordinaten  in  §  11  gefundenen  identisch. 
Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  in  unseren  Formeln  'S,  =  r, 

dr 

v^  =   ^j  7]  =  0.  Vfj  =  0  setzt,  wodurch  unsere  Gleichungen  (6) 

in  die  Reduktionsformeln  (6)  in  §  11  für  Polarkoordinaten  über- 
gehen. Wir  können  demnach  die  in  Polarkoordinaten  gegebene 
Bewegung  eines  Punktes  als  die  Relativbewegung  auf  dem  rotie- 
renden Radius- Vektor  ansehen. 

Zur  weiteren  Verwendung  der  vorstehenden  Resultate  führen 
wir  zweckmäfsig  an  Stelle  der  durch  (8)  definierten  Komponenten 
der  wahren  Geschwindigkeit  deren  Werte  aus  (3)  ein  und  erhalten 

unter  Zerlegung  von    --'       und      , .     die  Formeln 
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dt 


d(o 
dt 


'S  (0^ 


2  (0  V, 


ldvc\ 
[dtj- 

^dvA        dvrj  d(o 

dtJ^-dJ  +  ^dl'^'^'''-^^''''^ 


(6b) 


welche  sich  bei  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  w  des  rotieren- 
den  Systems    noch  durch  Wegfall  der  Glieder  rj  —-  und  g  -j- 

dt  dt 

vereinfachen. 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  auch  auf  den  allge- 
meineren Fall  mit  bewegtem  Rotationszentrum  ß  ausdehnen. 
Wir  haben  alsdann  nur,  wie  schon  für  die  Ableitung  der  GL  (5) 
überall 

Vx   =   Vj'   Vj     und    Vy   =   Vy'    Vy 

entsprechend  der  Gl.  (1)  des  vorigen  Paragraphen  einzuführen, 
um  die  hierfür  gültigen  Gleichungen  zu  erhalten,  welche  indessen 
zu  weiteren  Bemerkungen  keinen  Anlals  bieten. 

Als  praktisch  wichtiges  Beispiel  für  den  Einflufs  der  Rotation 
auf  die  Relativ bewegung  betrachten  wir  die  Bewegung  eines 
Punktes   an    der    Oberfläche    der    rotierenden    Erde. 

Wir  denken  uns  in 
Fig.  60  durch  den 
Oberflächenpunkt  ß, 
von  dem  aus  wir  diese 
Relativbewegung  be- 
obachten, eine  Ebene 
senkrecht  zur  Erd- 
achse OZ  und  in 
derselben  zwei  Ach- 
sen OXund  OY  fest- 
gelegt. Die  Koordi- 
naten in  diesem  Sy- 
stem bezeichnen  wir 
mit  X,  1/,  z.  Mit  der  rotierenden  Erde  fest  verbunden  sei  alsdann 
ein  zweites  System,  dessen  2:-Achse  mit  der  Erdachse  zusammen- 
fällt, während  das  g^  Achsenkreuz  in  der  zu  OZ  senkrechten 
Ebene  durch  ß  rotiert,  wobei  im  gegebenen  Augenblick  die  als 
§-Achse  gewählte  Linie  Oß  mit  OX  den  Winkel  qp  bildet.  Da 
der   Abstand  r   des    Punktes  ß   von   der   Erdachse   sich   nicht 


Fig.  60. 
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ändert,  so  können  wir  in  diesem  System  die  g-Koordinate  statt 
vom  Rotationszentrum  0  auch  von  ii  aus  nach  auJDsen  rechnen 
und  haben  dann,  unter  t]  und  C  die  beiden  anderen  Koordinaten 
irgend  eines  relativ  zur  Erde  bewegten  Punktes  verstanden 

r  -\-'i  :=  X  cos  (p  -\-  y  sin  qp 
/^  =  y  cos  (p  —  X  sin  (p 

Daraus  geht  aber  hervor,  daXs  wir  die  allgemeine  Bewegung 
eines  Punktes  in  eine  zur  Erdachse  OZ  und  eine  zweite  zur 
Ebene  OXY  parallele  Komponente  zerlegen  dürfen,  von  denen 
die  erstere,  da 

dt  ~  dt'        dt^  ^  d~^  ] ^^' 

ist,  von  der  Rotation  gänzlich  unbeeinflulst  bleibt.  Wir  können 
uns  demnach  mit  der  Untersuchung  der  anderen  Komponente 
begnügen,  auf  welche  unsere  Gleichung  (6b)  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  wenn  wir  §  +  r  statt  5  einsetzen.  Da  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erdrotation  erfahrungsgemäls  konstant  ist, 
so  fallen  in  diesen  Gleichungen  die  mit  der  Winkelbeschleuni- 
gung behafteten  GUeder  weg,  und  wir  haben  statt  (6  b) 


dt 


f  -  (r  +  $)  ui^  -  2uw^ 


dtl^-   ^-     •     ^"'      +'""^ 


.(10) 


wozu  noch  mit  Rücksicht  auf  (9) 

^dvA        dv.. 

.;)  =  .;  ^««^^ 

tritt.  Auf  der  Hnken  Seite  dieser  Formeln  stehen  nun  die  Kom- 
ponenten der  wahren  Erdbeschleunigung,  von  der  wir  aus  astro- 
nomischen Beobachtungen  (siehe  oben  §  12)  wissen,  daXs  sie 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  die  wir  mit  grofser  Annähe- 
rung als  kugelförmig  ansehen  dürfen,  gerichtet  ist.  Daraus  folgt 
aber,  dafs  senkrecht  zu  dieser  Richtung  keine  Komponente 
existiert,  also 

^dv  \ 

8* 
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wird.  Wir  fassen  nun  ausschlielslich  solche  Bewegungen  ins 
Auge,  welche  sich  in  der  Nachbarschaft  von  fl  abspielen, 
deren  Ortsveränderungen  also  verschwindend  klein  sind  gegen 
die  Dimensionen  des  Erdkörpers.    Alsdann  aber  dürfen  wir  die 

Erdbeschleunigung,  welche,  wie 
wir  ja  in  §  12  erkannt  haben, 
mit  der  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte abninmit,  als  kon- 
stant mit  ihrem  Werte  gQ  an  der 
Oberfläche  in  unsere  Formeln 
einführen.  Legen  wir,  wie  es  in 
Fig.  61  geschehen  ist,  durch  den 
Punkt  ß  einen  Meridianschnitt 
und  bezeichnen  die  geographische 
Breite  dieses  Punktes,  von  deren 
Veränderung  bei  der  Bewegung 
wir  ebenfalls  absehen  dürfen,  mit  &,  so  haben  wir  für  die  beiden 
anderen  Komponenten  der  wahren  Beschleunigung 


Fig.  61. 


~dt 


'dv 


=  —  Qo  cos  ^, 


C 


dt 


=  —  ^0  sin  ^• 


Drücken  wir  dann  noch  den  Abstand  des  Punktes  ß  von  der 
Erdachse,  durch  den  Erdradius  a  und  die  geographische  Breite 
aus,  setzen  also  r  =  a  cos  &,  und  vernachläfsigen  gegen  diesen 
Wert  die  relativ  kleinen  Verschiebungen  §  und  t],  so  gehen  die 
Formeln  (10)  und  (9a)  über  in 


dv 


dt 

dv 

1 

dt 


=  —  (go  —  a  0)2)  cos  ^  +  *^  ^  v, 


=  — 2 


(0  v-^ 


dv 


C 


dt 


=  —  gQ  sin  ^ 


(10a) 


Befindet  sich  der  beobachtete  Körper  in  relativer  Ruhe,  so 
verschwinden  hierin  die  relativen  Geschwindigkeitskomponenten 
Vy  und  Vy  und  es  bleiben  als  Komponenten  der  relativen 
Erdbeschleunigung  g 
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't 


-^  =  —  (öTo  —  a  0)2)   C08   & 

dv  dv^ 


n 


=  0 ,  -^  ^  —gQ%m  d- 


(11) 


I       .  (12) 


dt  '  dt 

Daraus  geht  hervor,  dab  die  scheinbare  Erdbeschleunigung  nicht 
mit  der  wahren  Beschleunigung  g^  identisch  ist  und  auch,  ob- 
wohl in  der  Meridianebene  gelegen,  eine  von  der  Linie  OqQ  ab- 
weichende Richtung  .besitzt.  Dieselbe  wird  durch  ein  frei 
herabhängendes  Lot  angegeben,  dessen  Abweichung  von 
Ooß  wir  mit  Ö  bezeichnen  wollen.    Alsdann  haben  wir 

g  cos  (^  -j-  ^)  =  {%  —  *  ^''^)  cos  ^ 
g  sin  (^  +  d)  =  ^0  sin  ^ 
und  daraus 

^2  =  g^2  _  (20^0  —  ato2)  ato2  cos  2^     .     .     .     {13) 

sin  ö  = sin  &  •  cos  ^ (14) 

Da  nun  die  Beschleunigung  g  negativ  nach  unten  zu  gerichtet 
ist,  so  ist  rf,  d.  h.  die  Lotabweichung  von  der  Vertikalen  nach 
dem  Äquator  zu  gerichtet.  Infolge  der  aufserordentlich  geringen 
Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  welche  bei  einer  Umdrehungs- 
dauer von  tQ  =  86  164  Sekunden  nur 

w  =  -^  =  0,000073 
*o 

beträgt,  wird  trotz  des  bedeutenden  Wertes  des  Erdradius  von 

a  =  6370000  m  im  Mittel  mit  g  =  9,81  m  der  Faktor 

acf>2 

=  0,0034, 

9 

so  dafs  sein  Quadrat  gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden 

darf.     Dann  aber  kann  man  statt  (13)  und  (14)  mit  genügender 

Annäherung  schreiben 

a  (f)2 

^  =  ^0  (1 cos  2;^)  =  g^  (1  —  0,0034  cos  2^)  (13a) 

9o 

S  =  sin  ;^  cos  ;^  =  0,0017  sin  2  ^ (14a) 

d.  h.  infolge  der  Erdrotation  nimmt  die  scheinbare 
Erdbeschleunigung  von  den  Polen  nach  dem  Äquator 
zu  ab,  während  ihre  Richtung  nach  dem  Äquator  zu 
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aus  der  Vertikalen  abgelenkt  erscheint.i)  Diese  Ab- 
lenkung verschwindet  sowohl  an  den  Polen   wie  auch  auf  dem 

Äquator;  sie  erreicht  für  sin  &  cos  ^  =  ö»  ^^  ^^  einer  Breite  von 

^  ==  +  450 
ihr  Maximum  im  Betrage  von 

dmax  =  0,0017  000,10. 

um  nun  die  Bewegung  an  der  Erdoberfläche  weiter  zu  verfolgen, 
erscheint  es  zweckmäfsig,  ein  die  natürlich  gegebene  Lotrichtung 
^  "l-  ^  äIs  Achse  enthaltendes  Koordinatensystem  mit  dem  An- 
fangspunkte £2  einzuführen.  Hierzu  gelangen  wir  einfach  durch 
Drehung  des  in  der  vorstehenden  Fig.  61  angedeuteten  Achsen- 
kreuzes §flC  um  den  Winkel 

^  4-  (J  =  ^, 

wobei  die  senkrecht  zur  Meridianebene  (Bildfläche)  stehende 
Linie  durch  ß  zur  //'-Achse  wird.  Die  scheinbare  Vertikale 
wählen  wir  als  §'-Achse,  die  scheinbare  Horizontale  in  der  Nord- 
richtung als  ^'-Achse  und  haben  demnach 

r  =  §  cos  ;^'  +  C  sin  .r    j 

C'  =  C  cos  ;?•'  —  ^  sin  ;!^'    J     .     .     .     .     (15) 


und  daraus 


,7    =  V..  cos  ^'  +  v^  sin  d^ 

dC  _ 
dt    ~ 


v^  cos  ^'  —  r-  sin  »V-' 


d 


J-  =  ^'^ 


(15a) 


*)  Vergleicht  man  die  Formel  (13  a)  mit  der  £rf abrang,  so  ergibt 
diese  einen  nicht  unbeträchtlich  gröfseren  Koeffizienten  von  cos  '1^. 
Dies  rührt  von  der  Abplattung  der  Erde  an  den  Polen  her,  infolge 
deren  die  Erdoberfläche  in  höheren  Breiten  dem  Zentrum  näher,  die 
Erdbeschleunigung  g^  dort  also  gröfser  ist  als  in  der  Nähe  des  Äqua- 
tors. So  einfach  sich  diese  Tatsache  übersehen  läfst,  so  schwierig 
gestaltet  sich  doch  ihre  mathematische  Formulierung,  da  die  Erde 
wenigstens  für  Punkte  an  ihrer  Oberfläche  nicht  ohne  weiteres  so 
aufgefafst  werden  kann,  als  wäre  ihre  Anziehung  nur  nach  dem 
Zentrum  gerichtet.  Näheres  hierüber  gehört  in  die  Lehrbücher  der 
höheren  Geodäsie  bezw.  der  Potentialtheorie. 
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bezw. 


d^' 
df- 

t -»•+*•'-'•  1 

dt^ 

,;■  COS  ^'  —    s/  sin  S^ 
dt                       dt 

(^// 

dVfi 

dr^ 

dt 

.  (15b) 


Führen   wir  nun  zunächst  die  scheinbare  Erdbeschleunigung  g 
durch  Gl.  (12)  in  die  Formeln  (10a)  ein,  so  gehen  diese  über  in 

dv'^ 

=  —  g  cos  ir    -^  ziüVq  \ 

.   (10b) 
=  —  2iov^y  -TT  =  —  ö'  sin  ^' 


dt 

dVrj 


dt    ~        """^'  dt    ~ 

und  ergeben   mit  (15b),   nachdem   noch  die  nicht  in  das  neue 

fi  |i 
System  passende  Gröfse  vg  in  der  Gleichung  für    , ''  durch   (15a) 

eliminiert  wurde 


d!^i'  ,  dl,'  , 

=  —g-\-  2(0 -^r   cos  &' 


dt^ 

^r 

dt^ 
d^7i 
~df^~ 


dt 

dt/     . 
=  —  2(0     '    sin  & 
dt 


',-f 


2(0     '     sin  ^'  —  2(0   j.    cos  ^ 
dt  dt 


(16) 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber  sofort  durch  Integration  unter 
Einführung  der  Komponenten  Cj,  C2,  C3  der  willkürlichen  relativen 
Anfangsgeschwindigkeit  des  beobachteten  Punktes  als  Konstante 


v/ 


Cl 


gt  -\-  2(or{  cos  ^' 


dl 

dt 

--jy  =  C3  —  2  (ü  Tj    Sin  ^ 
dl]' 


(17) 


=  C2  +  2^'>  (C  sin  S^'  —  l'  cos  ^') 

Es  bietet  nun  gar  keine  Schwierigkeit,  nach  Einsetzen  dieser 
Werte  in  (16)  diese  Gleichungen  in  voller  Strenge  zu  integrieren. 
Bei  der  Kleinheit  der  Winkelgeschwindigkeit  (o  ist  indessen  die 
Vernachlässigung  von  w^  ^m  so  eher  gerechtfertigt,  als  die  an 
der  Erdoberfläche  beobachteten  Bewegungen,  von  denen  wir  zu- 
nächst Fall-  und  Wurferscheinungen  im  Auge  haben,   durchweg 
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nur  wenige  Sekunden  andauern.  Wir  haben  somit  nach  Ein- 
führung der  beiden  ersten  Gleichungen  (17)  in  die  letzte  von  (16) 
angenähert 

"Tf^  =  2fo  (c3  sin  d'  —  Ci  cos  &'  -\-  gt  cos  S-') 

und  daraus 

— ^  =  C2  +  2(ot{c^  sin  ^'  —  Ci  cos  d-')  -f-  logf^  cos  ^'. 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  Einführung  des  Ergeb- 
nisses derselben  in  die  beiden  ersten  Formeln  (17)  erhalten  wir 
schlielslich  wieder  unter  Vernachläßsigung  von  aß,  die  Anfangs- 
koordinaten (zur  Zeit  t  ^=0)  willkürlich  gleich  Null  gesetzt, 


g'  =  ci<  —  |<2  _^  f,^c^fi  cos  ^' 
t^'  =  e^t  —  ff) C2  f-  sin  d^' 


(18) 


Für  den  freien  Fall  eines  Körpers  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit folgt  hieraus  somit  q  =  0,  C2  =  0,  Cg  =  0 

r    =  —  1^  ,        C  =  0  ,        ry'    =  ^<3  cos  ^'       .    (18a) 

woraus  eine  Ablenkung  des  fallenden  Körpers  im  Sinne 
der  Erdrotation,  d.  h.  nach  Osten  zu  resultiert,  während 
die  scheinbare  Vertikalbewegung  (S)  nur  insofern  durch  die  Ro- 
tation beeinflufst  wird,  als  die  Beschleunigung  g  den  durch  (13) 
bezw.  (13  a)  gegebenen  Wert  besitzt.  Eliminiert  man  die  Zeit  t 
aus  (18a),  so  folgt  als  Bahn  eine  semikubische  Parabel. 

Die  hier  auf  theoretischem  Wege  ermittelte  Seitenabweichung 
ist  nun  auch  durch  Versuche  mehrfach  konstatiert  worden.  So 
fand  Reich  (1833)  im  Dreibrüderschachte  von  Freiberg  (Sachsen) 
beim  Durchfallen  einer  Höhe  von  5'  =  158,5  m  eine  östliche 
Abweichung  von  28,4  mm.  Aus  unseren  Formeln  (18  a)  würde  mit 
^  =  9,81  m  und  ^'  =  50^53',  also  cos  ;9^' =  0,63  hieraus  eine 
Fallzeit  von  t  =  5,68  Sekunden  und  eine  Seitenabweichung  von 

0,000073  •  9,81 
r;  = -—  '  5,683  .  0,63  cv:)  0,0274  ^  =  27,4  mm 

folgen.  Angesichts  einiger  störender  Nebeneinflüsse  muls  diese 
Übereinstimmung  als  ganz  vorzüglich  angesehen  werden,  womit 
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zugleich  ein  schlagender  Beweis  für  die  Erdrotation  selbst  er- 
bracht ist.  Die  erhaltenen  Resultate  sind  indessen  auch  technisch 
von  Bedeutung  und  zwar  in  erster  Linie  für  die  Ballistik. 
Die  Formeln  (18)  stellen  nämlich  offenbar  eine  Verallgemeinerung 
der  in  §  10  entwickelten  Gleichungen  für  die  Wurfbewegung 
dar,  welche  infolge  der  Erdrotation  nicht  mehr  als  eine  ebene 
Bewegung  aufgefafst  werden  kann. 

Aus  der  ersten  Gl.  (18)  folgt  zunächst  die  Gesamtdauer 
derWurfbewegung  mit  ^  =  0,  entsprechend  dem  Aufschlagen 
auf   den  Erdboden    eines   zur  Zeit  ^  =  0  in  beliebiger  Richtung 

emporgeworfenen  Körpers 

2ci 


t 


0 


g  —  2(0  C2  cos  & 

Dieser  Wert  wird  für  positive  C2,   d.  h.  für  eine  nach  Osten  zu 
gerichtete  Bewegung  grötser,  für  negative  c^j   also  für  westliche 

2ci 


Richtung,  kleiner  als 


Für  rein  nördliche  bezw.  südliche  An- 


fangsrichtung  stimmt  dagegen  wegen    C2  =  0    diese  Dauer    mit 

2ci 

—  überein,    ebenso  wird   hierfür,  wie  aus  der  zweiten  Gl.  (18) 

«7 

hervorgeht,  die  Wurfweite  ^'  =  c^t  genau  wie  bei  der  absoluten 
Bewegung.  Dagegen  verschwindet  auch  hierfür  r/  nicht,  so  dafs 
eine  Seitenabweichung 
bestehen  bleibt.  Dieselbe  fin- 
det in  allen  Fällen  auf  der 
nördlichen  Halbkugel  nach 
der  rechten  Seite,  vom 
Ausgangspunkte  der  Bewegung 
gesehen,  statt,  wie  man  sofort 
erkennt,  wenn  man  in  die 
zweite  Gl.  (18)  aus  der  dritten 
Gleichung  angenähert  C2<  =  7/ 
einsetzt.  Dadurch  erhält  man 
als  Näherungsgleichung  für 
die  Horizontalspur  der  Bahn 

C    =  -  V   — — ^2  gm  ^, 

also  eine  Parabel,  welche  die  Richtung  der  Horizontalgeschwindig- 
keit c'  =  '}lc2^  +  ^3^   ^^  Ausgangspunkte  berührend  rechts  von 
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derselben  abweicht,  so  lange  sin  ^'  positiv  ist  (siehe  Fig.  62). 
Infolgedessen  hat  man  auch  auf  der  südlichen  Halbkugel  um- 
gekehrt eine  Linksabweichung  zu  erwarten. 

An  diese  Erscheinung  schliefst  sich  eine  Reihe  interessanter 
artillenstischer  Probleme,  auf  die  in  den  Schriften  über  Ballistik^) 
näher  eingegangen  wird. 


§  19.    Die  gezwungene  ebene  Relatiybewegung. 

Einführung  der  Zwangsbeschleunigung  in  die  Gleichungen  der  Relativ- 
bewegung Horizontalbewegung  aaf  der  Erdoberfläche.  Bewegung  aaf 
ebenen,  fortschreitenden  and  rotierenden  Kurven.    Schwingungen  eines 

rotierenden  Systems  (Federregulator). 

Ist  der  beobachtete  Punkt  gezwungen,   sich  auf  einer  Bahn 
zu  bewegen,  welche  ihrerseits  fortschreitet  und  rotiert,  so  haben 

wir  nur  analog  §  16  die 
Bahn-  oder  Zwangsbeschleu- 
nigung in  die  Bewegungs- 
gleichungen einzuführen,  wo- 
nach wir  dieselben  ebenso 
weiter  behandeln  können, 
als  wenn  eine  freie  Bewegung 
vorliegen  würde.  Das  Bahn- 
element, welches  der  Punkt 
in  einem  gegebenen  Momente 
gerade  durchläuft,  sei  nun 
um  den  Winkel  r  gegen  die 
X  •  Achse  geneigt ,  alsdann 
haben  wir  mit  Fig.  63,  wenn 
Px  und  py  die  beiden  Komponenten  der  wahren  Beschleunigung 
in  der  Ebene  und  q  die  auf  dem  Bahnelemente  senkrechte 
Zwangsbeschleunigung  bedeutet,  die  auf  das  feste  Achsensystena 
bezogenen  Gleichungen 


Fig.  63. 


d^x 


ff 


d^y" 
dt^ 


=  Px-\-  q  Qiri  T 


=  Py  —  q   cos   T 


(1) 


*)  Siehe  besonders  das  »Kompendium  der  theoretischen   äufseren 
Ballistikc  von  C.  Cranz,  Leipzig  1896. 


dti  -P^-  ^ü^+^ein 
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welche  sich  formell  nicht  von  den  Gl.  (7)  des  §  16,  wo  wir 
es  mit  festen  Bahnen  zu  tun  hatten,  unterscheiden.  Hierzu 
treten,  wenn  das  bewegte  System  nur  Verschiebungen, 
nicht  aber  Rotationen  erleidet,  noch  die  beiden  Gleichungen 

d^x'    _  d^        d^x'  d'^y^   _    d^Tj         d'^y' 

dt^    ~  dt^  +   dt^~ '         di^   ""     df^'  "^   dfi        '    ^^^ 

worin  x'  und  y'  die  veränderlichen  Koordinaten  des  bewegten 
Systems  und  ^  und  iy  diejenigen  der  Bahn  des  Punktes  in  den- 
selben bedeuten.  Durch  Vereinigung  dieser  Formeln  mit  (1) 
ergeben  sich  die  Gleichungen 

d^  d'^x 

}.     .     .     .     (3) 

welche  wir  unter  Einführung  der  relativenBeschleunigungs- 
komponenten 

d^x'  d^y' 

^^=  ^'~~di^  '       P'^^  Py  —  'dW    •    •    •    (^^ 

auch  in  der  Form 

dH  .        .  I 

dt2   =  Pv  —  2  COS  r     j 

schreiben  dürfen.  Hierzu  tritt  noch  die  Gleichung  der  im  be- 
wegten System  festen  Bahn,  welche  darum  die  Koordinaten  i',  tj 
enthält  und  den  Winkel  r  bestimmt. 

Eine  sehr  schöne  Anwendung  dieser  letzten  Formeln  bildet 
die  gezwungene  Horizontalbewegung  auf  der  Erdober- 
fläche. Für  dieselbe  kennen  wir  die  relativen  Beschleunigungs- 
komponenten aus  Gl.  (16)  des  letzten  Paragraphen,  so  dals  wir 
dort  die  scheinbare  Vertikalgeschwindigkeit 

dr 


dt 


=  0 


und  aulserdem 


z=  r. 


dH'  _  dV  _ 

dP  -  ^' '       IW  -  ^'' 
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setzen.    Wir  erhalten  alsdann  aus  diesen  Gleichungen 


Pi  —  —  2  (0 


~dt 


sin;^' 


Fig.  64. 


p^=z  -{-2  (0  ^    sin  ^  .     .     (5) 

als  relative  Beschleunigung 
nach  Norden  (5)bezw.  Osten  (tj). 
Bewegt  sich  nun  z.  B.  ein 
Eisenbahnzug,  für  den  das 
Geleise  die  Zwangsbahn  dar- 
stellt, nach  Fig.  64  in  einer 
Richtung,  welche  um  r  von 
Norden  nach  Osten  zu  ab- 
weicht, mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit, so  verschwinden 
zunächst  die  Beschleunigungs- 

d^'^        ^  d^ri  . 
komponenten  jj^  ^^^  Tß  ^^^ 


Gl.  (la)  und  diese  gehen  nach  Einführung  von  (5)  über  in 

dt^ 
1t 

d'^ 


2(0 


2(0 


dt 


sin  d^'  =  q  sin  r 
sin  ^'  =  ^  cos  T 


(6) 


Daraus  folgt  aber  die  Zwangsbeschleunigung 

2  (0  V  sin  ^'  . 


2(jo  sm 


»•/(i)Ml= 


(7) 


unter  v  die  Bahngeschwindigkeit  verstanden.  Diese  Zwangs- 
beschleunigung verhindert  hier  die  im  letzten  Paragraphen 
ermittelte  Rechtsabweichung  des  auf  der  Nordhalbkugel  frei  be- 
wegten Körpers,  mithin  ist  dieselbe  stets  für  den  in  der  Be- 
wegungsrichtung nach  vorn  schauenden  Beobachter  nach  links 
gerichtet.  Hat  der  Eisenbahnzug  eine  Geschwindigkeit  von 
v  =  20  m  pro  Sekunde,  und  bewegt  er  sich  in  der  Breite  von 
^'  =  510,  wofür  sin  ^  =  0,777  ist,  so  ergibt  sich  mit  (o  =  0,000073 

2  =  2-  0,000073  .  20  •  0,777  =  0,00227  m/sek2 
ein  zwar  sehr  geringer,  immerhin  aber  doch  merkbarer  Wert. 

Handelt  es  sich  um  sehr  rasche,  aber  mit  geringen  Orts- 
veränderungen verbundene  Bewegungen,  wie  sie  sich  in  statio- 
nären Maschinen  abspielen,  so  kann  man  von  dieser  Zusatz- 
beschleunigung, d.  h.  vom   Einflüsse  der  Erdrotation   überhaupt 
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absehen.  Bewegt  sich  z.  B.  der  beobachtete  Körper  auf  einer 
Kurve  in  einer  Vertikalebene,  welche  in  sich  selbst 
verschoben  wird,  so  wirkt  auf  denselben  in  vertikaler  Rich- 
tung die  Erdbeschleunigung  Py  =  —  g,  während  in  horizontaler 
Richtung  bei  Vernachlässigung  der  Erdrotation  keine  wahre 
Beschleunigungskomponente  übrig  bleibt,  also  j?j;  =  0  zu  setzen 
ist.  Die  Bewegung  der  Rinne  selbst  ist  durch  diejenige  des  An- 
fangs fi  des  .mit  ihr  fest  verbundenen  Koordinatensystems  be- 
stimmt, mithin  haben  wir,   wenn  keine  Bewegung  der  Rinne  in 

vertikaler   Richtung  stattfindet,    -j^  =  0.     Die  Beschleunigung 

von  i2  in  horizontaler  Richtung  setzen  wir  -^-^  =  p*  und  haben 

dann  nach  Gl.  (3)  für  die  Bewegung  auf  der  Kurve  selbst 

m  ,    .        . 

JY2  =  —P   +  3  sm  r 

^,  ^ W 

^=  —  ^  —  5  cos  r 

Daraus  folgt  aber  nach  Elimination  von  q 

^  cos  T  +  372  sm  r  =  —  p'  cos  r  —  ^  sm  r 

oder  nach  Einführung  des  Bahnelementes  da  der  Kurve  im  be- 
wegten §  ry-System  durch 

dl  .  dvi 

cos  r  ^  -7-  ,  sin  r  =  -j-^ 

da  '  da 

die  relative  Tangentialbeschleunigung 

d^a  1  ,  d'^    ^       diA 

Ist  c  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  im  Punkte  §0  Vo  d^r 
Kurve,  so  folgt  diejenige  -rj  =  v  in  einem  beliebigen  Punkte 
bei  konstanter  Beschleunigung  p'  aus  (9)  durch  Integration 

''-Y^=-P(:^-'^o)-g(r]-^r}o)      .     .     .     (10) 

Anderseits  erhalten  wir  für  die  Zwangsbeschleunigung  <? 
aus  (8) 

-rj2  sin  T  —  -j^  cos  T  =  —  jj'  sin  T  +  ^  cos  r  -{-  q 
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oder  unter  Einführung  des  Krümmungsradius  ^   der  Bahnkurve 
im  g-^-System 

q  '=  —  —  -{-  p  sinr  —  g  cos  r (11) 

Bewegt   sich    die  Kurve   mit  gleichförmiger  Horizontal- 
geschwindigkeit, so  verschwindet  y  und  wir  haben 

q  =  —  —  —  g  cos  r (IIa) 


Diese  Ergebnisse  sind  von  Bedeutung  für  die  Bewegung  des 
Wassers  in  sog.  Achsialturbinen  mit  vertikaler  Achse,  in 
deren  Laufrad  demnach  die  Relativgeschwindigkeit  des  oben  ein- 
und  unten  austretenden  Wassers  ebenso  zunimmt  wie  beim 
freien  Falle.  Die  Grölse  der  Zwangsbeschleunigung  ist  allerdings 
nur  bei  bekannter  Kurvenform,  durch  die  auch  deren  Krümmungs- 
radius Q  an  jeder  Stelle  gegeben  ist,  nach  (IIa)  zu  ermitteln. 
Der  Umstand,  dafs  hier  eine  Rotation  um  eine  Vertikalachse 
und  nicht  blols  eine  horizontal  fortschreitende  Bewegung  der 
als  Vertikalschnitt  durch  eine  Turbinen-Schaufel  anzusehenden 

Führungskurve  stattfindet,  ist 
übrigens  für  unsere  Lösung  so 
lange  bedeutungslos,  als  wir 
nur  Bewegungen  senkrecht 
zur  Rotationsebene  berück- 
sichtigen. 

Um  die  gezwungene 
Relativbewegung  auf 
einer  rotierenden  ebenen 
Kurve  (Fig.  65)  um  eine  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  stehende 
Achse  zu  studieren,  greifen  wir  auf  die  Gl.  (6b)  des  vorigen 
Paragraphen  zurück  und  fügen  den  wahren  Beschleunigungs- 
komponenten in  der  §-  und  ?y-Richtung  auf  der  Unken  Seite  die 
Komponenten  der  Zwangsbeschleunigung  q  hinzu.  Wir  erhalten 
alsdann  unter  Beibehaltung  der  übrigen  Bezeichnungen 


Fig.  65. 


'dvÄ 

'dVn\ 

-\^qcosT 


d'f  +  ^  dt 


-       _   g^,;2  _   2(0 


d 


dt 

^    .  d'S 

'''•'-  +  •""  dt 


(12) 
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Hierin  bestimmt  sich  der  Neigungswinkel  r  der  Bahntangente 
an  die  Zwangskurve  aus  deren  Gleichung  im  §  1/  -  System. 
Bei  den  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  ist  nun  die  Winkel- 
geschwindigkeit (0  stets  konstant,  so  dals  die  mit  der  Winkel- 
beschleunigung -TT-  behafteten  Glieder  in  (12)  wegfallen.  Ver- 
schwinden dann,  noch,  wie  z.  B.  bei  der  Rotation  um  eine 
Vertikalachse  die  Komponenten  der  wahren  Beschleunigung, 
80  haben  wir  statt  (12) 

(?smr=^^,  -.r.--2.>^^ 

.0  7-     r    •    •     •  ^^2a) 

Ort.  ^     ,  di;      \ 

Diese  Formeln  sind  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  sog. 
Radialturbinen  mit  vertikaler  Achse  von  Bedeutung,  für 
welche  unsere  Leitkurve  den  Horizontalschnitt  durch  die 
Schaufeln  darstellt.  Durch  Elimination  der  Zwangsbeschleuni- 
gung ergibt  sich  aus  (12  a) 

0  =  ^  cos  r  +  jjö  sin  r  —  w^  (^  cos  r  -f  ?/  sm  r) 


Nach  Einführung  des  Bahnelementes  da  und  des  Radius- Vektors 
OP  =  r  durch 


d^  .  d/^ 

cos  T  =    ,    ,  sm  T  =    ,- 

afi  an 


^-2  _^  ^..2  =  y.2  ^       v-^g  _|_  f^^f-  =  rdr 

wird  hieraus  unter  Wegfall  des  letzten  Klammerausdruckes 

d^<^            ^  dr  ,^^, 

_rf.2         =0 (13) 


dt^  da 

oder,  da  -j-.  =  v 

V6?!;  =  lo-rdr 

Durch  Integration  findet  man  hieraus  unter  Einführung  einer 
dem  Radius -Vektor  Tq  entsprechenden  scheinbaren  Anfangs- 
geschwindigkeit Vq 

^-- V--">-(^--^o-) (13a: 


1 
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so  dafs  die  relative  Geschwindigkeit  nur  durch  den  augenblick- 
lichen Abstand  des  Punktes  P  von  der  Drehachse  bestimmt  und 

vom  Sinne  der  Drehrichtung  (da  in 
Gl.  (13)  nur  m^  vorkommt)  sowie 
von  der  besonderen  Gestalt  der  Bahn 
unabhängig  ist.  Dies  gilt  indessen 
nicht  von  der  absoluten  Geschwindig- 
keit v"  von  P,  die  sich  nach  dem 
im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Satze  aus  v  und  tm  nach  der  Polygon- 
regel (siehe  Fig.  66)  zusammensetzt. 
Nennen  wir  ^i  den  Winkel  der 
Bahn  mit  dem  Radius -Vektor  im 
rotierenden  gry-System,  so  ist 


Fig.  66. 


V 


"•-^  ==  t;2  COS  2^«  -|-  (v  sin  l-i  -f-  rff>)2 


oder 

i;"2  =:  |/2  _|_  2rff>t;  sin  ^« -|- r2o>2 ^14^ 

Mit  Rücksicht  auf  (13a)  kann  man  statt   dessen  auch  schreiben 
'y"2  =  i;q2  —  ro2fo2 -|- 2  rff>  (v  sin  |t«  +  rro)    .     .     (14a) 

Schlielslich  kann  man  aus  (12a)  auch  noch  die  Zwangs- 
beschleunigung  durch  Multiplikation  der  ersten  Gleichung 
mit  sin  r,  der  zweiten  mit  cos  t  und  Subtraktion  berechnen  und 
erhält 

q  =^  -T^  sin  r  —  -7^  cos  r  —  ay^  (g  sin  r  —  r^  cos  r) 

-  2 ^'  [dt  '^^  ^  +  7/7  ^^«  ^ 

Führt  man  hierin  wieder  die  oben   schon    benutzten  Werte  von 
sin  T   und   cos  r   ein,   und   berücksichtigt    ferner,    dafs    wegen 

5  =  r  cos  (t  —  f.i)  und  Ti  =  r  sin  (t  —  /.i) 

'^df]  —  tjd'^  =^  rda  sin  (.i 
wird,  so  ergibt  sich 


V 


g  = rufi  mi  f.1  —  2(x)v 


9 


(15) 


Da  hierin  der  von  der  Bahnform  abhängige  Krümmungs- 
radius Q  sowie  der  Winkel  f.i  vorkommt,  so  kann  die  Zwangs- 
beschleunigung nur  bei  gegebener  Bahnform  zahlenmälsig  be- 
rechnet werden. 
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Ist  z.  B.  die  Bahn  in  Fig.  67  eine  Gerade  mit  dem  kürzesten 
Abstand  Tq  vom  Rotationszentrum,  so  entspricht  demselben  die 
relative  Geschwindigkeit  Vq  nach  Gl.  (13  a). 

Rechnen   wir    aufserdem    die 
Zeit  t   und   den   relativen  Weg  a 
von  dieser  Stelle  auö,  so  wird 
r2  =  vq^  -f-  or2,  also  rdr  =  ada      ^^^^         /b/  x 

und    damit   geht    Gl.  (13)    selbst 
über  in 


dfi 


^=z  (jßa 


(16) 


Flg.  67, 


Das  allgemeine  Integral  derselben  ist  aber  (siehe  §  15) 

a  =  aie      +02«  (17) 

worin  die  Konstanten  %  und  02  durch  die  Geschwindigkeit  im 
Ausgangspunkte  sich  bestimmen  lassen.  Wir  erhalten  nämlich 
durch  Differentiation  aus  (17) 

da  ^^  —  <at 

=  Uicoe      —  02  w «  .     .     .     . 


V  ■-= 


dt 


(18) 


folglich  für  die  Zeit  ^  =  0,  also  a  =  0 

01  +  02  =  0 


Ol  —  02  = 


U) 


d.  h.  also 

1    Vq 

Damit  gehen  die  Formeln  (17)  und  (18)  über  in 


2    M 


1    Vq   I      ^^ 

a  =  ^  —  \e       —  e 

1  /CO« 


—  tat 


tat 


) 


(17a) 


(18a) 


Auch  die  Zwangsbeschleunigung  ergibt  sich  leicht   aus  (15) 
mit  ()  =  Qo  und  r  sin  /u  =  Vq  zu 

(wt  —  tat 

e       -\-  e 


)      .     .     .     (19) 


Um  schlielslich  die  absolute  Bahn  des  Punktes  zu  bestimmen, 
setzen  wir  fest,  dals  für  #  =  0,  d.  h.  im  Momente  des  Passierens 
der  Lage  (t  =  0  die  Gerade,   auf  welcher   der  Punkt  läuft,   der 
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XAchse  parallel  sein  möge.  Alsdann  ist  der  momentane  Winkel 
der  Geraden  mit  der  X Achse  (ot  und  wir  haben,  unter  <jp  den 
augenblicklichen  Winkel  des  Radius -Vektors  r  verstanden 

r  cos  f/i  ^  (T  cos  (0 1  -\-  ro  sin  (o  t 

r  sin  (f  =  a  sin  (o  t  —  ro  cos  (o  t 
Daraus  folgt  aber 


=  tq^  -|-  or2  ^  rQ-  + 


^0 


^0^ 


4ff>2 


( 


tg{(f  —  (i>t)= ---  =  —  - 


2iot  —  2cot 

e        -{-  e 


2  ro  (0 


-) 


a 


^0 


(tx)t  —   U)t\ 

e     -e         ) 


(20) 


(21) 


woraus  hervorgeht,  dafa  mit  wachsendem  Radius -Vektor  r  der 
Winkel  cp  —  (o  t,  welcher  für  ^  =  0  noch  90  ^  betrug,  immer  mehr 
abnimmt.  Besonders  einfach  gestalten  sich  die  Formeln  für 
ro  =  0,  d.  h.  für  die  Grerade  durch  das  Rotationszentrum,  da 
alsdann  auch  a  =  r  und  qp  =  (o  t  wird.  Aus  (17a)  ergibt  sich 
somit  die  Polarglfeichung  für  diesen  Fall 

e         1 (20a) 


1  Vq  l     H' 

r  =  -  -  [e 

2  (0 


Wir  wollen  nun  zum  Schluls  noch  den  für  die  Theorie 
gewisser  Federregulatoren  wichtigen  Fall  untersuchen, 
dafs  der  auf  der  gleichförmig  um  eine  Vertikalachse  rotierenden 

'5  Geraden  Og  durch  den  Anfang  0  be- 
wegte Punkt  einer  Beschleunigung  unter- 
worfen ist,  welche  nach  einem  auf  der 
Geraden  festen  Punkte  A  gerichtet  und 
dem  Abstände  vom  Zentrum  propor- 
tional sein  mag.  Es  entspricht  dies,  wie 
in  Fig.  68  angedeutet,  etwa  der  Verbindung 
des  Anfangs  0  mit  einem  auf  der  Ge- 
raden Og  bewegten  Gleitstück  P  durch 
_}(  einen  Gummifaden  oder  eine  Spiralfeder. 
Befindet  sich  das  ganze  System  im  Ruhe- 
zustande, so  möge  0  JL  =  a  der  normale 
Abstand  des  beobachteten  Punktes  P  von  0  sein.  Lenken  wir 
den  Punkt  P  aus  dieser  Lage  aus,  ohne  indessen  die  Rotation 
der  Geraden  einzuleiten,  so  wird  er  nach  §  13  Schwingungen  um 
die  Ruhelage  vollziehen  etwa  nach  der  Gleichung 

g  =  a  +  Oisin  [at-\-  ß)y 


Fig.  68. 
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worin  §  —  a  =  AP  die  momentane  Auslenkung  aus  der  Ruhe- 
lage, Ui  die  willkürliche  Amplitude  und  ß  die  vom  Beginn  der 
Zeitrechnung  abhängige,  also  ebenso  willkürliche  Phase  bedeutet. 
Die  nach  dem  Punkte  Ä  gerichtete  Beschleunigung  ergibt  sich 
hieraus  zu 

dr'S 

^  =  —  aia2  sin  {at-}-ß)  =  —  «2  (g  —  d) 

so  dafs  o*  den  Proportionalitätsfaktor  der  von  der  Feder  bezw. 
dem  Gummifaden   auf  P  ausgeübten  Beschleunigung   bedeutet. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Gerade  Og  rotieren,   so  stellt  der 
vorstehende  Ausdruck  zwar  nicht  mehr  die  relative  Beschleuni- 

^ung  -Jä",   wohl  aber  die  wahre  nach  Ä  gerichtete  Beschleuni- 
gung dar,  die  wir  in  Gl.  (12)  mit  [yf]  t)6zeichnet  haben.    Wir 

dürfen  demnach  unter  Einführung  dieses  Wertes  in  Gl.  (12)  so- 
wie unter  Berücksichtigung,  dafs  infolge  des  Ausschlusses  von 
Relativbewegungen  senkrecht  zu  g 

^         di]       ^         d^r       ^         ldvn\ 


wird,  mit  r  =  0  für  unser  Problem  setzen 


a2(i-a)  =  ;.,|-gw2 


(21) 


dc)  dg 

-^  =  ^-dt+^"'rt 

Schreiben  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  in  der  Form 

^4-(a2-oi2)g  =  a2a (21a) 

so  erkennen  wir,  dals  sie  für  eine  unveränderliche  Winkel- 
geschwindigkeit (o  befriedigt  wird  durch  das  allgemeine  Integral 

S  =  «0  +  %  sin  (Ä  ^  +  /^i) 

worin  ai  und  ßi  neue  willkürliche  Integrationskonstanten  be- 
deuten, während  oq  und  k  sich  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes 
und  seines  zweiten  Di^erentialquotienten  in  (21a)  bestimmen 
lassen.    Wir  erhalten  so 

üf)  =  -ii ^   und   k-  =  «2  — »ff^s 
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wodurch  das  allgemeine  Integral  übergeht  in 

S  =  ,,2^2  +  «1  sin  (<  1^2"- ""V2"4- A)      .     .     (22) 

und  für  (o  =  0  mit  dem  oben  angeschriebenen  Ausdruck  für 
Schwingungen  auf  der  ruhenden  Geraden  identisch  wird.  So 
lange  a  >  (o  bleibt,    d.  h.   so    lange   die  Umdrehungsdauer    der 

Geraden   —   grölser   als   die    Dauer   dieser   Schwingungen    — 

auf  der  ruhenden  Geraden  ist,  stellt  (22)  ebenfalls  Schwin- 
gungen dar,  aber  um  eine  Ruhelage 

rtn   =   ~~^  ö  ^  ^' 

"  «^  (0^ 

Je  geringer  der  Unterschied  der  beiden  Werte  a  und  co  ist,  um  so 
grölser  wird  der  Abstand  dieser  Ruhelage  von  Ä  nach  aufsen 
hin;  für  a  =  co  würde  sogar  «o  =  co,  d.  h.  der  Zusammenhang 
von  P  mit  0  durch  die  Feder  zerstört  werden.  Steigern  wir 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  noch  weiter,  so  wird  in 
(22)  wegen  a^  -<  co^  die  Schwingungsdauer  imaginär.  Wir  ge- 
langen indessen  für  die  Auslenkung  §  in  diesem  Falle  zu  einem 
reellen  Ausdrucke,  wenn  wir  (ganz  ebenso  wie  bei  der  Pendel- 
bewegung um  die  labile  Lage)  dem  allgemeinen  Integral  von 
(21a),  analog  (17),  die  Form  geben 

kt  -kt 

^  =  «0  +  ^1^       +«2^ 

worin 

00= ö ö         Ä:2  =  ra2  —  «2 

^  (x)^  —  a2 

wird,  während  %  und  a^  wieder  willkürliche  Konstanten  be- 
deuten. Für  w  >  a  lautet  demnach  die  Gleichung  für  die  re- 
lative Bewegung  auf  der  rotierenden  Geraden 

Dieselbe  ist  also  asymptotisch,  d.  h.  die  Auslenkung 
wird  während  der  Bewegung  im  aUgemeinen  über  jedes  Mafs 
hinaus  wachsen.  Wir  können  sie  praktisch  dadurch  realisieren, 
dafs  wir  bei  der  Einleitung  der  Rotation  zunächst  den  Körper  P 
so  lange  auf  der  Gleitbahn  0§  in  der  Ruhelage  Ä  festhalten, 
bis  w  >  a  geworden  ist  und  ihn  erst  dann  bei  gleichbleibender 
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Winkelgeschwindigkeit  sieh  selbst  überlassen.  Rechnen  wir  von 
diesem  Momente  ab  die  Zeit,  so  ist  für  <  =  0,  S  =  *  und  außer- 
dem -Tj  =  0,  so  dafe  für  die  Bestimmung  der  beiden  Konstanten 
ai  und  «2  <Ji6  beiden  Gleichungen 

0)^  —  a-    '      ^    ' 
0  =  öl  —  Ä2 

resultieren.    Aus  ihnen  erhalten  wir 

a       (0  2 

«1  =  «2  =  2  ^;ßzr^2 

und  damit  aus  (21) 

5=-,i;^^^  +  2.;;;^-^(''  ^       +^    '       )  (23») 

Man  erkennt  jedenfalls  aus  diesen  Ergebnissen,  dafs  man 
bei  derartigen  rotierenden  elastischen  Verbindungen  sich  inner- 
halb bestimmter  Winkelgeschwindigkeiten  bewegen  muXs  bezw. 
im  Falle  dato  ein  Überschreiten  derselben  praktisch  nicht  aus- 
geschlossen ist,  für  eine  Begrenzung  des  Ausschlages  des  auf 
der  Gleitbahn  beweglichen  Körpers  zu  sorgen  hat,  wenn  man 
nicht  eine  Zerstörung  des  Systems,  wie  sie  durch  das  ünendlich- 
werden,  bezw.  unbegrenzte  Anwachsen  von  5  angedeutet  ist, 
riskieren  will. 

Mit  der  Abhängigkeit  der  Auslenkung  §  von  der  Zeit  ist 
dann  auch  die  senkrecht  zur  Bahn  gerichtete  Zwangsbeschleu- 
nigung q  aus  der  zweiten  Formel  (21)  gegeben.  Dieselbe 
nimmt  für  konstantes  w,  wie  wir  es  hier  durchaus  voraussetzten, 
die  einfache  Form 

q=  ^2co-^^ (24) 

an.  Vollzieht  sich  die  Relativbewegung  mit  w  -<  «  nach  (22) 
in  Form  von  Schwingungen,  so  wird  auch  q  eine  periodische 
Funktion  der  Zeit,  wie  man  durch  Bildung  des  DiSerential- 
quotienten  von  (22)  findet.  Anderseits  wird  mit  §  auch  q 
asymtotisch  im  Falle  w  >  a,  so  dafs  bei  unbegrenztem  Wachstum 
von  ^  und  q  die  Gleitbahn,  welche  diese  Beschleunigung  auf- 
zunehmen hat,  dem  Zerbrechen  ausgesetzt  ist. 
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§  20.    Die  gezwungene  räumliche  Relatiybewegung. 

Zwangsbeschleunigung  normal  zu  den  bewegten  Oberflächen.  Rotation 
einer  ebenen  Zwangsbahn  um  eine  Achse  in  ihrer  Ebene.  Anwendung 
auf  das  Zentrifugalpendel,  stabile  und  labile  Ruhelagen  desselben. 
Kleine  Schwingungen  um  die  Ruhelagen.  Offene  und  gekreuzte  Tacho- 
meter, astatische  Tachometer. 

Die  allgemeine  räumliche  Bewegung  eines  Punktes  kann  in 
doppelter  Weise  einem  Zwange  unterworfen  sein.  Einmal  kann 
nämlich  der  Punkt  an  eine  selbst  in  Bewegung  begriffene  ebene 
oder  Raumkurve,  anderseits  aber  auch  an  eine  bewegte  Ober- 
fläche gebunden  sein.  Vom  mathematischen  Standpunkte  ist 
der  letztere  Fall  einfacher. insofern,  als  hierbei  nur  eine  Zwangs- 
beschleunigung senkrecht  zur  Oberfläche  einzuführen  ist,  während 
bei  der  Relativbewegung  auf  einer  Raumkurve,  welche  als  Schnitt 
zweier  miteinander  bewegter  Oberflächen  aufgefalst  werden  kann, 
für  jede  derselben  eine  Zwangsbeschleunigung  in  die  Bewegungs- 
formehi  eintritt.  Daran  ändert  sich  auch  nichts,  wenn  die 
Zwangsbahn  in  eine  ebene  Kurve  übergeht,  da  auch  hierbei 
auXser  einer  in  ihrer  Ebene  hegenden  Zwangsbeschleunigung 
eine  senkrecht  dazu  stehende  auftritt.    Diese   letztere   fällt   nur 

dann  fort,  wenn  bei  ihrer 
Bewegung  die  Zwangsbahn 
nicht  aus  ihrer  eigenen 
Ebene  heraustritt. 

Wir  wollen  uns  hier 
zunächst  mit  dem  technisch 
wichtigen  Falle  der  Be- 
wegung auf  einer  ebenen 
Kurve  beschäftigen,  welche 
selbst  um  eine  in  ihrer 
Ebene  gelegene  Achse,  die 
wir  zur  Z- Achse  wählen, 
rotiert  (Fig.  69).  Die  Pro* 
jektion  der  Zwangsbahn  auf 
die  x-y-Ehene  ist  demnach  eine  Gerade  OS,  deren  Winkel  mit  der 
festen  X-Achse  wir  mit  q)  bezeichnen  wollen.  Die  zur  Ebene  SOZ 
im  Punkte  P  der  Zwangsbahn  senkrechte  Zwangsbeschleunigung 
sei  q,  die  auf  dem  Kurvenelement  ds  in  dieser  Ebene  senkrechte 
dagegen  q'.  Alsdann  entfällt  auf  die  Richtung  OS  (die  Horizontal- 
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Projektion  der  Zwangsbahn)  keine  Komponente  von  q  (siehe  Fig.  70 
und  71),  wohl  aber  von  q'  die  Komponente  —  g''  sin  t,  wenn  r  den 
Winkel  des  Bahnelementes  da  mit   der  Achse   OS  bezeichnet 

z 


Fig.  70. 


Fig.  71. 


Die  andere  Komponente  q'  cos  r  dieser  Zwangsbeschleunigung 
kommt  nur  für  die  Bewegung  in  der  Z-  bezw.  ^-Richtung  in 
Betracht,  für  welche  übrigens  auch  q  keinen  Beitrag  liefert. 

Bezeichnen  wir  nun  die  wahren  Beschleunigungskomponenten 

in  der  Richtung  0?  und  OZ  mit  \-sf]  und  1-^^' 


sowie  senk- 


recht zur  Ebene  mit  [-jfjj  so  erhalten  wir,  unter  m  =  -—-  die 

Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene   der  Zwangsbahn   verstanden, 

dl] 
analog  den  Gl.  (12)  des  vorigen  Paragraphen  mit  ^  =  0,  -^  =«  0, 

cPt} 

—^  =  0,  da  senkrecht  zur  Ebene  SOZ  keine  früher  mit  rj  be- 
zeichnete Relativbewegungen  stattfinden. 


^dv';^] 

~di 

Idvj, 
dt 


—  q  sm  T 


+  Q 


dH 


§w' 


dt^ 

d(o  dg 

-f-  2(0 


-j^)  +  q   C0ST  = 


dt 
d^ 
dV^ 


dt 


(1) 


Hat  nun  die  zweite  Achse  die  Richtung  der  Erdbeschleunigung  ^, 
so  wird  unter  Wegfall  anderer  seitlicher  Beschleunigungen 

idv^ 


dt 


)  ' «.  (t^)  = ».  ($)  - 


9 
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und  die  Gleichungen  gehen  für  konstante  Winkelgeschwindigkeit  (o 
über  in 

dt 


—  CL    sin  r  =    ,  .2  —  gfr>2 


2  =  ^''dt 

d^^ 


.  (la) 


Für  die  Relativbewegung  in  der  rotierenden  Ebene  SOZ 
kommt  nun  die  zweite  dieser  Formeln  nicht  weiter  in  Betracht, 
da  sie  nur  Auskunft  über  die  Gröfse  der  senkrecht  zu  dieser 
Ebene  stehenden  Zwangsbeschleunigung  q  gibt.  Die  erste  und 
dritte  dieser  Gleichungen  ergeben  dagegen  nach  Elimination 
von  g' 

—  ^  sin  T  =    ,^2  ^^^  ^  "I"  ~Jf2  ^^^  ^  —  ^^^S  ^^®  ^ 

oder,  da  r  den  Tangentenwinkel  der  Zwangsbahn  im  Punkte  P 
mit  der  5- Achse  darstellt,  also 

d'^  .  d^ 

cos  T  — -  -T-     ,    sm  T  =  -j— 

da     '  da 

dH  ,    ^H     .  ^2(7 

^  cos  T  +  ^  sm   T   =   ^ 

ist, 

—  ^  sm  T  =  ^^2  —  co2g  cos  r       ....     (2) 

Ebenso  folgt  aus  der  ersten  und  letzten  Formel  (la)  für  q* 
q'  =  g  cos  T  -j-  j^  cos  r  —  ^  sm  r  -\-  (o^^  sm  r 

oder  nach  Einführung  des  Krümmungsradius  q  der  Zwangsbahn 

1  (da\^ 
q    =  g  C0&  T  -^  —  \-^\   +  o>2g  sin  T    ...     (3) 

Die  weitere  Behandlung  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3), 
von  denen  die  erstere  noch  zu  integrieren  ist,  kann  naturgemäTs 
erst  auf  Grund  der  Gleichung  der  Zwangsbahn  in  den  Koordi- 
naten §  und  ^  erfolgen. 

Für  den  praktisch  wichtigsten  Fall  des  sog.  Zentrifugal- 
pendels (Fig.  72)  ist  nun  die  Zwangsbahn  ein  Kreis,  um  einen 
von   der  Achse    um  a   entfernten  Punkt  ß,    dessen  Radius  wir 
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mit  l  bezeichnen  wollen.  Der  Tangentenwinkel  r  stimmt  als- 
dann mit  der  Auslenkung  der  Geraden  ßP  aus  der  Vertikalen 
überein,  so  dals  wir  haben 

'^  =z  a  -{-  l  Bin  T  ,      a  =  It (4) 

womit  die  Gleichung  (2)  übergeht  in 

-=-^  =  ft;2—  cos  T  -\-  (0^  cos  T  sm  r  —  y  sm  r     .     (5) 

Für  CO  =  0,  d.  h.  im  Falle  einer 
ruhenden  Zwangsbahn  würden  wir 
wieder  auf  die  einfache  Pendelformel 

d^T  g    . 

geführt  werden.  Da  diese  eine  ein- 
fache Schwingung  darstellte,  so  kön- 
nen wir  auch  für  (5)  ein  ähnliches 
Resultat  erwarten.  Da  eine  Schwin- 
gung, wie  wir  früher  gesehen  haben, 
nur  um  eine  Ruhelage  möglich  ist, 
so  haben  wir  zunächst  zu  prüfen,  ob 
derartige  Ruhelagen,  welche  hier  natur- 
gemäfs  relativ,  d.  h.  in  Bezug  auf  die 
bewegte    Ebene   zu   verstehen    sind, 

existieren.  Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  einer 
solchen  Ruhelage  ist  das  Verschwinden  der  Be- 
schleunigung, so  dals  der  dieser  Lage  entsprechende  Winkel 
Tq  nach  (5)  die  Gleichung 

(0^  a  cos  To  4"  (0^  l  cos  To  sin  tq  —  ^  sin  tq  =  0 

zu  erfüllen  hat.  Dieselbe  ist  für  sin  tq  bezw.  cos  tq  vom  vierten 
Grade,  ihre  weitere  Behandlung  somit  recht  umständlich.  Schreibt 
man  sie  dagegen  in  der  Form 

9 


Fig.  72. 


a  +  /  sin  To  =  -ö"  tg  tq 


uy 


(6) 


und  konstruiert,  wie  es  in  Fig.  73  geschehen  ist,   die  der  linken 
Seite   entsprechende  Kurve  a  -\-l  m\  Tq   getrennt  von    der   der 

rechten  Seite  entsprechenden  —^  tg  tq,   so   ergeben   die  Schnitt- 
punkte   beider   sofort   die   gesuchten  vier  Wurzeln   der  Gl.  (6). 
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Die  Verteilung  der  denselben  entsprechenden  Ruhelagen  über 
die  ganze  kreisförmige  Zwangsbahn  ist  aus  Fig.  74  ersichtlich. 
Verschwindet,  wie  bei  dem  gewöhnlichen  Zentrifugalpendel,  die 
Exzentrizität  a  des  Aufhängepunktes  ß,  d.  h.  liegt  dieser  auf 
der  Rotationsachse  selbst,  so  rücken  die  Ruhelagen  II  und  IV  in 
die  Vertikale   durch  fi,    während   ßlll   und   i2I   zu   derselben 


Fig.  73. 


Fig.  74. 


symmetrisch  liegen.  Man  erkennt  hierbei  sofort,  dafs  diese  letzteren 
stabile,  die  beiden  anderen,  II  und  IV  dagegen,  labile  Lagen 
des  Pendels  darstellen,  was  auch  für  die  unsymmetrische  Anord- 
nung, d.  h.  bei  exzentrischer  Lage  von  ß,  zutrifft. 

Um  dies  besser  zu  übersehen  und  zugleich  über  den  Cha- 
rakter der  Schwingungen  näheren  Aufschluls  zu  gewinnen,  be- 
trachten wir  nunmehr  die  Bewegung  in  unmittelbarer  Nähe  eines 
der  soeben  erhaltenen  Ruhepunkte  und  setzen,  indem  wir  unter 
Jt  eine  sehr  kleine  Abweichung  von  Tq  verstehen, 

T  =  Tq-]-  Jt         -.     (7) 

Infolge  der  Kleinheit  von  Jt  dürfen  wir  die  Quadrate  davon 
gegen  tq^  vernachlässigen  und 

cos  T  =  cos  To  —  Jt  sin  tq 

sin  T  =  sin  tq  -|-  Jt  cos  tq 

cos  r  •  sin  T  =  cos  tq  sin  tq  -{-  Jt  cos  2 ro 
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in  die  Bewegungsgleichung  (5)  einführen.     Mit 

geht  dieselbe  alsdann  über  in 

tPz/r       1 

— —  =  —  (w2  a  cos  tq  +  oj2  Z  cos  To  sin  ro  —  g  sin  ro) 

—  y  {(o^a  sin  To  —  w2Z  cos  2to  -\-  g  cos  tq)  z/r. 

Hierin  verschwindet  aber  das  konstante  erste  Glied  der 
rechten  Seite  wegen  (6),  und  das  zweite  vereinfacht  sich  mit 
Hilfe  derselben  Formel,  so  dafs  wir  jetzt  hnben 

dPz/r    .    [g      1 


oder  auch 


df^ 


-\-  U  — w2  cos 2ro|  z/r  =  0   .     .     .     (8) 

'    \  Z  cos  To  /  ^  ^ 


Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  einer  ein- 
fachen Schwingung  um  eine  stabile  Ruhelage,  solange 
der  Klammerausdruck  des  zweiten  Gliedes  positiv  ist,  was  immer 
stattfindet,  wenn  l  sin  Hq^  entsprechend  den  Stellungen  I  und  IH, 

grölser  als  der  Absolutwert  von  -. bleibt.    In  den  Stellungen 

sm  tq 

n  und  IV  dagegen  ist  sin  tq  «<  0  und  wegen  der  Kleinheit  von 

To  das  Glied  l  sin  2ro  so  unerheblich,    daTs   das  Vorzeichen  des 

a 

Klammerausdruckes  durch  -. bestimmt,    also    negativ    wird. 

sm  To  ® 

Die  DifEerentialgleichung  (8a)  führt  damit  auf  eine  asymp- 
totische Bewegung,  deren  Ausgangspunkte  wir  schon  bei 
der  Untersuchung  des  Pendels  als  labile  Ruhelagen  be- 
zeichnet haben.  Die  Schwingungsdauer  ergibt  sich  aus  (8) 
analog  derjenigen  einer  einfachen  Schwingung  zu 


/  l  cos  Tn 

fo  =  27r]/ ,,    ^  „  (9) 

V  g  —  f^^  COS^To  ^   ^ 

Entspricht  tq  einer  labilen  Ruhelage,  so  wird  der  Ausdruck  unter 
der  Wurzel  negativ,  die  Schwingungsdauer  mithin  imaginär,  d.  h. 
es  können  um  derartige  Ruhelagen  überhaupt  keine  Schwingungen 
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entstehen.  Fällt  der  Drehpunkt  i3  in  die  Achse  OZ,  so  wird 
aus  (6)  mit  a  =  0 

cos  ro  =  ^j2] (ö*) 

und  die  Schwingungsdauer  (9)  für  diesen  Spezialfall 

2nla)  .    ^ 

y  ^2  o;'*  —  ^2 

Die  Gl.  (6)  für  die  Ruhelagen  bietet  nun  auch  Gelegenheit, 

die  Umdrehungsdauer  ti  =  —  des  Zentrifugalpendels  für  die 

relativen  Ruhelagen  von  P  zu  bestimmen.  Der  Ausdruck 
hierfür  wird  besonders  einfach,  wenn  wir  die  Vertikalprojektion 
AB  der  Pendellänge  (siehe  Fig.  72)  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der 
Drehachse  einführen.    Setzen  wir  dieselbe  gleich  ä,  so  wird 

^^^a+^sinro^^ 
und  damit  aus  (6)  die  Umdrehungsdauer 

'^-'-^-'-if ......  (10) 

Dieser  Wert  entspricht  vollkommen  der  für  das  einfache 
Pendel  gültigen  Schwingungsdauer,  gilt  aber  im  Gegensatz  zu 
dieser  nur  für  kleine  Ausschläge  angenähert  richtigen  Formel 
ganz  streng  für  beliebige  Winkel  tq  bezw.  beliebige  Werte  von  h. 
Dieser  Umstand  lälst  das  Zentrifugalpendel,  welches  man  bei 
relativer  Ruhe  des  Punktes  P  in  der  Zwangsbahn  wegen  des  von 
ßP  beschriebenen  Kieiskegels  auch  als  konisches  Pendel 
bezeichnet,  als  Geschwindigkeitsmesser  oder  Tacho- 
meter geeignet  erscheinen.  In  der  Praxis  verwendet  man  hierzu 
aus  Gründen,  die  erst  in  der  Lehre  von  den  Kräften  hervor- 
treten werden,  stets  Verbindungen  von  zwei  symmetrisch  zur  Dreh- 
achse angeordneten  Pendeln  (Fig.  75  und  76),  welche  durch  Ver- 
mittlung eines  Gestänges  GH  die  Hülse  H  auf  der  Drehachse 
selbst  verschieben.  Der  Ausschlag  des  Pendels  flP  aus  der 
Ruhelage  wird  dann  durch  Stellringe  SS  auf  der  Achse  derart 
begrenzt,  dafs  der  etwaige  Übergang  in  eine  andere  Ruhelage  in 
P  unmöglich  wird  imd  nur  Pendelungen  um  die  so  umschriebene 
stets  stabile  Ruhelage  übrig  bleiben.     Wählt  man  für  diese  die 


§  20.    Die  gezwuDgene  räumliche  Relativbewegung.  141 


in  Fig.  74  mit  I  bezeichnete  Lage  (Fig.  75),  so  spricht  man  von 
einem  Tachometer  mit  offenem  Gestänge,  bei  Ver- 
wendung der  Lage  III  dagegen,  (Fig.  76),  von  einem  solchen  mit 
gekreuztem  Gestänge. 


X. 

\l  "l 

/ 

c/ 

\ 

■f 

fr- 

'S 

Fig.  76. 


Es  sei  übrigens  noch  erwähnt,  dafs  man  die  vorstehend  ge- 
schilderten Apparate  auch  mit  horizontaler  Drehachse  verwendet^ 
wobei  man  allerdings  statt  der  Erdbeschleunigung,  welche  durch 
die  Gestängeverbindung  GH  hierbei  wirkungslos  wird,  elastische 
Federn  einführen  muls,  deren  Beschleunigung  proportional  der 
Hülseuverschiebung  ist.  Die  Verfolgung  der  hierdurch  bedingten 
Bewegungserscheinungen,  die  natürlich  wieder  von  unseren  Grund- 
formein  (1)  auszugehen  hat,  gehört  in  die  Theorie  der  Regula- 
toren. 

Wenn  auch  die  von  uns  bisher  betrachteten  Schwingungen 
um  stabile  Ruhelagen  das  Verhalten  der  praktisch  ausgeführten 
Zentrifugalpendel  genügend  kennzeichnen,  so  ist  es  doch  nütz- 
lich, daran  zu  erinnern,  dals  allgemein  Schwingungen  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  relative  Geschwindigkeit  von  P 
in  der  Zwangsbahn  für  irgend  eine  Lage  auch  wirk- 
lich verschwindet.  Dafs  dies  nicht  unter  allen  Umständen 
notwendig  ist,  erkennt  man  sofort  durch  Integration  der  Gl.  (5), 

dz 
welche  für  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  -rr  =  «  auf 

1  (xßa  1 

—  («2  —  6j2)  =  ___  (gin  T  —  sin  Ti)  —  -7-  fo2  (cos  2  r  —  cos  2  r{) 


l 


9 


-\-  j  (cos  r  —  cos  Ti) 


(11) 
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führt,  worin  «i  die  irgend  einer  Auslenkung  ri  entsprechende 
gegebene  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet.  Die  Grölse  ^  kann 
nun  aber  niemals  kleiner  als  0  werden ,  so  dato  a^  =  q  den 
möglichen  Minimalwert  von  ^  darstellt.  Die  ausgezeichneten 
Werte  von  «2  sind  also  an  solche  Lagen  gebunden,  welche  sich 

(^(«2) 

durch  Verschwinden  von  —^  ergeben  und  darum  mit  den  durch 

(6)  erhaltenen  Ruhelagen  für  die  Schwingungen  übereinstimmen. 
Daraus  geht  hervor,  dafs  die  stabilen  Lagen  stets  mit  grölster, 
die  labilen  mit  kleinster  relativer  Winkelgeschwindigkeit  passiert 
werden,  und  dals  eine  volle  Rotation  in  der  Zwangs- 
bahn stets  dann  eintritt,  wenn  für  die  labilen  Lagen 
^  nicht  verschwindet. 

Das  bisher  von  uns  eingehend  untersuchte  Zentrifugal- 
pendel mit  kreisförmiger  Zwangsbahn  besitzt  die  Eigenschaft, 
dafs  jeder  Winkelgeschwindigkeit  der  Achse  OZ  ganz  be- 
stimmte stabile  Ruhelagen  von  P  zugeordnet  sind.  Es  wird 
demnach  bei  Veränderungen  der  Winkelgeschwindigkeit  w  die 
vorher  eingenommene  Ruhelage  verlassen  und  um  die  neue 
Schwingungen  vollzogen,  welche  im  Laufe  der  Zeit  infolge 
von  Verzögerungen,  auf  die  wir  noch  zu  sprechen  kommen, 
erlöschen. 

Man  kann  nun  auch  die  Frage  nach  derjenigen  Zwangs- 
bahn stellen,  auf  welcher  P  für  eine  gegebene  Winkelgeschwindig- 
keit w  der  Drehachse  nirgends  eine  relative  Tangential- 
beschleunigung erfährt.     Wir   haben   hierfür  nur  in  Gl.  (2) 

-rrg  =  0,  also  fT  =  c^ (12) 

zu  setzen  und  erhalten  dann 

^  sin  r  =  w2  g  Q^Q^  ^ 
dt 


oder,   da  tg  r  =  ^^  ist 


dt  _  (f  .. 


Daraus  folgt  aber  durch  Integration 


(0^ 


?  -  'o  =  2^  (§2  -  lo^), 
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d.h.  die  Zwangsbahn  ist  eine  Parabel  (Fig.  77).  Da  für 
§  =  0,  tg  T  :=  0  wird,  80  verschwindet  auch  '^q,  wenn  wir  mit 
So  die  Ordinate  des  Parabelscheitels  bezeichnen,  der  mithin  in 
die  Achse  fällt.  Die  Gleichung  der  zur  Achse  symmetrischen 
Zwangsbahn  lautet  demnach 


?~^  =  7 


ff>2 


•■ig 


.     .     .     (13) 


Da  der  Punkt  P  auf  dieser  Kurve,  wenn 
ihm  in  irgend  einer  Lage  eine  Geschwindigkeit  c 
erteilt  wurde,  überhaupt  nicht  wieder  zur  Ruhe 
gelangt,  sondern  immer  weiter  bis  ins  Unend- 
liche fortschreitet,  so  bezeichnet  man  die 
ganze  für  die  Regulierung  von  Maschinen  un- 
geeignete Vorrichtung  als  ein  astatisches 
Tachometer. 


§  21.    Das  Foucaultsche  Pendel. 

Ableitung  der  vereinfachten   Bewegungsgleichungen   für  kleine  Aus- 
schläge.   Zurückfübrung  der  Bewegung  auf  eine  kombinierte  Schwin- 
gung  in   einer   mit  konstanter,    von    der   geographischen   Breite    ab- 
hängiger Winkelgeschwindigkeit  rotierenden  Horizontalebene. 

Als  Beispiel  für  die  Relativbewegung  auf  einer  selbst  in 
Bewegung  begrifEenen  Oberfläche  wollen  wir  schlief  such  den 
Einfluls  der  Erdrotation  auf  die  Schwingungen  eines  Pendels 
untersuchen.  Denken  wir  uns  dasselbe  durch  einen  starren 
Faden  von  der  Länge  l  mit  dem  Aufhängepunkt  verbunden,  so 
ist  das  Pendelende  gezwungen,  sich  auf  einer  Kugelfläche 
mit  dem  Radius  l  um  den  Aufhängepunkt  unter  dem  Einflüsse 
der  Erdbeschleunigung  zu  bewegen.  Diese  Kugelfläche,  die  wir 
uns  selbst  als  starr  denken  können,  rotiert  nun  mit  der  gesamten 
Erdoberfläche  um  deren  Achse,  eine  Bewegung,  an  welcher  der 
Beobachter  ebenfalls  teilnimmt.  Infolge  dieser  Rotation  haben 
wir  zunächst  statt  der  wahren  Beschleunigungskomponenten,  wie 
sie  für  die  ruhende  Erde  gelten  würden,  die  in  §  18  durch 
Gl.  (16)  gegebenen  Werte  einzuführen.  Dabei  wollen  wir  uns 
daran  erinnern,  dafs  wir  dort  die  scheinbare  Vertikalrichtung 
mit  I',  die  Ostrichtung  mit  rj'  und  die  Nordrichtung  mit  C  be- 
zeichnet haben.    Die  Ruhelage  des  frei  herabhängenden  Pendels 
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wird  demnach  mit  der  scheinbaren  Vertikalrichtung  §'  zusammen- 
fallen. 

Denken  wir  uns  das  Pendel  nur  sehr  wenig  aus  dieser  Lage 
ausgelenkt^  so  wird  sich  die  scheinbare  Bewegung  des  in  Frage 
stehenden   Punktes   auf   ein   so    kleines  Stück   der  Kugelfläche 

um  die  Ruhelage  beschränken,  dafs  wir  dieses 
unbedenklich  als  eben  und  senkrecht  zur  schein- 
baren Vertikalen  auffassen  dürfen.  Von  dieser 
Vereinfachung  machten  wir  übrigens  schon 
im  §  15  Gebrauch  und  wurden  dort  auf  eine 
unendhch  kleine  horizontale  Ellipse  als  Bahn  des 
Punktes  geführt.  Zerlegten  wir  die  wirksame 
Beschleunigung  in  drei  Komponenten,  von  denen 
zwei  in  die  Bahnebene  fielen,  während  die  dritte 
senkrecht  dazu  stand,  so  brauchten  wir  nur  mehr 
die  beiden  ersteren  zu  berücksichtigen,  da  die 
letzte  Komponente  nur  für  die  Zwangsbeschleu- 
nigung  einen  Beitrag  lieferte.  Verfahren  wir  im 
vorliegenden  Falle  ebenso,  so  erhalten  wir,  wie 
aus  Fig.  78  hervorgeht,  in  der  iy'  und  ^'-Richtung 
als  Horizontalkomponenten  der  scheinbaren  Ver- 

^  tikalbeschleunigung  -^  mit   Rücksicht  auf    die 
erste  Gl.  (16)  des  §  18 

=  ~y   ^-2c.-^cos^ 


dt^ 


2  fo  ^  cos  &' 


(1) 


wenn  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation,  d^  die  schein- 
bare (d.  i.  schon  mit  der  Lotablenkung  infolge  der  Erdrotation 
behaftete)  geographische  Breite  und  g  die  ebenfalls  scheinbare 
Erdbeschleunigung  bedeutet. 

Zu  diesen  Werten  treten  nun  noch  die  horizontalen  Be- 
schleunigungskomponenten,  welche  von  der  Erdrotation  her- 
rühren und  bei  der  freien  Bewegung  auf  der  Nordhalbkugel  eine 
Rechtsabweichung  hervorrufen.  Sie  sind  durch  die  zweite  und 
dritte  der  Formeln  (16)  des  §  18  bestimmt  und  ergeben,  mit  den 
vorstehenden  Gleichungen  vereinigt, 


§  21.    Das  Foucaultsche  Pendel.  145 

^  ==  -  i  (^-20.  -^^  cos^)  +  2r.  ^  sm^ 

—  2  (t)  -TT  cos  ^  . 
dt 

Sollen  diese  Formeln,  wie  wir  oben  festgesetzt  haben,  sich 
nur  auf  sehr  kleine,  streng  genommen  unendUch  kleine  Aus- 
lenkungen f'  und  ri*  beziehen,  so  lassen  sie  sich  noch  weiter 
vereinfachen  durch  Vernachlässigung  der  Vertikalbewegung,  so- 
wie mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  der  Winkelgeschwindigkeit  m 
der  Erdrotation.    Infolge   des  ersteren  UmStandes  fällt  nämUch 

d%* 
das  mit  -rr  behaftete  letzte  GUed  der   zweiten  Gleichung  weg, 

während  die  Kleinheit  von  m  zur  Folge  hat,  dals  auch  die  Glieder 

L         oLti  fi        ein 

2  -T  (0  -j.-  cos  ^  und  2a>  ,  m  -j-'-  cos  &' 
l        dt  l       dt 

C  ^'  dr'  dt' 

gegen  j  g  und  j  g  bezw.  2  lo  - , '  sin  d^  und  2  ro  -^'-  sin  d^  ver- 
nachlässigt werden  können.  Es  entspricht  dies  vollständig  dem 
Abbrechen  einer  Potenzreihe  mit  dem  quadratischen  Ghede,  da 
die  vernachlässigten  Ausdrücke  das  Produkt  dreier  sehr  kleiner 
Grölsen  enthalten.     Setzen  wir  nun  noch  zur  Abkürzung 

M  sin  ^'  =  w' (2) 

so  gehen  die  obigen  Gleichungen  in  die  Näherungsformeln 

dH'  C  ^    ,drf 

d^V  n        ,    o    ,dt' 

über,  welche  bei  schliefsUcher  Vernachlässigung  von  w',  ent- 
sprechend einer  kurzen  Beobachtungsdauer,  auf  die  einfachen 
Schwingungsformeln  mit  eUiptischer  Bahn  führen  würden.  Denken 
wir  uns  indessen  den  Versuch  so  lange  ausgedehnt,  dals  der 
Einfluls  der  kleinen  scheinbaren  Winkelgeschwindigkeit  hervor- 
tritt, so  dürfen  wir  mit  derselben  die  zweiten  GHeder  der  rechten 
Seite  von  (3)  nicht  mehr  unterdrücken.  Wir  erkennen  aber  schon 
aus  dem  Vergleich  etwa  mit  der  GL  (6  b)  des  §  18,  dals  die  durch 
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unsere    Näherungsformeln    gegebene    Bewegung    sich    aus     der 
Drehung  einer  Ebene  und   einer  Relativbewegung  in  derselben 

zusammensetzt.  In  die- 
ser Ebene  wählen  wir 
nun  ein  Aehsensystem 
f/y  (Fig.  79),  welches  mit 
dem  scheinbar  festen 
System  C'i?'  den  momen- 
tanen Winkel  (p  bilden 
möge,  so  zwar,  dals 


Fif?.  79. 


dt 


=  0/  =  (0  sin  i^  (4) 


Alsdann  stehen   die  Koordinaten    der   beiden  Systeme    mit 
einander  in  den  schon  früher  benutzten  Beziehungen  (siehe  §  17) 

u'  =  C  sin  (/'  +  t;  cos  cp    ]  .^^ 

r/  =  fj  Bin  q)  —  l  cos  ff    j 

Differenzieren  wir  dieselben  nach  #,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  (4) 

dC        du    .  dri  I 

Yf  =  ~jf  sm  (jp  -f-  ff/  f  cos  (p  -\-  -TT  cos  <jp  —  u)'7i  sm  qp    I 

drl        dl]    ^  dt  I      ,>-   •  { 

-^  r  =  ^y  sm  y  +  ^*^^  cös  (jp  —  -j-  cos  qp  +  ^"  ?  sm  (/>    I 

und  schliefshch  mit  konstantem  o)\  also     ,-,  =  0 

'  dt 


(6) 


'  dt^ 


dt^ 


sin 


dC 


in  qp  -f-  2  w'  -^'r  cos  (p  —  fo'2  ^  sin  ff 


d^T]  dl 

+  jj2  cos  qp  —  2  o/  -j y  sin  r/)  —  fr/ 2^  cos  <jp 


f^2,/       d^n 


,  ^^z 


(7) 


—  T72  ^^^  T  H"  2  ^"'  ~jf  sin  (f  -|-  fr/2  ^  cos  ff 

Führen    wir   nunmehr   diese    Ausdrücke   in   die  Gl.  (3)   ein,    so 
gehen  diese  über  in 
^2,;  .    6^2^    . 


^^2'  cos  qp  +  ^ sin  (jp  =  —  |fr>'2  + 1|  (7;  cos  (jp  +  C  sin  <jp)  I 


<^2 


■r, 


C?2f 


j^BlUfp-jj-^ 


7-775  COS 


ff  =  —  (fe/2  -|-  '-j  (7]  sin  qp  —  C  COS  ff)   I 


(3a) 
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Diese  Formeln  aber  zerfallen  sofort  in 


+ 


ff> 


'2 


(8) 


so  dals  die  Relativbewegung  in  der  C^-Ebene,  welche 
um  die  scheinbar  feste  Horizontalebene  mit  der 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  o/  =  (o  sin  d^'  ro- 
tiert, sich  aus  zwei  einfachen,  geradliniger  Schwin- 
gungen von  derselben  Periode  zusammensetzt,  als 
Bahn  aber,  wie  wir  schon  in  §§  13  und  15  erkannten,  eine 
Ellipse  ergibt. 

Die  Dauer  einer  einzelnen  relativen  Schwingung 
ist  übrigens,  da  wir  in  unserer  ganzen  angenäherten  Entwick- 
lung die  Produkte  aus  drei  sehr  kleinen  Grölsen  vernachlässigten 
und  deshalb  auch  in  (8)  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit 
<o  unterdrücken,  also  statt  dieser  Gleichungen 


d^ri 


+ 


?^ 


0 


(8a) 


setzen  müssen,  unabhängig  von  der  Rotation  der  Schwin- 
gungsebene.    Die  relativen  Koordinaten  ergeben  sich  hieraus  zu 


C  =  Ol  sin  |<  |/|  + /i^ij  ,      »?  =  02  sin  (^  y  I  + //a)    • 


(9) 


sind  also  von  4  Integrationskonstanten  (h^ßiß'i  abhängig. 

Führen  wir  die  Werte  (9)  in  die  Formeln  (5)  ein,  so  erhalten 
wir  für  die  scheinbaren  Absolutkoordinaten 


cos  (!L)'t 


?'  =  Ol  sin  (t  l/|  +  ß\  sin  n/  ^  +  og  sin  (^  t/I  +  /?. 

^'  =  02  sin  U  y  y  +  ß2\  sin  to*t  —  ai  sin  U  V y  -|-  ßA  cos M't 

Dieselben  nehmen  zur  Zeit  ^  =  0  die  Werte 

Co  =  «2  sin  ß2  ,        v'o  =  —  (h  sin  ßi 
an,  während  für  Anfangsgeschwindigkeit 

Xdtjo^  ö^i f'^'  sin  /?i  +  02  l/y  cos  ß^ 
Vdtjo^  «2^'>'  sin  ß2  —  (h  1  f  cos  ßi 


(10) 


(10a) 


(10b) 


10' 
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folgt.  Sind  nun  die  Koordinaten  (10  a)  der  Anfangslage  und  die 
Komponenten  (10b)  der  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben,  so 
bestimmen  sieh  hieraus  die  vier  Integrationskonstanten  %  og  ßi  /^2- 
Wird  z.  B.  das  Pendel  zuerst  genau  nach  Norden  zu  abgelenkt  und 
dann  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  losgelassen,  so  hat  man  mit 

«2  =  ?'0  ,  %  =  Co  ^'>'  ]/f 

Wegen  der  Kleinheit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde 
kann  ihr  Einfluls  auf  die  Schwingungen  eines  Pendels  natürlich 
nur  bei  länger  andauernder  Bewegung  festgestellt  werden.  Der 
Franzose  Foucault,  welcher  zuerst  1852  derartige  Beobach- 
tungen zum  Zwecke  des  objektiven  Nachweises  der  Erdrotation 
anstellte  und  die  Erscheinung  im  Pantheon  zu  Paris  demonstrierte, 
bediente  sich  daher  eines  sehr  langen  Padenpendels  mit  einer 
schweren  Metallkugel  am  Ende,  dessen  Aufhängepunkt  der  freien 
Beweglichkeit  halber  nach  Art  der  Kompasse  sich  in  einer  Car- 
danischen  Aufhängung  befand.  Seitdem  ist  dieser  Versuch  häufig 
wiederholt  worden  und  neuerdings  sogar  mit  relativ  kurzen 
Pendeln  gelungen. 

Da  die  in  unsere  Formeln  eintretende  Winkelgeschwindig- 
keit Ol'  =  w  sin  d^  die  geographische  Breite  ^  des  Beobachtungs- 
ortes enthält,  so  erkennt  man,  dals  an  den  Polen  wegen  ^  =  90  ° 
sin  ^  =  1,  w'  =  w  wird,  dafs  das  Pendel  scheinbar  eine  der 
Erddrehung  entgegengesetzte  Rotation  vollführt.  Am  Äquator 
verschwindet  dagegen  mit  ^'  =  0  auch  die  scheinbare  Winkel- 
geschwindigkeit w',  so  dafs  dort  die  Beobachtung  kein  Ergebnis 
liefert. 


Kapitel  IV. 

Treibende  Kräfte  und  Widerstandskräfte. 


§  22.    Treibende  Kraft  und  Masse. 

Einführung  der  Masse  und  Kraft.  Einheit  der  Kraft.  Proportionalität 
von  Kraft  und  Beschleunigung.  Dichte,  spezifisches  Gewicht,  spezifi- 
sches Volumen.  Trägheit  der  Masse.  Angriffsort  und  Richtung  der 
Kraft.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften.  Wirkung  und 
Gegenwirkung.   Verschiebbarkeit  einer  Kraft  in  ihrer  eigenen  Richtung. 

Bei  unseren  bisherigen  Untersuchungen  der  Bewegungs- 
erscheinungen gingen  wir  von  gegebenen  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  aus,  ohne  auf  die  Grölse  der  in  Bewegung 
befindlichen  Körper  irgend  welche  Rücksicht  zu  nehmen.  Dafe 
dieser  Gesichtspunkt  für  die  Erkenntnis  des  Zusammenhangs  der 
Naturvorgänge  nicht  vollkommen  ausreicht,  erkennt  man  sofort, 
wenn  man  den  Verlauf  der  Bewegung  zweier  verschiedener 
Körper  unter  sonst  gleichen  Umständen  verfolgt.  Wir  wollen 
zu  diesem  Zwecke  die  horizontale,  geradlinige  Schwingung  eines 
an  einem  vertikalen,  dünnen,  elastischen  Stabe  befindlichen 
Körpers  betrachten,  welcher,  unter  a  eine  Konstante  verstanden, 
bei  der  Auslenkung  x  aus  der  Ruhelage  eine  Beschleunigung 

d^  =  -  «'^    (1) 

erleidet.  Die  Schwingungsdauer  des  Körpers  folgt  hieraus  nach 
§  13  zu 

27t 

h  =  —       (2 

I  w 
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Befestigen  wir  nun  an  dem  elastischen  Stabe  statt  dieses  Körpers 
einen  solchen  von  doppeltem  Volumen,  aber  aus  demselben  Ma- 
teriale,  so  beobachten  wir  ebenfallB  Schwingungen,  aber  in  einer 
Periode,  ^  =  <i  ^2.  Wiederholen  wir  den  Versuch  mit  einem 
Körper  von  3fachem,  4fachem,  m-fachen  Volumen,  aber  dem- 
selben Materiale,  so  werden  wir  die  Schwingungsdauer 

^  =  ^  yä ,  ^4  =  ^  yi  ,   ...  tm=  hi^  .  .  (2a) 

beobachten.  Setzen  wir  den  letzten  allgemeinen  Wert  in  die 
Gl.  (2)  ein,  so  ergibt  sich  mit  a«  =  —    eine  Beschleunigung   von 


"nt 


oder 

^-^{2     =    —   «2X (3) 

Wir  werden  also  der  Vergröfserung  des  schwin- 
genden Körpers  durch  Hinzufügung  eines  derselben 
proportionalen  Faktors  zur  Beschleunigung  gerecht, 
während  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  stehende  Be- 
wegungsursache —  im  vorliegenden  Falle  die  momentane 
Auslenkung  und  ein  nur  von  den  Eigenschaften  des  elastischen 
Stabes  abhängiger  Faktor  —  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen 
für  alle  Körper  dieselbe  bleibt.  Die  Bewegungsursache  bezeichnen 
wir  nun  allgemein  als  die  den  Körper  treibende  Kraft,  den 
zur  Beschleunigung  hinzutretenden  Faktor  m  dagegen  als  seine 
Masse. 

Zur  Messung  der  Grölse  der  Kraft  bedienen  wir  uns  zweck- 
mälsig  der  wenigstens  für  jeden  Ort  der  Erdoberfläche  kon- 
stanten Erdbeschleunigung  ^,  deren  Produkt  mit  der 
Körpermasse  wir  das  Gewicht  des  Körpers  nennen  und 
in  der  Folge  mit  Q  bezeichnen  wollen.  Diese  Definition  setzt 
allerdings  schon  voraus,  dafs  die  Masse  eine  dem  Körper 
selbst  eigentümliche  Konstante  ist.  Für  unseren 
Schwingungs versuch,  dem  die  Gl.  (3)  entspricht,  trifft  dies  in  der 
Tat  zu,  da  die  Kraft  nur  von  der  Auslenkung  abhängig,  dieser 
wieder  die  Beschleunigung  proportional  war,  so  dafs  der  Quotient 
aus  der  so  definierten  Kraft  und  der  Beschleunigung  konstant 
blieb;  für  andere  Erscheinungen  müfsten  wir  diesen  Nachweis, 
streng  genommen,  erst  erbringen. 
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Als  Einheit  der  Kraft  wählen  wir  dabei  den  von  einem  Liter 
(d.  i.  1  cdm)  Wasser  bei  4^0.,  welches  wir  uns  in  ein  Gefäfs 
von  1  qdm  Bodentiäche  eingeschlossen  denken,  auf  diese  Fläche 
ausgeübten  Druck  und  nennen  denselben  1  Kilogramm  (kg). 
Ein  Körper  von  G  kg  Gewicht  übt  demnach  auf  einer  Unterlage 
im  Ruhezustande  einen  ebenso  grolsen  Druck  aus,  wie  O  Liter 
Wasser  in  einem  prismatischen  Gefälse  mit  einem  horizon- 
talen konstanten  Querschnitt  von  1  qdm  auf  die  Bodenfläche 
von    derselben   Grölse.     Ver-      y/A;^ 


yy 


rig.  80. 


hindern  wir  einen  Körper  von 
6r  kg  Gewicht  durch  Befesti- 
gung an  einem  Faden,  der 
Erdbeschleunigung  zu  folgen, 

so  übt  er  auf  diesen  Faden,  der  in  der  Ruhelage  zugleich 
die  Richtung  der  Beschleunigung  angibt,  einen  Zug  von 
G  kg  aus.  Hjingen  wir  schliefsHch  diesen  Faden  an  das  Ende 
unseres  jetzt  horizontal  eingespannten  elastischen  Stabes  (Fig.  80), 
so  können  wir  die  einer  Auslenkung  x  entsprechende  Kraft  direkt 
in  Kilogramm  messen  und 

setzen.  In  derselben  bezw.  analogen  Weise  können  wir  aber 
alle  anderen  in  der  Natur  auftretenden  Kräfte  mit  Gewichten 
vergleichen  und  so  die  Richtigkeit  der  Proportionalität  zwischen 
der  auf  einen  Körper  wirkenden  Kraft  P  und  seiner  augenblick- 
lichen Beschleunigung  j?  nachweisen  und  allgemein,  unter  m  die 
Masse  dieses  Körpers  vom  Gewichte  (r  verstanden. 


P        G 

m  =  —  =  — 

p       g 


(4) 


setzen.  Das  Gewicht  der  Masseneinheit  w  =  1  folgt  hieraus  zu 
Ol  =  g,  also,  wenn  wir  die  Erdbeschleunigung  in  Metern  pro 
Sekunde  ausdrücken,  zu  Gi  =  9,81  kg. 

An  den  Begriff  der  Masse  eines  Körpers  schliefst  sich  der- 
jenige seiner  Dichte  oder  Dichtigkeit  d  an,  welche  nichts 
anderes  als  die  in  der  Volumeneinheit,  d.  i.  einen  Liter  des 
Körpervolumens  V  enthaltene  Masse  bedeutet.  In  der  Technik 
benutzt  man  statt  dessen  lieber  den  Begriff  des  spezifischen 
Gewichtes  y,  d.  i.  des  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen 
Gewichtes,  sowie  seines  reziproken  Wertes,   des  spezifischen 
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Volumens  v.  Danach  bestehen  zwischen  diesen  Gröfsen  die 
leicht  übersichtlichen  Beziehungen 

m  =  Vd  ,      G  =  Vy  ,      V  =  Gv  .     .     .     .     (5) 

von  denen  wir  in  der  Folge  öfters  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Führen  wir  statt  des  Gewichtes  die  Erdbeschleunigung  durch 
G  =  mg  ein,  so  erhalten  wir  die  Formeln 

yv  =  1  ,      gö  =  y  ,      gdv  =  1    .     .     .     .    (5a) 

in  denen  nur  noch  Werte  vorkommen,  welche  von  der  Masse 
und  dem  Volumen  des  Körpers  unabhängig  sind. 

Lassen  wir  dieselbe  Kraft  P,  wie  in  dem  Beispiel  am  Ein- 
gang dieses  Paragraphen  nacheinander  auf  verschiedene  Massen 
einwirken,  so  beobachten  wir  nach  GL  (4)  um  so  kleinere  Be- 
schleunigungen, je  grölser  die  Massen  sind  und  zwar  gleichgültig, 
ob  die  Körper  vorher  im  Zustande  der  Bewegung  oder  der  Ruhe 
waren.  Wir  schreiben  darum  der  Masse  die  Eigenschaft  der 
Trägheit  zu,  vermöge  deren  sie  das  Bestreben  hat,  in  gleich- 
förmiger, geradliniger  Bewegung  bezw.  in  der  Ruhe,  für  welche 
beide  die  Beschleunigung  i?  =0  wird,  zu  verharren.  Beobachten  wir 
also  an  einem  Körper  eine  Veränderung  der  Geschwindigkeit  oder  der 
Bewegungsrichtung,  so  werden  wir  stets  nach  einer  Ursache  hier- 
für, d.  h.  nach  einer  Kraft  zu  fragen  haben.  In  diesem  Sinne  ist 
das  Gewicht  eines  frei  herabfallenden  Körpers  die  Ursache  der 
Beöchleunigung  desselben,  weshalb  man  es  auch  als  die  von  der 
Erde  auf  dem  Körper  ausgeübte  Kraft,  die  Schwerkraft  be- 
zeichnen kann.  Da  nun  die  Masse  eines  Körpers  unveränderlich, 
die  Erdbeschleunigung  dagegen,  wie  wir  früher  sahen,  eine  Funk- 
tion des  Ortes  ist,  so  stellt  auch  das  Gewicht  des  Körpers  kein 
absolutes  Kraftmafs  dar.  Würde  man  z.  B.  den  in  Fig.  80  an- 
gedeuteten Versuch  der  Auslenkung  eines  federnden  Stabes  durch 
das  Gewicht  G  einmal  in  unseren  Breiten  und  dann  am  Äquator 
wiederholen,  so  würde  man  in  letzterem  Falle  eine  etwas  geringere 
Auslenkung  beobachten  wie  in  ersterem.  Wenn  man  sich  trotz- 
dem nicht  nur  in  der  Technik,  sondern  auch  in  der  Physik 
häufig  mit  der  Kraftmessung  durch  Gewichte  begnügt,  so  geschieht 
dies  wesentlich  aus  Bequemlichkeit.  Überdies  bietet  es  keine 
Schwierigkeit,  die  an  verschiedenen  Orten  erhaltenen  Gewichte 
nach  Division  mit  den  zugehörigen  Werten  der  Erdbeschleuni- 
gung miteinander  zu  vergleichen. 
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Aulser  der  Gröfse  einer  Kraft  haben  wir  noch  zwei  andere 
ihrer  Elemente  zu  untersuchen,  nämlich  ihren  Angriffsort  und 
ihre  Richtung.  Den  AngrifEsort  des  Gewichtes  eines  Körpers, 
welcher  auf  einer  Unterlage  ruht,  bilden  alle  diejenigen  Stellen, 
in  denen  der  Körper  die  Unterlage  berührt.  Ist  der  Körper  eine 
Flüssigkeit,  so  berührt  dieselbe  die  ganze  darunter  befindliche 
Bodenüäche  gleichmäfsig,  so  dals  diese  den  Angriffsort  des  Ge- 
wichtes bildet.  Wir  werden  später  sehen,  dals  auch  der  Angriffsort 
des  Gewichtes  fester  Körper  sich  stets  auf  eine  oder  mehrere 
Flächen  verteilt,  in  denen  die  Berührung  mit  der  Unterlage  statt- 
findet. Ist  der  Körper  an  einem  Faden  aufgehängt,  so  bildet  die 
Verbindungsstelle  des  Fadens  mit  dem  Körper  den  Angriffsort 
des  Gewichtes;  man  erkennt,  dals  er  auch  in  diesem  Falle  stets 
eine  Fläche  sein  wird. 

Teilen  wir  den  Körper  in  beliebig  viele  Teile,  so  finden  wir, 
dafs  jedem  derselben,  so  klein  wir  ihn  auch  wählen  mögen,  ein 
Gewicht  zukommt.  Wh*  schlieisen  daraus,  dals  der  Angriffsort 
der  Schwerkraft  sich  auf  die  ganze  Masse  eines  Körpers  kon- 
tinuierlich verteilt,  d.  h.  dafs  er  in  diesem  Falle  mit  dem  vom 
Körper  eingenommenen  Volumen  zusammenfällt.  Wir  können 
demnach  mit  Thomson  und  Tait  zweierlei  Kräfte  unter- 
scheiden, von  denen  wir  diejenigen  mit  Flächenangriff  als  D  r  u  c  k  - 
kräfte,  diejenigen  mit  räumUchem  Angriffsort  als  Massen- 
kräfte bezeichnen  wollen.  Bisweilen  spricht  man  auch  unter 
Vernachlässigung  der  Flächen  und  Raumausdehnung  von  einem 
punktförmigen  Angriff  oder  kürzer  dem  Angriffspunkt  einer 
Kraft,  in  den  man  sich  auch  die  Masse  des  der  Kraft  unterworfenen 
Körpers  konzentriert  denken  kann.  Ein  solcher  sogen,  mate- 
rieller Punkt  ist  natürlich  ebenso  wie  der  Angrifepunkt  einer 
Kraft  nur  eine  Abstraktion,  durch  welche  die  Untersuchung 
gewisser  Vorgänge  erleichtert  wird. 

Die  Richtung  einer  Kraft  identifizieren  wir  nun 
mit  derRichtung  der  von  ihr  aus  geübten  Beschleu- 
nigung. Handelt  es  sich  demnach  um  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft,  so  kann 
man  dieselbe  als  eine  von  demselben  als  Angriffspunkt  aus- 
gehende Strecke,  einen  sogen.  Vektor,  darstellen.  Dieses  Ver- 
fahren haben  wir  aber  schon  auf  die  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen   angewandt    und   gelangten    dadurch   zu   den 
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bekannten  Regeln  über  die  graphische  Zusammensetzung  dieser 
Gröfeen.  Die  Übertragbarkeit  derselben  auf  Kräfte  iäfst  sich  nun 
leicht  durch  einen  Versuch  nachweisen.    Wir  befestigen  (Fig.  81) 

3  an  zwei  Punkten  A  und  B  unter 
Zwischenschaltung  zweier  sogen. 
Spiralfedern  A  A^  und  B  B^  einen 
Faden  A^  C  Bi  und  hängen  im 
Punkte  C  desselben  ein  Gewicht  G  auf. 
Danach  beobachten  wir  die  Ausdehnung  der 
beiden  Federn  sowie  die  Winkel  a  und  ß  des 
Fadens  mit  der  Vertikalen  durch  C,  welche 
zugleich  die  Richtung  der  Kraft  G  angibt. 
Bestimmen  wir  schliefslicb  durch  besondere 
Belastung  die  beiden  Gewichte  G^  und  G^, 
welche  an  den  beiden  Federn  die  vorher 
beobachteten  Ausdehnungen  hervorgerufen 
Q^  haben,  so  zeigt  sich,  dafs  für  alle  Lagen  des 
Punktes  C,  d.  h.  für  alle  in  unserer  An- 
ordnung möglichen  Winkel  a  und  ß 
Gl  cos  a  -{-  G2  cos  ß  =  G 
Gl  sin  a  -^  G2  sin  ß  =  0 
sein  wird.  Dies  entspricht  aber  einer  Zusammensetzung 
der  beiden  Kräfte  Gi  und  G2  nach  der  Parallelo- 
grammregel (siehe  Fig.  81a)  zu  einer  resultierenden 
Kraft,  welche  dem  Gewichte  G  gleich  und  entgegengesetzt 
gerichtet  ist  bezw.  der  Zerlegung  dieser  Kraft  6r  in  zwei 
Kräfte  Gi  und  G2.  Die  sog.  Resultante  kann  man  dann 
wiederum  mit  einer  weiteren  Kraft  nach  derselben  Regel  zu- 
sammensetzen u.  s.  w.,  oder  jede  der  Kräfte  Gi  und  G2  weiter 
zerlegen.  Für  die  analytische  Behandlung  ist  allerdings  die 
Zerlegung  jeder  Kraft  in  zwei  sog.  Komponenten  nach  den 
Achsenrichtungen  eines  ebenen,  bezw.  in  drei  Komponenten 
nach  den  Richtungen  eines  räumlichen  Systems  analog  der  Gl.  (6) 
bequemer,  wobei  man  nur  zu  beächten  hat,  dafs  das  System 
nicht  notwendigerweise,  wie  dort,  eine  mit  der  Resultante  oder 
irgend  einer  Kraft  gleichgerichtete  Achse  zu  besitzen  braucht. 
Greift  demnach  an  einem  Punkte -4,  dem  gemein- 
samen Angriffspunkt,  eine  beliebige  Anzahl  von 
Kräften  P1P2.  .  P«  mitdenRichtungswinkeln  «1/^1^1.. 


} 


(6) 
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««i^»yn  gegen  die  drei  Achsen  eines  rechtwinkligen 
Systems  an,  so  bestimmt  sich  die  Resultante  P  der- 
selben und  ihre  Richtungswinkel  aßy  durch  die 
Gleichungen 

P  cos  a  =  Pi  cos  Ol  -|-  P2  cos  «2  +  •  •      ~h  -P»  CöS  a„  1 

p  cos  /?  =  Pi  cos  /?i  4-  P2  cos  1^2  -f  .  .     +  -P-  cos  ßn  >    (7) 

p  cos  y  ==  Pi  cos  yi  -|-  P2  cos  72  +  •  •     +  -P«  cos  y„  | 

Dieselben  schreibt  man,  unter  Einführung  der  Buchstaben 
X,  Y,  Z  für  die  Projektionen  der  Kräfte  P  auf  die  3  Achsen 
auch  wohl  in  der  Form 


z  =  :sz 


(7a) 


X  =  :sx , 

Sie  besagen  jedenfalls 
nichts  anderes,  als  dafs 
man  die  Vektoren  einer 
beliebigen  Anzahl  von 
Kräften  mitgemein- 
eamem  Angriffspunkt 
direkt  aneinander 
zu  reihen  hat,  um 
den  Vektor  der  Re- 
sultante als  Verbin- 
dungslinie des  Aus- 
gangspunktes mitdem 
Endpunkte  des  letz- 
ten Kraftvektors  zu 
erhalten  (siehe  Fig. 82). 

Dieser  für  die  Folge  überaus  wichtige  Satz  ist,  wie  hier  be- 
sonders betont  werden  soll,  lediglich  ein  Ergebnis  der 
Erfahrung  (aleo  z.  B.  des  oben  geschilderten  Versuches  mit 
dem  am  Faden  AGB  aufgehängten  Gewicht)  und  kann  auf 
keine  Weise  etwa  selbst  deduktiv  abgeleitet  werden.  Aus  ihm 
folgt  rückwärts  mit  der  Festsetzung,  dals  die  Kraftrichtung  mit 
der  Richtung  der  von  ihr  hervorgerufenen  Beschleunigung  zu- 
sammenfällt, eine  ganz  analoge  Zusammensetzung  verschiedener 
Beschleunigungen  zu  einer  resultierenden  Beschleunigung.  Zu 
diesem  Satze  waren  wir  aber  schon  in  §  9  auf  rein  deduktivem 
Wege  gelangt,  womit  indessen  nur  unsere  Festsetzung  über  die 
Grölse  und  Richtung  der  Kraft  ihre  Bestätigung  findet. 


Flg.  82. 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  sämtlichen  an  einem  materiellen 
Punkte  mit  der  Masse  m  angreifenden  Kräfte  zu  einer  Resultante 
mit  den  Koordinaten  X,  Y,  Z  vereinigt,  so  ergibt  die  Verbindung 
unserer  Definitionsformeln  für  die  Kraft  mit  den  Sätzen  über 
die  Zerlegung,  sowie  die  Zerlegung  der  Beschleunigung  in  drei 
Komponenten  nsich  den  Koordinatenrichtungen  eines  räum- 
lichen Systems  die  Fundamentalgleichungen  der  Be- 
wegung 

d^x  d^y  d^z 

mj^  =  X,    mj^^Y  ,    mj^  ==  Z  .     .     .    (8) 

In  derselben  erkennt  man,  da  die  zueinander  senkrechten 
Komponenten  X,  Y,  Z  auch  als  voneinander  ganz  unabhängige 
Kräfte  angesehen  werden  können,  dafs  die  Wirkungen 
dieser  Kräfte  auf  einen  materiellen  Punkt  von- 
einander unabhängig  sind.  Dieser  Satz  dient  nicht  selten 
statt  der  von  uns  benutzten  Beobachtung  als  empirische  Grund- 
lage für  die  Theorie  der  Kräfte,  aus  der  man  dann  umgekehrt 
die  Regel  für  diese  Zusammensetzung  herleiten  kann. 

Verschwinden  die  Komponenten  der  Beschleunigung  in 
Gl.  (8),  d.  h.  befindet  sich  der  betrachtete  materielle 
Punkt  im  Zustande  derRuheoderder  gleichförmigen 
Bewegung,  so  verschwinden  auch  die  KomponentenZ, 
Y,  Z  der  resultierenden  Kraft 

P   =    yZ2"+T2~+Z2" (9) 

Das  aus  den  Einzelkräften  Pi  P2  •  •  •  -Pn  gebildete  räumliche 
Polygon  wird  in  diesem  Falle  insofern  geschlossen,  alß 
der  Endpunkt  des  letzten  Kraftvektors  {P^)  mit  dem  Anfangs- 
punkte des  ersten  (Pj)  zusammenfällt.  Die  Einzelkräfte  be- 
finden sich  alsdann  nach  dem  Sprachgebrauch  mit- 
einander im  sog.  Gleichgewicht  oder  auch,  jede  Einzel- 
kraft hebt  die  Wirkung  aller  anderen  zusammen- 
genommen auf. 

Erfolgt  die  Einwirkung  einer  Kraft  auf  einen  Körper  durch 
Vermittlung  eines  anderen,  so  bildet  die  Berührungsfläche  beider 
den  AngrifEsort  der  Kraft.  Dieselbe  wirkt  dann  erfahrungs- 
gemäls  auf  beide  Körper  in  gleicher  Stärke  aber 
entgegengesetzter  Richtung.   Dieser  Satz  von  der  Gleich- 
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heit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  gilt  auch  für  solche 
Elräfte  zwischen  zwei  Körpern,  deren  Übertragung  ohne 
materielle  Verbindung  erfolgt,  z.  B.  für  die  zwischen  den 
Himmelskörpern  wirksamen  Anziehungskräite  bezw.  die  Anziehung 
und  Abstolsung  von  Magnetpolen  oder  elektrisch  geladenen 
Körpern.  Derartige  Kräfte  bezeichnete  man  früher,  ohne  sich 
von  ihrer  Übertragung  durch  den  Raum  eine  Vorstellung  zu 
bilden,  als  Fernkräfte,  während  man  in  der  modernen  Physik 
bestrebt  ist,  sie  ebenfalls  auf  Nahewirkungen  durch  Vermittlung 
eines  den  Raum  erfüllenden  Mediums,  des  sog.  Äthers  zurück- 
zuführen. 

Um  sich  den  Satz  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und 
Gegenwirkung  klar  zu  machen,  braucht  man  blofs  an  einen 
schweren  Körper  zu  denken,  der  auf  einer  Unterlage  ruht,  so 
dafs  er  der  Erdbeschleunigung  nicht  folgen  kann.  Sein  Gewicht 
ist  hier  die  auf  die  Unterlage  wirkende  Kraft,  mit  welcher  die 
Gegenwirkung  der  Unterlage  auf  den  Körper  im  Gleichgewichte 
steht.  Die  Resultante  einer  Anzahl  von  Kräften  an  einem 
materiellen  Punkte  ist  darum  von  derselben  Gröfse,  aber  um- 
gekehrter Richtung,  wie  die  Gegenwirkung  dieses  Punktes,  welche 
die  Resultante  aufhebt.  Für  die  Gegenwirkung  ist  es  nun  offenbar 
gleichgültig,  ob  die  Kraft  unmittelbar  oder  erst  durch  Vermittlung 
eines  weiteren  Körpers,  z.  B.  eines  starren  Stabes  oder  eines 
Fadens  angreift,  sofern  sie  uns  in  ihrer  eigenen  Richtung  durch 
den  vermittelnden  Körper  fortgeleitet  wird.  So  könnte  man  z.  B. 
bei  der  Anordnung,  Fig.  81,  welche  uns  auf  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften  führte,  unbedenklich  das  Gewicht  G  un- 
mittelbar im  Punkte  C  aufhängen  oder  durch  einen  dünnen 
Stab  von  oben  auf  C  drücken  lassen,  ohne  dafs  sich  am  Gesamt- 
ergebnis etwas  ändern  würde,  wenn  man  von  dem  Gewichte 
des  Fadens  bezw.  des  Stabes  als  unerheblich  gegen  G  absehen 
darf.  Eine  Kraft  kann  demnach  in  ihrer  eigenen 
Richtung  von  einem  Angriffspunkt  nach  einem 
anderen  verschoben  werden,  sofern  die  beiden 
Punkte  miteinander  in  einer  solchen  Verbindung 
stehen,  dals  die  Fortleitung  oder  die  Übertragung 
der  Kraft  möglich  ist. 
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§  23.    Die  allgemeine  Schwere. 

Das  Gewicht  als  Resultante  der  Elementaranziehungen.  Wirkung  einer 
Kugelschale  auf  eitien  äufseren  und  einen  inneren  Massenpunkt.  Be- 
stimmung der  mittleren  Dichte  der  Erde  und  Berechnung  der  Gaufs- 
schen  Zahl  Anziehung  zweier  kugelförmiger  Weltkörper.  Relative 
Beschleunigung  derselben  gegen  einander.  Theorie  von  Ebbe  und  Flut. 
Das  dritte  Kepplersche  Gesetz   und  die  Massen   der  Himmelskörper. 

Die  Schwerkraft  ist  unstreitig  die  wichtigste  aller  treibenden 
Kräfte,  mit  denen  wir  in  der  Natur  und  Technik  zu  rechnen 
haben.  DaTs  die  ihr  entsprechende  Beschleunigung  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Anziehungs- 
zentrum war,  haben  wir  schon  früher  aus  den  Gesetzen  der 
Planetenbewegung  abgeleitet,  wobei  wir  infolge  der  Kleinheit 
der  Dimensionen  der  einander  anziehenden  Körper  gegenüber 
ihren  Entfernungen  diese  Körper  als  punktförmig  ansehen 
konnten.  Gilt  nun  das  Newtonsche  Gesetz  ganz  allgemein,  so 
ziehen  z.  B.  alle  Elemente  des  Erdballes  alle  Elemente  eines  an 
der  Erdoberfläche  befindlichen  Körpers  derart  an,  dafs  das 
Gewicht  desselben  die  Resultante  aller  dieser  Einzelkräfte  darstellt. 
Die  elementare  Anziehungskraft  dP  ist  demnach  auch  propor- 
tional dem  Produkte  je  zweier  in  Wechselwirkung  stehender 
Massenelemente  dm  und  dm'y  so  dals  wir  dafür  auch  schreiben 

können  ,        ,    , 

,  ^         .dm  •  am 

dP  =f        ,^,2- (1) 

worin  r  die  gegenseitige  Entfernung  der  Massenelemente  und/ 
eine  Konstante,  die  sog.  Gaufs'sche  Zahl  bedeutet,  deren 
Wert  von  der  Wahl  der  Mafseinheiten  für  P,  w,  w'  und  r  ab- 
hängt. Sie  ist  also  nichts  anderes  als  die  Kraft,  mit  der  zwei  Massen- 
einheiten (von  je  9,81  kg  Gewicht  an  der  Erdoberfläche)  im 
Abstände  von  1  m  einander  anziehen.  Handelt  es  sich  um  die 
Schwere  eines  irdischen  Körpers,  so  kann  derselbe  gegenüber 
den  gewaltigen  Dimensionen  des  Erdballes  stets  als  so  klein  an- 
gesehen werden,  dafs  seine  Masse  m'  in  einem  Punkte  konzen- 
triert zu  denken  ist.  Dies  hat  für  die  weiteren  Betrachtungen 
den  grofsen  Vorteil,  dals  wir  für  die  Ermittelung  der  Resultante 
nicht  mehr  über  beide  Körper,  wie  Gl.  (1)  vorschreibt,  zu  inte- 
grieren haben,  sondern  uns  mit  der  Näherungsgleichung 

dP  =  fm^-^ß (la) 
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begnügen  dürfen.  Die  Erde  selbst  wollen  wir  uns  aus  lauter 
konzentrischen  Kugelschalen  zusammengesetzt  denken ,  deren 
Dichte  sich  nur  in  radialer  Richtung  ändern  möge.  Jede  einzelne 
dieser  unendlich  dünnen  Kugelschalen  besitzt  demnach  eine 
homogene  Massenverteilung.  Ist  m  die  Gesamtmasse  einer 
solchen  Schale  vom  Radius  Oq,  so  kommt  einem  Flächenelemente 
dF  nur  noch  die  Masse 

dF 


dm 


m 


471  Oo^ 

zu.     Dieses   Element  übt  nun  auf  einen  im  Abstände  r  davon 
befindhchen  punktförmigen  Körper  m'  die  Anziehungskraft 


dP  =f 


mm 


dF 
47rao' 


(ib) 


aus. 


Um  hieraus  die  Resultante  zu  ermitteln,  verbinden  wir  zu- 
nächst w'  mit  dem  Kugelzentrum ;  der  Abstand  beider  sei  J.  0  =  Vq 
(Fig.  83).  Alsdann  ist  evident,  dafs  die  Resultante  nur  in  die 
Richtung  dieser  Zentrale 
fallen  kann,  so  dals  wir 
lediglich  die  entsprechen- 
den Elementarkomponen- 
ten zu  bilden  und  zu 
summieren  haben.  Be- 
deutet nun  (jp  den  Winkel 
des  veränderlichen  Ab- 
standes  r  mit  der  Zentrale 
A  O,  so  ergibt  sich  sofort  die  gesuchte  Elementarkomponente  der 
Anziehungskraft  B  in  der  Richtung  ÄO  durch  Multiplikation 
von  (Ib)  mit  cos  (jp,  also  zu 

dF 


Fig.  83. 


dB   =  f 


m'  m 


^noo 


2  cos  (jp 


(2) 


und  daraus  die  Resultante 


7?  —  /•  ^'^    C^F . 


cos  (jp 


(3) 


Die  hierin  angedeutete  Integration  ist  über  alle  Flächen- 
elemente, d.  h.  über  die  ganze  Kugelschale  zu  erstrecken.  Sie 
gelingt  am  einfachsten,  wenn  wir  sowohl  dF  wie  auch  cos  (jp 
durch  die  veränderliche  Entfernung  r  ausdrücken.    Bezeichnen  wir 
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noch  mit  &  den  Winkel  des  dem  Plächenelemente  e?  i^  zugehörigen 
Radius  mit  der  Zentrale  Ä  0,  so  können  wir,  da  derselbe  Winkel 
allen  Elementen  mit  demselben  r  zukommt,  unter  dF  aucli 
die  mit  dem  Bogenelemente  UqüIS-  durch  Rotation  um  Ä  0  be- 
schriebene Zone  verstehen,  und  setzen 

dF  =  2nao^  sin  &d&. 
Anderseits  ist  aber  auch 

r2  =  ro2  +  «0^  +  aoo^o  cos  d- 
oder 

rdr  =  —  OoTq  sin  &d&y 

so  dafs  wir  für  unser  Flächenelement  haben 

dF  =  —    — — -  dr (4) 

Den  Winkel  cp  eliminieren  wir  durch  die  Gleichung 

r  cos  (jp  —  Oq  cos  d-  =  tq 

und    erhalten    wieder    unter    Zuhilfenahme    der    Formel    r^  = 

r(?  +  oo^  +  2ao^o  cos  ^ 

^0  +  «0  cos  ^         r2  +  ro2  —  Oq^ 
cos  o)  = =     ^ ...     (5) 

Führen  wir  jetzt  die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  in  die  Gl.  (3)  für 
die  Resultante  ein,  so  nimmt  diese  die  Form  an 

m'  m    f  /^    ,    r(p-  —  a^p- 
4fl^ro^ 

Ob  die  Masse  m'  innerhalb  oder  aulserhalb  der  Kugelschale 
lag,  war  für  unsere  bisherige  Ableitung  ganz  gleichgültig.  Für 
die  Auswertung  des  Integrals  (3  a)  ist  jedoch  darauf  Rücksicht  zu 
nehmen,  da  hierdurch  die  als  Integrationsgrenzen  dienenden 
Maximal-  und  Minimalwerte  von  r  bestimmt  werden.  Liegt  die 
Masse  m'  aulserhalb  der  Kugelschale,  d.  h.  ist  ^q  >  Oo»  so 
sind  die  Integrationsgrenzen  r^  —  a^  und  r^  -[-  «o»  durch  deren 
Einführung  man  aus  (3  a)  erhält 

i2.  =  -/^ (6) 

Für  eine  innen  liegende  Masse  m'  also  mit  r^  <ia  sind 
dagegen  als  Integrationsgrenzen  Oq  —  ^o  ^^^  a^  +  r^  zu  setzen, 
womit  (3  a)  übergeht  in 

Bi  =  0 (7) 


^  =  -fi^.W  +  '^^^W-    .    .    .(3a) 
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Wir  erkennen  also,  dalseine  homogene  Kugelschale 
auf  einen  äufsern  Massenpunkt  ebenso  wirkt,  als 
wenn  ihre  eigene  Masse  im  Zentrum  vereinigt  wäre, 
während  sie  auf  einen  innen  liegenden  Massenpunkt 
überhaupt  keine  Wirkung  ausübt.  Demnach  wird 
auch  eine  aus  lauter  konzentrischen,  in  sich  homo- 
genen Kugelschalen  bestehende  Vollkugel  nach 
aulsen  hin  ebenso  wirken,  als  wäre  ihre  Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt,  während  ein  im  Innern  der 
Vollkugel  befindlicher  Punkt  nur  von  derjenigen 
Masse  angezogen  wird,  welche  in  der  durch  diesen 
Punkt  um  den  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel 
enthalten  ist. 

Die  Anziehungskraft  des  Erdballes  an  seiner  Oberfläche  und 
damit  die  Beschleunigung^  der  Schwere  ebenda  ist  somit  unab- 
hängig von  der  darüber  befindhchen  Atmosphäre,  sofern  wir 
nur  in  ungefährer  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  voraus- 
setzen, dals  deren  Dichte  sich  nur  in  radialer  Richtung  ändert. 
Dürfen  wir  auch  die  ganze  Erde  uns  aus  konzentrischen  homo- 
genen Kugelschalen  zusammengesetzt  denken,  was  angenähert 
wohl  zuzugeben  ist,  so  können  wir  die  oben  erhaltenen  Sätze 
zur  Bestimmung  ihrer  Masse  bezw.  ihres  mittleren  spezifischen 
Gewichtes  benutzen.  Dazu  bieten  sich  zwanglos  zwei  verschiedene 
Methoden.  Die  erste,  von  Cavendish 
(1798)  ausgebildete  läuft  auf  den  Vergleich 
der  Erdanziehung  mit  derjenigen  einer  be- 
kannten grofsen  Masse,  z.  B.  einer  Blei- 
kugel hinaus,  während  die  zweite  von 
Airy  (1856)  angegebene  auf  dem  Unter- 
schiede der  Anziehung  und  damit  der  Erd- 
beschleunigung g  an  der  Erdoberfläche  und 
in  einer  Tiefe  h  beruht.  ^«-  *^- 

Nennen  wir  die  letztere  g',  das  mittlere  spezifische  Gewicht 
der  Kugel  mit  dem  Radius  a^  —  ä,  worin  a^  entsprechend  Fig.  84 
den    Erdradius    bedeutet,    y,    so    ist   die    Masse    dieser    Kugel 

—  TT  (oo  —  Ä)3  ^,   und  daher  die  Anziehungskraft  in  der  Tiefe  h 
3  g 


4      (on  —  K)^  y  4  y 


(8) 


Lorenz,  Techn.  Mechanik. 
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Die  Anziehungskraft  an  der  Erdoberfläche  auf  dieselbe 
Masse  m  ist  mg;  dieselbe  setzt  sich  anderseits  zusammen  aus 
der  Anziehung  der  inneren  Kugel  vom  spezifischen  Gewichte  y 
und  der  eben  abgeleiteten  Masse,  sowie  aus  derjenigen  der 
Kugelßchale  von  der  Dicke  ä.    Deren  Masse  ist  aber,  wenn  wir 

ihr  mittleres  spezifisches  Gewicht  mit  /  bezeichnen,  47r  a^Ä  ^,    und 

daher  ist  die  Gesamtanziehungskraft    auf   die   an    der  Erdober- 
fläche, also  im  Abstände  Oq  vom  Zentrum   beflndliche  Masse  m 

mg  =  <—  71 s ö f  '^f 

oder  auch  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  des  sehr 
kleinen  Verhältnisses  h  :  % 


Eliminieren  wir  aus  (8)  und  (9)  den  Faktor  /,  so  folgt 


(9) 


7 


~  S\     h      g'  h      ) 


oder  mit  Vernachlässigung  des  Produktes  (l  —  -^J  Aals  kleiner 
Wert  höherer  Ordnung  gegenüber  dem  Produkte  (1 — ^)^ 

3/^3Ä  V         J ^  ^ 


y 

Nun  fand  Airy   durch  Pendelbeobachtungen    an    der  Erdober- 
fläche und  in  einem  Schachte  von  ä  =  383  m  Tiefe 


g'       19  200' 
woraus  mit  «o  =  6370000  m 

/  =  0,38  / 

folgt.  Das  spezifische  Gewicht  y'  der  Gesteine  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  schwankt  zwischen  2  und  2,5,  wonach  y  zwischen 
5,2  und  6,6  liegen  würde.  In  der  Tat  haben  noch  genauere 
Versuche  nach  der  anderen  Methode,  z.  B.  von  Reich,  einen 
mittleren  Wert  von  y  =  5,58  ergeben. 
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Damit    aber    sind    wir    auch    imstande,    die   Gaulssche 
Zahl   zu  bestimmen.    Die  Masse  der  ganzen  Erde   ist   nämlich 

also  die  Beschleunigung  an  der  Oberfläche 

"0        •'         y 
Setzen  wir   hierin  g  =  9,81  m/sek2,   Oo  ==  6370000  m,  y  = 
5  580  kg/cbm,  so  folgt 

/  =  j-^—  =  648  •  10        kg. 

also   ein  aulserordentlich    kleiner  Wert   für  die  Anziehungskraft 
zweier  Masseneinheiten    im  Abstände    von  1  m.    Daher   konunt 
es  auch,   dals   wir   die  gegenseitige  Anziehungskraft 
von    Körpern    an    der    Erdoberfläche    nur    mit    den 
feinsten  Beobachtungsmitteln  feststellen  können, 
und  von  ihrer  Berücksichtigung  gegenüber  der  Erd- 
schwere  selbst  für  praktische  Zwecke   gänzlich  ab- 
sehen   dürfen.      Für    die   Technik    ist   dieses  Ergebnis    von 
gxöfster  Wichtigkeit,  da  sich  sonst  die  an  sich  schon  verwickelten 
Bewegungserscheinungen  und  Kraftwirkungen   kaum  noch  über- 
blicken,  geschweige  denn  rechnerisch   verfolgen  lassen  würden. 
Anders  liegt  die  Sache  bei  der  Anziehung  der  Himmels- 
körper,  vor  allem  der  Planeten   und  der  Sonne,   welche,   wie 
die    Beobachtung    lehrt,    durchweg    nahezu    kugelförmig    sind. 
Unter   der  auch   hier   wohl  zulässigen  Annahme,    dals  dieselben 
aus  konzentrischen   in  sich  homogenen  Kugelschalen   bestehen, 
dürfen  wir   die  Wirkung   einer  jeden  solchen  Kugel   auf   einen 
äulseren  Massenpunkt    mit   der    in   ihrem  Mittelpunkt    konzen- 
trierten eigenen  Masse  m  identifizieren.     Dies  gilt  auch  für  eine 
beliebige  Anzahl  unter  sich  zusammenhängender  äulserer  Massen- 
pTinkte.    Bilden  dieselben  ebenfalls  eine  Kugel  von  der  Masse  m\ 
so  wirkt  dieselbe  auf  die  erste  Kugel  mit  derselben  Kraft  zurück, 
wie  diese  auf  die  Summe  ihrer  einzelnen  Massenelemente.     Wir 
können  uns  demnach  die  Massen  beider  Kugeln  in  ihrem  Mittel- 
punkte vereinigt  denken,    und  haben  schlielslich  für  die  gegen- 
seitige Anziehung  bei  einem  Zentralabstand  r 

^       „mm'  _^^ 

P=f^^ (12) 


11 


• 


! 
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Unter  dem  Einflüsse  dieser  Kraft  erleidet  die  Masse  m  die  ab 
solute  Beschleunigung  ' 


P  =  -=f 


m* 


die  Masse  m*  dagegen 


m       "  r2 


m 


(13) 


(13a) 


welche  infolge  der  Anziehung  der  Beschleunigung  'p  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist.  Da  keine  Drehbeschleunigung  vorliegt,  so 
ist  die  relative  Beschleunigung  der  Masse  m  in  Bezug  auf  vfC 
und  umgekehrt  lediglich  durch  die  Differenz 


i?— y  =  / 


(13b) 


OB 


gegeben.  Von  dieser  Formel  geht  die  ganze  Theorie  der 
Bewegung  der  Himmelskörper  aus,  da  es  sich  bei  dieser  nur 
um  Relativbewegungen,   z.  B.  in  Bezug  auf  das  Sonnenzentrum, 

niemals  aber  um  absolute  Bewegungen  händehi 
kann.  Bevor  wir  hieraus  in  Anknüpfung  an 
die  schon  in  §  12  entwickelte  Planetenbewegung 
einige  weitere  Schlüsse  ziehen,  wollen  wir  noch 
mit  Hilfe  der  oben  erhaltenen  Sätze  den  Ein- 
fluls  eines  Himmelskörpers  auf  die  Beschleuni- 
gung an  der  Oberfläche  eines  anderen,  im 
speziellen  Falle  den  Einfluls  von  Sonne  und 
Mond  auf  die  Erdbeschleunigung  untersuchen, 
wie  er  vor  allem  in  der  Erscheinung  von 
Ebbe  und  Flut  zu  tage  tritt.  Wir  denken 
uns  in  Fig.  85  aufser  der  Erde  A  mit  dem 
Radius  Oq  und  der  Masse  m  einen  anderen 
Himmelskörper  B  mit  der  Masse  m'  im  Zentral- 
abstande J.5  =  r.  Danach  ist  die  Beschleuni- 
gung der  Erde  in  der  Richtung  auf  B  durch  (13) 
an   der  Erdoberfläche   in  0  befindhcher  Körper 

m' 


Flg.  85. 


gegeben.    Ein 

erleidet  nun  einerseits  nach  B  hin  eine  Beschleunigung  /  . —      .», 


m 


nach  der  Erde  aber  eine  solche  von  /  — 7i ,   während  diese    selbst 


«0 


2  » 


m' 


mit/-ö-  nach  B   hin   beschleunigt   wird.     Die  relative    Be 


§  23.    Die  allgemeine  Schwere.  165 

schleunigung  des  Körpers  nach  der  Erde  ist  demnach, 
da  sich  die  letzten  beiden  Beträge  absolut  addieren,  gegeben  durch 

^"^•^^  +/^  —  J  (r^ ao)2 

Setzt  man  hierin  die  von  der  Einwirkung  der  Masse  w'  unabhängige 
Brdbeschleunigung  wieder  gleich  g  und  macht  mit  Rücksicht  auf 
die  Kleinheit  des  Verhältnisses  «o  •  ^  von  der  Vereinfachimg 


Mi+-^?)-^=2 


«0 


9 


Crebrauch,   so  ergibt  sich  die  gesuchte  Relativbeschleunigung  zu 

■='{^-^^i) (") 

Genau  denselben  Ausdruck  erhalten  wir  auch  für  einen  in  2>, 
d.  h.  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  m'  befindlichen  Körper, 
da  hier  in  der  Richtung  auf  die  Erde 

^  ""•^^'"•^^+-^(^+^ 

ist.  Durch  die  obige  Vereinfachung  geht  auch  diese  Formel 
in  (14)  über.  In  den  senkrecht  znÄB  liegenden  Punkten  E  und 
jP  findet  keine  Veränderung  der  Erdbeschleunigung  durch  den 
EinfluXs  von  m'  statt,  während  den  zwischenliegenden  Punkten 
auch  Werte  zwischen  g  und  g'  entsprechen.  Rotiert  nun  die 
Erde  um  eine  ganz  oder  doch  nahezu  senkrechte  Achse  zur 
Bildebene,  so  wird  wahrend  der  Umdrehungsdauer  an  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  die  Erdbeschleunigung  zweimal  ihren 
Maximalwert  g  und  ihren  Minimalwert  g'  annehmen.  Infolge- 
dessen tritt  auch  an  jedem  Punkte  der  freien  Meeresoberfläche 
zweimal  täglich  der  Wechsel  von  Ebbe  und  Flut  ein.  Dabei  ist 
nicht  zu  übersehen,  dafs  hierauf  nicht  allein  die  Sonne,  sondern 
auch  der  Mond  seinen  Einflufs  ausübt;  durch  Zusammenwirken 
beider  wird  die  Beschleunigung  der  Schwere  mehr  oder  weniger 
geschwächt.   Für  den  Mond  hat  man  in  runden  Zahlen  zu  setzen 

r  =  60  •  oo  ,        m'  =  gg  w, 

wenn  a  den  Erdradius  und  m  die  Erdmasse  bedeutet,  und  erhält 
so  aus  (14)  rund 

^'  ""  ^  V^  ""  9500000/ 
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Für  die  Sonne  ist  dagegen 

r  =  23  700  oo  m'  =  355000  w. 

folglich 

^'  ""  ^  V^  ~  18  800000/ 

Der  Einfluls  des  Mondes  ist  demnach  trotz  seiner  Kleinheit 
gegen  die  Sonne  gröfser  als  der  Einflufs  der  letzteren.  Immer- 
hin sind  die  Änderungen  der  Erdbeschleunigung 
durch  diese  Himmelskörper  so  aulserordentlich 
gering,  dafs  sie  für  praktische  Zwecke  nicht  entfernt 
in  Frage  kommen. 

Die  oben  abgeleitete  Formel  (13  b)  für  die  relative  Be- 
schleunigung zweier  Himmelskörper  gegeneinander  gestattet  uns 
nun,  wie  schon  angedeutet,  einige  bisher  noch  nicht  gezogene 
Schlüsse  und  zwar  über  die  Masse  der  Körper.  Wir  müssen, 
\un  diese  abzuleiten,  auf  den  Ausdruck  (5)  in  §  12  für  die  Be- 
schleunigung eines  Planeten,  der  sich  in  einer  elliptischen  Bahn 
um  die  Sonne  bewegt,  zurückgreifen.    Dieselbe  lautete 

47r2a8 

wobei  a  die  halbe  grofse  Achse  der  Ellipse  und  t  die  Umlauf szeit 
des  Planeten  bedeutete.  Verbinden  wir  diese  Formel  mit  der 
•obigen  (13  b)  durch  pr  =  p'  —  p,  so  folgt 

(n»  +  '«')4^=$ d«) 

Ist  darin  rnf  die  Sonnenmasse  und  m  diejenige  eines  Planeten, 
so  erhalten  wir  für  einen  anderen  Planeten  mit  der  Masse  mi  und 
den  Bahnelementen  %  und  ^ 

Durch  Verbindung  der  beiden  Formeln  (16)  und  (16a)  ergibt 
sich  nun 


mi  -\-  m!  \ti 


=för <"' 


Vergleichen  wir  dieses  Ergebnis  mit  der  Formel  (6)  in  §  12 
für  das  sog.  dritte  Kepplersche  Gesetz,   so  erkennen 
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wir,  dafs  dieses  nur  eine  Annäherung  insofern  dar- 
stellt, als  Wir  dieMasse  der  Planeten  m  und  1%  gegen 
die  Sonnenmasse  vernachlässigen  dürfen.  Handelt  es 
sich  darum,  diese  Massen  selbst  zu  bestimmen,  so  wird  man 
von  dieser  Vernachlässigung  allerdings  keinen  Gebrauch  machen. 
Um  z.  B.  das  Verhältnis  der  Sonnenmasse  zu  derjenigen  der 
Erde  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  Gl.  (16)  zunächst  nach  (11) 
fni  =  g  oq^j  wo  g  die  Erdbeschleunigung  und  Oq  wieder  den 
Erdradius  bedeutet.     Damit  erhalten  wir 

m-^2T^-^ (18) 

worin,  wenn  g  =  9,81  m  gesetzt  wird ,  auch  die  Umlaufszeit  in 
Sekunden  eingesetzt  werden  muls.  Mit  Uq  =  6370000  m, 
a  =  23  700  oo.  ^  =  86  400  •  365  wird  hieraus 

m'  =  355  000  m. 

Die  Genauigkeit  dieser  Rechnung  ist  nicht  sehr  grofs,  da 
die  Länge  der  grofsen  Achse  der  Erdbahn  nur  sehr  unvoll- 
kommen bekannt  ist,  Abweichungen  von  der  Wahrheit  aber  in  der 
Formel  (18),  welche  a^  enthält,  sehr  stark  ins  Gewicht  fallen. 
Etwas  exakter  verfährt  man  schon,  wenn  man  die  Gl.  (17)  auf  die 
Mondbewegung  um  die  Erde  einerseits  und  diejenige  der  Erde 
woci  die  Sonne  anderseits  ins  Auge  falst.  Ist  dann  m'  die 
Sonnenmasse,  m  die  der  Erde  und  Wi  die  des  Mondes,  so  hat 
man  statt  (17) 

m'  +  m  [±Y__  /^\^ 
m-\-mi\til       \ai 

worin  das  Verhältnis  der  Bahnradien 

a        23700 


ai  60 

zu  setzen  ist. 


395 


Vernachlässigt  man  dann  die  Erdmasse  m  gegen  die  Sonnen- 
masse  mi  und  setzt  Wj  =  ^  so  folgt  mit  t  =  365,26  Tagen, 
ti  =  27,32  wieder  w'  =  355000  m. 
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§  24.    Widerstandskräfte. 

Das  Wesen  der  Widerstandskraft.    Gleitende  Reibung^  oder  Reibungs- 
widerstand,  Reibungskoeffizient,   Reibungswinkel  und  Reibungskegel. 

Luftwiderstand.    Innere  Reibung. 

Ein  auf  horizontaler  Unterlage  ruhender  Körper  K  steht 
unter  dem  Einfluls  der  Schwerkraft  und  der  Gegenwirkung  der 
Unterlage,  deren  Gleichheit  die  Ursache  seines  Ruhezustandes 
ist.  In  horizontaler  Richtung,  also  parallel  der  Unterlage,  wirken 
offenbar  keine  Ejräfte  auf  ihn,  da  der  Ruhezustand  auch  horizontale 
Beschleunigungen  ausschliefst.  Lassen  wir  nun,  wie  in  Fig.  86  an- 
gedeutet, eine  horizontale  Kraft  P  auf  ihn 
T,      wirken,  so  beobachten  wir,  dals  dieselbe  erst 


'////}/////////}//////      ^^^  einer  bestimmten  Grölse  Pq  an  imstande 
Flg.  86.        '      is^>  ^^^  Körper  eine  Beschleunigung  in  ihrer 

Richtung  zu  erteilen.  Wir  schhefsen  daraus, 
dals  durch  den  Angriff  der  treibenden  Horizontal- 
kraft eine  ihr  entgegengesetzte  Kraft  Pq  geweckt 
worden  ist,  welche  vorher  überhaupt  nicht  vor- 
handen war.  In  der  Tat  beobachten  wir  auch,  dals  die  dem 
Körper  von  der  Masse  m  durch  die  Kraft  P  erteilte  Beschleunigung 
sich  aus 

bestimmt.  Nach  dem  Aufhören  der  Kraft  P  gelangt  der  vorher  in 
Bewegung  begriffene  Körper  unter  dem  Einflüsse  der  Verzögerung 

^__Po 
dt^'  ~~~  m 

bald  in  den  Ruhezustand  zurück,  womit  die  Wirkung  der 
Kraft  Po  ebenfalls  aufhört.  Eine  solche  Kraft,  welche  von 
sich  aus  keine  Bewegung  hervorzurufen  vermag, 
wohl  aber  stets  eine  Verzögerung  vorhandener  Bewegungen  be- 
dingt, wollen  wir  im  Gegensatze  zu  den  bisher  betrachteten 
treibenden  Kräften   als   eine  Widerstandskraft  bezeichnen. 

Um  über  den  Angriffsort  unserer  Kraft  Po  Aufschlufe  zu 
erhalten,  bringen  wir  den  Körper  nacheinander  auf  Unterlagen« 
von  verschiedener  Beschaffenheit,  z.  B.  erst  auf  eine  glatte,  dann 
auf  eine  rauhe  Fläche  und  wiederholen  den  vorstehend  geschil- 
derten Versuch.     Wir  finden    alsdann,    dals   die    Widerstands- 
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kraft  Po  in  beiden  Fällen  verschiedene  Werte  besitzt,  also  von 
der  Beschaffenheit  der  Unterlage  abhängig  ist.  Da  nun  die 
Unterlage  auf  den  bewegten  Körper  ersichtlich  nur  in  der  Be- 
rührungsfläche einwirken  kann,  so  kann  der  Angriffsort 
der  der  Bewegungsrichtung  entgegengesetzten 
Widerstandskraft  auch  nur  in  die  Berührungsfläche 
selbst  fallen. 

Belasten  wir  nun  den  Körper  K  vom  Gewichte  G  durch 
Auflegen  eines  zweiten  Körpers  K'  mit  dem  Gewichte  G\  so 
finden  wir  durch  erneute  Anstellung  des  Versuches,  dafe  auf 
einer  und  derselben  Unterlage  die  Widerstandskraft  Pq'  sich 
zur  ursprünglichen  Pq  verhält  wie  die  Summe  der  beiden  Ge- 
wichte Q  und  G'  zum  Gewichte  des  ersten  Körpers,  also 

PI  __  G  -\-G' 
Po"       G      ' 

Daraus  folgt  aber,  dals  die  Widerstandskraft,  die  wir  in 
unserem  speziellen  Falle  auch  als  Reibungswiderstand 
bezw.  kürzer  als  Reibung  bezeichnen,  dem  auf  der  horizontalen 
Berührungsfläche,  auf  welcher  die  Bewegung  von  statten  geht, 
lastenden  Drucke  proportional  ist,  d.  h.  dals  mit  einem  kon- 
stanten Faktor  / 

Po  =  f'G      ...    (1) 

gesetzt  werden  kann.  Geben  wir  der 
Unterlage  und  mit  ihr  der  Berührungs- 
fläche eine  Neigung  q)  gegen  den  Hori- 
zont (siehe  Fig.  87),  so  finden  wir  bei  '  '  f^~^ 
der  Bewegung,  und  zwar  gleichgültig 
ob  dieselbe  aufwärts  oder  abwärts  erfolgt,  einen  Widerstand  von 

P^  z=zfQ  cos  q) (la) 

Da  nun  G  cos  9  in  diesem  Falle  diejenige  Komponente  des 
Körpergewichtes  darstellt,  welche  auf  der  Berührungsfläche  senk- 
recht steht,  so  ergibt  sich  aus  unseren  Beobachtungen,  dals 
der  Reibungswiderstand  zwischen  zwei  Körpern 
allgemein  dersenkrecht  zur  Berührungsfläche  dieser 
Körper  wirkenden  Kraft,  die  wir  auch  als  den  Druck 
der  Körper  aufeinander  bezeichnen  können,  direkt 
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proportional  ist.  Den  Proportionalitätsfaktor,  der,  wie  ge- 
nauere, indessen  noch  nicht  zum  Abschlufs  gebrachte  Unter- 
suchungen ergeben  haben,  auch  etwas  von  der  Geschwindigkeit 
in  der  Berührungsfläche  und  von  deren  Gröfse  abhängt,  nennen 
wir  den  Reibungskoeffizienten.  Der  schon  oben  gefun- 
denen Verschiedenheit  des  Reibungswiderstandes  bei  Unterlagen 
verschiedener  Beschaffenheit  werden  wir  dadurch  gerecht,  daXs 
wir  je  zwei  einander  berührenden  Körpern  einen  durch  die  Be- 
schaffenheit der  Berührungsfläche  und  der  Körpersubstanzen 
empirisch  gegebenen  Reibungskoeffizienten  zuschreiben.  Der 
Umstand,  dafs  der  so  definierte  Zahlenfaktor  durch  die  Eigen- 
schaften zweier  Körper  und  zwar  vor  allem  durch  deren  Ober- 
flächenbeschaffenheit bedingt  ist,  erschwert  naturgemäls  das 
Studium  der  einschlägigen  Verhältnisse  ungemein,  so  dals  die 
Lehre  von  der  Reibung  z.  Z.  noch  zu  den  am  wenigsten  abge- 
schlossenen Gebieten  der  Mechanik,  bezw.  der  Physik  gerechnet 
werden  muls. 

Wir  wollen  aus  diesem  Grunde  an  der  einfachen  Propor- 
tionalität des  Reibungswiderstandes  mit  der  Normalkraft  in  der 
Folge  festhalten  und  erhalten  damit  als  Bedingung  für  das 
Gleichgewicht  eines  Körpers  unter  dem  Einflüsse  einer  resul- 
tierenden Kraft  P  (in  der  u.  a.  auch  das  Gewicht  desselben  ent- 
halten ist),  welche  mit  der  Normale  an  der  Berührungsstelle 
mit  einem  anderen  Körper  den  Winkel  cp  bildet,  die  Un- 
gleichung 

Psin  (p  <  fP  cos  q> 
oder 

tg  9  ^  / (2) 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  so  lange  der  Winkel  (p 
nicht  einen  Grenzwert  (>,  gegeben  durch 

tg  ()  =  / (2a) 

überschreitet,  die  treibende  Kraft  Punabhängig  von 
ihrer  Grölse  keine  beschleunigende  Wirkung  auszu- 
üben vermag.  Den  Winkel  q  bezeichnet  man  nun  als  den 
Reibungswinkel  der  beiden  Körper;  derselbe  definiert  offenbar 
einen  Rotationskegel  (Fig.  88)  um  die  Normale  an  der  Berührungs- 
stelle, der  alle  Richtungslinien  der  treibenden  Kraft  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts  einschliefst.    Es  ist  also  für  eine  unendliche 
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Anzahl  von  Kraftrichtungen  ein  Gleichgewichtszustand  möglich, 
der  mithin  durch  das  Auftreten  der  Reibung  nicht  mehr  ein- 
deutig bestimmt  ist.  Fällt  dagegen  die  Resultante  der  treibenden 
Kraft  aufserhalb  des  sog.  Reibungskegels,  so  bleibt  stets  eine 
beschleunigende  Komponente  tangential  zur  Berührungsstelle 
übrig. 

Dieselbe  ergibt  sich  mit  (2  a)  zu 

Psin  y  -/Pcos  (p  =  P  ^"^  '^^  ~  ^^       ...    (3) 

^         "^  ^  cos  Q  ^   ' 

ist  also  durch  die  resultierende  treibende  Kraft,  deren  Richtung 
und  den  Reibungswinkel  eindeutig  bestimmt.  Dadurch  wird  es 
uns  möglich,  den  Einfluls  des 
Reibungswiderstandes  auf  die  Be- 
wegung eines  Körpers  rechnerisch 
zu  verfolgen,  während  wir  uns  für 
den  Fall  des  Gleichgewichtes  im  all- 
gemeinen mit  Grenzbedingungen  be- 
gnügen müssen. 

Durch  diese  letztere  Eigenschaft 
unterscheidet  sich  die  Reibung  an 
der  Berührungsfläche  fester  Körper 
wesentlich  von  anderen  Widerstands-  „ 

Fig.  88. 

kräften,    deren    Grölse    fast    aus- 

schHelslich  durch  die  momentane  Geschwindigkeit  bedingt 
ist.  Beobachten  wir  z.  B.  die  Schwingungen  eines  Pendels  unter 
dem  Einflüsse  der  Erdbeschleunigung,  so  bemerken  wir,  im  Wider- 
spruche mit  den  Ergebnissen  des  §  15,  eine  stetige  Abnahme 
der  Schwingungsweite,  bis  schliefslich  das  Pendel  in  seiner  tiefsten 
Lage  zur  Ruhe  gelangt.  Da  nun  diese  Lage  stets  wieder  erreicht 
wird  und  zur  Auslenkung  aus  derselben  schon  eine  kaum  mefs- 
bare  Kraft  genügt,  sofern  ihre  Richtung  nur  nicht  mit  der  Ver- 
tikalen zusammenfällt,  so  kann  der  Grund  der  Verzögerung  und 
des  schlielslichen  Aufhörens  nicht  ein  Reibungswiderstand  von 
der  oben  untersuchten  Art  sein.  Wir  müssen  den  Grund  für 
diese  Erscheinung  vielmehr  in  dem  bei  der  früheren  Behandlung 
der  Pendelbewegung  aulser  acht  gelassenen  Einfluls  der  Luft 
suchen,  welche  der  Bewegung  eines  Körpers  einen  lediglich  von 
der    Geschwindigkeit   v    abhängigen   Widerstand    entgegenstellt. 
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Mangels  näherer  Kenntnis  dieser  Abhängigkeit  behelf  en  wir  uns 
zunächst  mit  einer  Potenzreihe  und  setzen  den  Luftwiderstand 

W  =  kiV  -\- k2V^  -\- k^v^  + (4) 

indem  wir  uns  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  ^1^2..  durch 
den  Versuch  vorbehalten.  Sind  die  Schwingungsausschläge  nur 
sehr  klein,  so  gilt  dies  auch  von  der  Geschwindigkeit  v,  so  dals, 
gleiche  Grölsenordnung  für  die  Koeffizienten  k  vorausgesetzt, 
die  Güeder  mit  wachsenden  Potenzen  rasch  abnehmen  werden. 
In  der  Tat  genügt  es  in  vielen  Fällen,  vor  allem  für  kleine 
Pendelschwingungen,  nur  das  erste  Glied  beizubehalten  und  für 
den  Luftwiderstand 

W=kiv (4a) 

■ 

zu  schreiben.  Bei  sehr  grolsen  Geschwindigkeiten,  wie  sie  bei 
der  Bewegung  der  Geschosse  auftreten,  überwiegt  erfahrungs- 
gemäls  das  zweite  Glied  alle  übrigen,  woraus  man  schliefsen  darf, 
dals  die  Koeffizienten  k^k4  .  ,  .  der  höheren  Potenzen  des  Aus- 
druckes (4),  welche  andernfalls  mit  zunehmender  Geschwindig- 
keit immer  stärker  ins  Gewicht  fallen  mülsten,  bedeutend  kleinere 
Absolutwerte  besitzen  als  diejenigen  der  ersten  beiden  Glieder. 
Man  begnügt  sich  darum  auch  meistens  bei  grofsen  Geschwindig- 
keiten mit  der  Beibehaltung  des  zweiten  Gliedes  und  setzt  für 
den  Luftwiderstand  unter  diesen  Verhältnissen 

W  =  k2V^ (4b) 

Neben  dieser  empirischen  Formel  sind  noch  andere,  z.  B. 

W  =  knvn (4c) 

gelegentlich  zur  Anwendung  gelangt. 

Was  den  Angrifeort  des  Luftwiderstandes  betrifft,  so  kann 
derselbe  nur  an  der  Berührungsstelle  des  bewegten  Körpers  mit 
der  umgebenden  Luft  liegen,  wird  also  in  der  Oberfläche  zu 
suchen  sein,  wobei  wir  es  zunächst  unentschieden  lassen  wollen, 
welche  Teile  derselben  hierfür  vorwiegend  in  Betracht  konmaen. 
Da  auch  der  Angriffsort  der  Reibung  fester  Körper  an  deren 
Oberfläche,  d.  h.  an  ihrer  Berührungsstelle  sich  befand,  so  könnte 
man  vermuten,  dals  dies  eine  Eigenschaft  sämtlicher  Widerstands- 
kräfte ist.  Man  braucht  indessen  nur  die  abnehmenden  Schwin- 
gungen eines  elastischen  Stabes  im  Vakuum  zu  beobachten,  um 
sich   davon   zu    überzeugen,    dals    auch  Widerstandskräfte    mit 
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innerem  Angriffsort  existieren.  In  diesem,  übrigens  noch  wenig 
erforschten  Falle  sprechen  wir  von  einer  inneren  Reibung 
der  Körper. 

§  25.   Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  der 

Uorizontalebene  mit  Beibung. 

Einführung  der  Beibung  in  die  Gleichungen  für  gezwungene  Bewegung. 
Einfache  Horizontalschwingungen  mit  Beibung.  Schwingungen  einea 
in  Bewegung  begriffenen  Systems  zweier  elastisch  verbundener  Körper 
mit    Beibung.     Schwingungen   senkrecht  zur  Bewegungsrichtung   des 

Systems  unter  dem  Einflüsse  der  Beibung. 

In  §  16  haben  wir  die  Formeln  für  die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  einer  festen  Oberfläche,  deren  Gleichung  wir  uns 
gegeben  dachten,  aufgestellt.  Dieselben  enthielten  aufser  den 
Komponenten  der  wahren  Beschleunigung  p  auch  diejenigen  der 
Zwajigsbeschleunigung  q.  Um  an  deren  Stelle  die  auf  den 
Punkt,  in  dem  wir  uns  jetzt  eine  Masse  m  konzentriert  denken 
wollen,  wirkenden  Kräfte  einzufahren,  haben  wir  die  Gleichungen 
(7  a)  des  §  16  nur  mit  m  beidseitig  zu  multiplizieren.  Dann  er- 
halten wir,  unter  p  -  m  =  P  die  resultierende  treibende  Kraft 
mit  den  Komponenten  X,  Y,  Z,  sowie  unter  qm  =  Q  den  der 
Zwangsbeschleunigung  entsprechenden  Gegendruck  der  Ober- 
fläche verstanden,  ohne  Bücksicht  auf  die  Reibung  an  der  Ober- 
fläche die  Formeln 

»^  ^72  =  ^  +  Q  cos  qp 


d'^y 
'^^Ji2=Y  +  Q  cos  ^ 

d^z 
w  j^  =  ^  +  Q  cos  ;: 


(1) 


worin  <p,  \p  und  /  die  Neigungswinkel  der  Normalen  zur  Fläche, 

in   deren  Bichtung  der  Gegendruck   derselben   auf   den  Punkt 

fallt,  mit  den  drei  Achsen  bedeuten.    Ist  ds  das  Bahnelement 

des  Punktes  mit  den  drei  Projektionen  dx,  dy^  dz  auf  die  Achsen, 

d X    dl/    dz 
so  stellen  -j-,  ^,  -^  die  Bichtungskosinus  der  augenblicklichen 

Bewegung  dar,   welcher  die  Reibung  an  der  Oberfläche 
entgegenwirkt.    Deren  Komponenten   sind    mithin,   da  sie  dem 
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Normaldrucke  Q  proportional   sind,   mit   einem  Reibungskoeffi- 
zienten /  gegeben  durch 


-«/S, 


-«/f! 


dz 


ds  '  ^'^  ds  ^  ^'^  ds 

so  dals  die  Bewegungsgleichungen  (1)  durch  Hinzufügung  dieser 
Widerstandskomponenten  übergehen  in 

cPx 


m 


m 


m 


dt^ 

d^y 

dt^ 

d^z 
dt^ 


=  Z+e(cos(,-/g) 
=  r+Q(cos^-/^) 
=  ^+e(cos/-/ff) 


(2) 


Soll  sich  der  Punkt  im  Gleichgewichte  auf  der  Ober- 
fläche befinden,  so  müssen  die  Widerstandskomponenten  gröfeer 
als  diejenigen  der  treibenden  Elraft  und  des  positiven  Normal- 
druckes zusammen  sein,  so  dafs  wir  unter  Wegfall  der  Be- 
schleunigungen auf  der  linken  Seite  von  (2)  statt  dieser  Formeln 
die  Ungleichungen 

§/g>Z+QC0S(jP 


e/^>i^+ecosv/ 

dz 


(3) 


erhalten. 

Als  einfachstes  Beispiel  behandeln  wir  zunächst  die  gerad- 
linige Bewegung  einesKörpers  auf  einer  Horizontal- 
ebene unter  dem  Einfiusse  der  Reibung.  Der  Körper  von  der 
Masse  m  sei  mit  einer  festen  Wand  durch  eine  Spiralfeder  ver- 
bunden, deren  normale,  d.  h.  span- 
nungslose Länge  xq  zugleich  den  Ab- 
stand des  Körpers  von  der  festen  Wand 
in  der  Ruhelage  bezeichnet  (Fig.  89). 
Die  Masse  der  Feder  und  damit  ihr 
Gewicht  sei  verschwindend  gegen  die 
des  Körpers.  Bringen  wir  nun  den  Körper  in  die  Entfernung  Xj  so 
dehnen  wir  zugleich  die  Feder  um  x  —  Xq^  wodurch  eine  elastische 


Fig.  89. 
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Gegenkraft  vom  Betrage  X  =  a-  {x  —  xq)  geweckt  wird.  Auf  die 
Reibung  auf  der  Unterlage  ist  diese  Kraft,  da  sie  derselben  parallel 
wirkt,  ohne  Einflufs.  Hat  nun  der  Körper  in  der  Lage  x  schon  eine 
Geschwindigkeit  v  nach  der  Ruhelage  hin,  so  wirkt  die  Reibung 
dieser  Bewegung  entgegen,  also  scheinbar  so,  daTs  sie  die  Ent- 
fernung zu  vergrölsem  strebt,  und  wir  haben  als  Grundgleichung 
für  den  ganzen  Vorgang 

m  ^  =  —  «2  (oj  —  xq)  +  mgf     ...     (4) 

Aus  den  Formeln  (2)  hätten  wir  diese  Gleichung  sofort  da- 
durch ableiten  können,  dafs  wir  z.  B.  in  die  erste  derselben 
^  =  —  a^  (x  —  Xo),  g)  =  900  und  dx  =  —  ds  einsetzten ,  wobei 
nur  zu  bemerken  ist,  dafs  der  Reibungswiderstand  mit  der  Be- 
wegungsumkehr ebenfalls  das  Vorzeichen  wechselt,  so  dafs  unsere 
Formel  (4)  nur  für  eine  Bewegungsrichtung  gültig  bleibt.  Wir 
können  dieselbe  nun  auch  schreiben 

d^x               „  /                    wiflrA 
m  ^"2  ==  —  a^\x  —  Xo -^-j    ....     (4a) 

woraus  wir  erkennen,  dafs  für  die  Bewegungsrichtung  nach  0 
hin  die  Beschleunigung,  siehe  Fig.  90,  schon  im  Punkte 

^o'  =  Xo  +  '^       ••••••'     (5) 

verschwindet  und  bei  weiterer  Annäherung  an  0  das  umgekehrte 
Vorzeichen  annimmt.  Durch  Einführung  von  Xq'  in  (4a)  ver- 
einfacht sich  diese  Gleichung  in 

d/^x 
»»  572  =  —  «-  (^  —  ^o') (4b) 

welche  eine  einfache  Schwingung  um  die  Lage  x  =  Xq'  darstellen 
würde,  wenn  nicht  bei  der  Bewegungsumkehr  auch  das  Vor- 
zeichen von  mgf  in  (5)  wechseln  und  xq'  daher  für  den  Rückgang 
einen  anderen  Wert  annehmen  würde.  Aus  diesem  Grunde  gilt 
das  die  Gl.  (4  b)  befriedigende  allgemeine  Integral 


X  —  Xq  =  a  sm  I  -7=  -f-  ß  ] 


(6) 


mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  a  und  ß  nur   für  die 
Bewegung  in   einer  Richtung.    Rechnen  wir  die  Zeit  vom  Ver- 
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lassen  der  äuXsersten  Lage  x  =  Xi  ab,  in  welcher  die  Geschwindig- 

dx 
keit  ^  =  0  ist,  so  erhalten  wir  für  die  Bestimmung  der  Kon- 
stanten die  Gleichungen 

Xi  —  Xq  =  a  mn  ß 

a 

0  =  a  "7=  cos  ßy 

woraus 

cos  ß  =  0  und  a  =  Xi  —  Xq' 

folgt.     Wir  dürfen  demnach  statt  (6)  auch  schreiben 

a  t 
X  —  Xq'  =  (xi  —  Xq')  cos  —f=     ....(6a) 

und  erkennen,  daüs  die  Geschwindigkeit  wieder  verschwindet  für 
=  71,  also  cos  —j=  =  —  1  entsprechend  einer  neuen  Lage 


X  =  X2  gegeben  durch 

a?2  —  ^0  ^^  —  (^1  —  «^0 ) 
oder 

Xi-\-X2  =  2xq'  =  2(xq  +  ^^    ....     (7) 

Für  die  umgekehrte  Bewegung  aus  der  Lage  a?2  können  wir 
wieder  auf  die  Gl.  (4)  zurückgreifen,  indem  wir  nur  das  Vor- 
zeichen des  Gliedes  mit  den  Reibungskoeffizienten  ändern.  Wir 
erhalten  alsdann  wieder  analog  der  Gl.  (4  b) 

»»-^  =  — «M^  — V) (4c) 

worin  also  die  Schwingungsmittellage  durch 

Xq"   =  Xq ^ (5  a) 

dargestellt  ist.  Mit  diesem  Werte  statt  Xq'  folgt  aus  (6  a)  die 
Gleichung  für  die  neue  Bewegungsrichtung 

a  t 

X  —  Xq"  =  (a?2  —  Xq")  cos  —=         .     .     .    (6b)> 

ym 

wenn  wir  auXserdem  die  Zeitrechnung  von  der  Lage  x  =  x^^  iß 
der  ja  die  Geschwindigkeit  zu  Null  wurde,  beginnen,  also  in  (6  a) 
a?i  durch  x^  ersetzen.     Die   durch   (6  b)   dargestellte  Bewegung 
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dx 
erreicht  ihr  Ende  in  der  Lage  x  =  5C3,  welche  mit  -^  =  0  durch 


^2  +  ^3  =  2  Xq"  =  2 


Xt 


'^gf 


w 


.     .    (7a) 


gegeben  ist  und  der  Ausgangslage  Xi  entspricht,  so  dab  mit  ihr 
eine  ganze  Schwingung  vollendet  ist.  Da  nun  die  Zeit  für  den 
Hin-  und  Rückgang,  wie  aus  den  GL  (6  a)  und  (6  b)  hervorgeht, 
dieselben  Werte,  nämUch 

2  n  pn 


<o  = 


a 


besals,  so  haben  wir  zunächst  den  Satz,  dals  die  Schwin- 
gungsdauer  durch  die  Reibung  nicht  beeinträchtigt 
wird.  Vergleichen  wir  dann  noch  die  Formeln  (7)  und  (7a), 
so  folgt 

X^  :=  .Ti  4 


«' 


woraus  wir  erkennen,  dals  der  Körper  nach  Vollendung  der 
ersten  Schwingung  bei  weitem  nicht  mehr  die  Ausgangslage  x^ 
erreicht,   sondern  um  so  weiter  von  derselben  schon  wieder  zur 


'^i 


j_  jr. 


Fig.  90. 


Ruhe  gelangt,  je  gröfser  der  Reibungswiderstand  mgf  im  Ver- 
gleich zu  «2  ausfällt.  Über  den  ganzen  Verlauf  der  Erscheinung 
gibt  nun  am  klarsten  die  Wegkurve  (Fig.  90)  Auskunft,  die 
wir   auf   Grund   der  vorstehenden  Ergebnisse   sofort   entwerfen 
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können.  Dieselbe  zerfällt  in  eine  Reihe  von  einfachen  Sinus- 
linien ÄOiB,  BO2C,  COsD,  welche  in  den  Scheiteln  A,  B,  C,  D 
entsprechend  den  Abständen  Xi  X2  %  ^»4  ineinander  übergehen. 
Die  Schwingungsmittelpunkte  Oi  0^  O3  liegen  abwechselnd  auf 
den  Geraden  in  den  Abständen 


Xq   —  x^ 


Hl 


mgf        -       ^^ vngf 

Xq  -j ^^"2     und  Xq    =  Xq  —       n  1 


a 


a 


worin  Xq  der  reibungsfreien  Ruhelage  des  Körpers  entspricht. 
Die  Bewegung  erlischt,  sobald  eine  der  äufsersten  Schwinguiigs- 
lagen  zwischen  diese  beiden  Geraden  fällt,  im  vorliegenden  Falle 
also  bei  D,  Dieser  Punkt  braucht  durchaus  nicht  auf  der  Ge- 
raden mit  der  Ordinate  Xq  zu  liegen,  so  dafs  also  —  in  Überein- 
stimmung mit  der  Erfahrung  —  die  Bewegung  im  all- 
gemeinen nicht  in  der  reibungsfreien  Ruhelage  des 
Körpers  erl^ischt.  Diese  Bemerkung  ist  besonders  wichtig 
für  die  Prüfung  der  Indikatoren  durch  Gewichtsbelastung,  wobei 
der  in  Schwingung  versetzte  Schreibstift  des  Instrumentes  eine 
der  Fig.  90  entsprechende  Kurve  bei  bewegter  Papiertrommel  auf- 
zeichnet. Die  reibungsfreie  Ruhelage  ergibt  sich  daraus  vermittelst 
der  Ordinaten  dreier  aufeinanderfolgender  äufserster  Lagen  zu 


a?o  — 


*^o  ~T"  ^0 


«1     ,  ,353 


und  der  Reibungswiderstand  bei  bekannter  Federkonstante  a^  aus 


'^gf 


Xq    —  X 


H 


0 


Xi  —  x^ 


a 


2  2 

so   dafs   ein   derartiger  Versuch  eine  bequeme  Ermittelung  der 
Reibungskoeffizienten  ermöglicht. 

Wesentlich  anders  gestaltet  sich  der  Verlauf  der  Schwin- 
gungen, wenn  wir  das  ganze  System  so  rasch  vorwärts 
bewegen,   dafs  der  schwingende  Körper  absolut  nur 

in  einer  Richtung  f  ort- 
^^^^ —  schreitet,  so  dafs  die  als 

Relativbewegung  auftreten- 
den Schwingungen  lediglich 
die  Gröfse  der  fortschreiten- 
den Geschwindigkeit  modi- 
fizieren. Wir  denken  uns  zur  Untersuchung  dieses  Vorganges, 
bei  dem  der  Reibungswiderstand  im  Gegensatz  zu  dem  vorstehen- 
den Beispiele  seine  Richtung  nicht  ändert,  in  Fig.  91  zwei  Körper 


Fig.  91. 
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von  den  Massen  nii  und  t»2  durch  eine  Spiralfeder  mit  vemach- 
lässigbarer  Masse  verbunden,  deren  normale,  d.  h.  spannungsfreie 
Länge  Xq  sein  möge.  Am  Körper  mi  greife  eine  Elraft  P  an; 
Bein  Reibungskoeffizient  mit  der  Unterlage  sei  /i ;  derjenige  des 
zweiten  Körpers  dagegen  /2.  In  einem  gegebenen  Augenblicke 
sei  das  mit  dem  ersten  Körper  verbundene  Ende  der  Spiralfeder 
um  Xxy  das  am  zweiten  befestigte  dagegen  um  X2  von  einem 
willkürlichen  Ausgangspunkte  0  entfernt.  Die  momentane  Feder- 
länge ist  alsdann 

X  =  Xq'-\-  Jx  ==  a?!  —  x^ (8) 

unter  Jx  ihre  augenblickliche  Dehnung  verstanden,  der  eine 
Spannkraft  a^Jx  entspricht,  welche  nach  dem  Gesetze  der  Wir- 
kung und  Gegenwirkung  auf  den  vorderen  Körper  als  Widerstand, 
auf  den  hinteren  dagegen  als  treibende  Kraft  wirkt.  Fassen 
wir  die  an  jedem  Körper  in  derselben  Richtung  wirkenden 
Kräfte  zusammen,  so  erhalten  wir  als  Resultante  für  den  ersten 
P —  «hS/i  —  a'^Jx,  für  den  zweiten  dagegen  a^Jx  —  »W2ä/2>  so 
dafs  wir  zwei  Bewegungsgleichungen 

e^2  Xi 


P  —  Wi  gfx  —  a^  ^  X  =  Ml 


d^X2 


(9) 


—  W2Ö'/2  +  «2^«  =  Wt2      ^^2 

haben.     Durch  Addition  derselben  würde  man  auf 

_  ,       ^    ,  ^v  d^  Xi   ,         d^  Xo  ,  ^. 

P—  ^(wil/i  +  W2/2)  =  wii-j^  +  m2-^^  .      .     (10) 

geführt,  eine  Formel,  welche  nichts  weiter  aussagt,  als  dafs  die 
Resultante  aller  äulseren  Kräfte,  hier  die  Kraft  P  und  die  ent- 
gegengesetzt wirkende  Reibung,  die  beiden  Massen  i»i  und  »»2 
beschleimigt.  Dividiert  man  dagegen  die  erste  der  Formeln  (9) 
mit  Wi,  die  zweite  mit  m2  und  subtrahiert  unter  Berücksichtigung 
von  (8),  d.  h.  von 

d^Xi       d^X2       d^{xi  -^  x^       d'^  Jx 

so  ergibt  sich 

-P  ,.        .X         0/1     .     l\    .  d^Jx  ,    , 

als  Differentialgleichung  für  die  Relativbewegung  der  Masse  Wg 
gegen  die  Masse  mi.  Dieselbe  gilt,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben 

12* 
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werden  möge,  nur  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  absolute 
Bewegungsrichtung  keinen  Wechsel  erfährt  und  ist  alsdann  so- 
fort integrabel,  wenn  die  Kraft  P  sich  nicht  ändert.  Bemerkenswert 
ist  überdies,  dals  bei  gleichen  Reibungskoeffizienten 
/i  und /2  deren  Einflufs  auf  die  Relativbewegung 
überhaupt  verschwindet. 

Setzen  wir  nun  abkürzungsweise 

aJ±^l]  =  ,.m±^  =  k^    .  .  .  (12) 

Jx  —  -^  4-  g'^^  T/^  =  Jx'       .     .     .     (13) 

so  geht  unsere  Gl.  (11)  in  die   einfache  Schwingungsgleichung 

df^Jx' 


dt^ 


-\-k^Jx'  =  0 (IIa) 


über,   deren   allgemeines  Integral   mit  zwei  willkürlichen  Kon- 
stanten a  und  ß 

Jx'  =  a  sin  (Ar^-f-  ß) 
bezw. 

^^  =  ^(^^-9ifi-A)\  +  aBm{kt  +  ß)  ,     ,    (14) 

lautet.     Der  Mittelpunkt   der   diesem  Ergebnis   entsprechenden 
Schwingung  ist  gegen  die  reibungslose  Ruhelage  um 

verschoben,  während  ihre  Dauer 


2  TT        2  TT  ^/   mi  m2 


in     f 

vi] 


k  a    Ji  nii  -\-  m2 

durch  die  Massen  beider  Körper  bedingt  und  von  der  Reibung 
nicht  beeinflulst  wird.  Da  auch  die  anfänglich  willkürliche 
Amplitude  a  im  Verlaufe  der  Bewegung  keine  Verändenmg 
erfährt,  so  können  die  einmal  erregten  Schwingungen 
in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  erlöschen. 

um  schlielslich  die  absolute  Bewegung  der  beiden  Körper 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  unser  Ergebnis  (14)  in  die  Grund- 
gleichungen (9)  einzuführen  und  erhalten  so 
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d^  Xi        P — ^C/i  wi +/2»»2)         «2  a 


d^  X2  -P— P(/l  Wi  4-/2»»2) 


Bmi]ct-\-  ß) 


IWi 


«^  a 


(9a) 


dt^  Wi  -|- »l2  '       Wl2  vif-/ 

deren  Vereinigung  uns  wieder  auf  (10)  führen  würde.  Wir 
dürfen  darum  die  Gröfse 

Wi  +  m2  ^ 

als  die  mittlere  Beschleunigung  der  Bewegung  beider  Körper 
bezeichnen.  Mit  dieser  Abkürzung  sowie  mit  Rücksicht  auf  (12) 
ergibt  die  Integration  der  Formeln  (9  a) 


^2 

^1  =  ^1  +  Ci  ^  +  jPo  "ö"  + 


7^2  ^ 


Xi 


#2 
^2  +  C2t-\-po'7r  — 


ein{kt-\-ß) 
sin  (Ä:^  4-/9) 


(15) 


2        mi  -[-  *^2 

worin  die  Abstände  b  und  die  Geschwindigkeiten  c  neue  Inte- 
grationskonstanten bedeuten,  deren  Werte  sich  aus  den  Anfangs- 
bedingungen der  Bewegung,  d.  h.  der  anfänglichen  Lage  und 
Geschwindigkeit  beider  Massen  m^  und  nt2  bestimmen  lassen. 
Die  Ordinaten  der  Weg- 
kurven ,  welche  den 
Gleichungen  (15)  ent- 
sprechen und  von  denen 
eine  in  Fig.  92  dargestellt 
ist,  kann  man  sofort  in 
zwei  Teile  zerlegen,  von 
denen  der  erste  mit  den 

GHedem&i+Ci^  +  ^^ 

eine  Parabel  bezeichnet, 
welche  durch   die   dem  ♦*?^f-+ 
zweiten    Teile    'entspre-         y^ 
chende  Schwingung  ge- 
stört wird.  Würden  wir 
von  der  Reibung  gänzlich 

absehen,  so  würde  nur  die  mittlere  Beschleunigung  j?o  eine  Änderung 
erfahren,  während  der  Gesamtcharakter  der  Bewegung  und  damit 
auch  die  allgemeine  Form  der  Wegkurven  dieselben  bleiben. 


JSftfi.. 


Fig.  92. 
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Als  letztes  Beispiel  wollen  wir  noch  die  Bewegung  des 
Punktes  auf  einer  horizontalen  Kurve  betrachten.  Da 
hier  die  Normalkraft  Q  wieder  mit  dem  Gewichte  identisch  ist, 
so  wird  in  den  beiden  ersten  Formein  von  (2)  cos  qp  =  0,  cos  i//  =  O 
wegen  y  =  90<^  und  v/  =  90^  und  wir  haben  für  diesen  Fall 


d^  X       „  ^  dx 


(2a) 


Diese  Formeln  sind  sofort  integrabel,  wenn  die  Bewegung 
auf  der  Kurve  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  erfolgt,  also 
ds  =  cdt  gesetzt  werden  kann  und  aulserdem  die  beiden  Kraft- 
komponenten X  und  Y  als  Funktionen  der  Koordinaten  x  und  y 
gegeben  sind.  Da  nun  die  Bahn  im  allgemeinen  nicht  bekannt 
ist,  so  wird  die  Bedingung  konstanter  Bahngeschwindigkeit 
praktisch  bedeutungslos.  In  allen  anderen  Fällen  ist  dagegen 
die  Integration  der  Gleichungen  (2)  nicht  durchführbar,  so  daTs 
man  sich  damit  begnügen  muls,  über  den  allgemeinen  Verlauf 
des  Vorganges  Aufschlufs  zu  erhalten.  Wir  wollen  als  Beispiel 
einen  Körper  wählen,   der  in  der  XRichtung  mit  konstanter 

dx 
Geschwindigkeit  -Tr  =  c  an  einem  federnden  Stabe  AB 

vorwärts  bewegt  wird  (Fig.  93).    Lenkt  man  ihn  dann  unter  Er- 
teilung einer  senkrecht  hierzu  gerichteten  Geschwindigkeit  seit- 
^^  hch  aus,    so  wird  er  unter  dem  Ein- 

Cfcl^,^^^^^^  fluls  der  Federspannung  y  =  —  a2y 

y * . — -J^t-r^- - „.gi „x     Schwingungen  in  der  YRichtung völl- 
ig. 93.  ziehen,  im  ganzen  aber  eine  schlangen- 

förmige   Kurve   beschreiben.    Setzen 
wir   wegen    der    gleichförmigen   Bewegung    in    der    a;-Richtung 

ä^x 

-T^  =  0  und  aulserdem  der  Kürze  halber 


80  erhalten  wir  zunächst 


dy 
dt 

näc 

—  %  , 

bst 

ds 
dt 

d^y 
dt^ 

dVy 

dt 

yc2  +  V 
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also  statt  (2  a) 

X  =  mgf-^ (16) 

y^^  +  v 

Da  die  erste  dieser  Formeln  lediglich  zur  Bestimmung  der 
Kraft  zur  Fortbewegung  in  der  XRichtung  dient,  deren  Ände- 
rungen vollständig  durch  Vy  gegeben  sind,  so  brauchen  wir  uns 
nur  noch  mit  der  Gl.  (17),  aus  welcher  der  Zusammenhang 
awischen  Vy  und  y  bezw.  y  und  t  hervorgeht,  zu  befassen.  Multi- 
plizieren wir  dieselbe  mit  dy^  so  folgt 

,    a2  ^      Vy  dy  .       . 

Hierin  ist  die  linke  Seite  sofort  integrabel,  so  dafs  sich  zwischen 
den  Grenzen  y  und  ^i,  welchen  die  Geschwindigkeiten  %  bezw. 
Vi  entsprechen, 


1   /..  o       ..  ox    ,    «^  /..o       ..  OS  ..{       '^y^y_ 

C2   +  Vy- 


(V  -  ^1^)  +  TT^  {y^  -  vi^)  =  -9f\  -T~ir~---    (18) 


2m  ^^  Jfi  /  Jf^     )    -i/ /.2  _L  „,  .2 


ergibt.     Statt  dessen  dürfen  wir  aber  auch,   unter  C  eine  Kon- 
stante verstanden, 


«2 


t 


schreiben.  Das  auf  der  reellen  Seite  stehende  Integral  stellt  in 
dieser  Form  eine  Summe  aus  lauter  positiven  Grölsen  dar,  mufs 
also  mit  der  Zeit  stetig  wachsen,  so  dals  die  linke  Seite  stetig 
abnehmen  wird.  Gehen  wir  im  besonderen  Falle  von  einer 
äuTsersten  Lage  yi  aus,  für  welche  Vi  =  0  wird  und  denken  uns 
die  Integration  bis  zur  nächsten  Lage  y2  D^t  ^2  =  0  ausgedehnt, 
so  erhalten  wir  für  diese  beiden  Ausschläge 

^..^=^..-./|y|^       .    .     (18b) 

d.  h.  die  Schwingungsausschläge  nehmen  mit  der 
Zeit   stetig    ab.    Da    die   Schwingungen    offenbar   erlöschen; 
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wenn  der  Ausschlag  ^2  =  0  geworden  ist,  so  erkennt  man,  dafs 
das  Integral  der  rechten  Seite  sich  mit  der  Zeit  dem  Grenz- 
werte 

«2  „        C     v^dt 


'''^^ii='^  '  '  '  '  ^'^'^ 


—     - 


nähern  wird.  Bestimmen  wir  schlielslich  noch  diejenigen  Aus- 
schläge Po,  für  welche  die  Greschwindigkeit  Vy  Höchstwerte  Vq 
annimmt  und  welche  somit  die  einzelnen  Schwingungsmittel- 
punkte darstellen,  so  ergibt  sich  aus  (17)  mit  dvy  :  d<  =  0 

Daraus  folgt,  dals  für  negative  Geschwindigkeiten 
der  Schwingungsmittelpunkt  auf  der  positiven  Seite 
und  für  positive  Geschwindigkeiten  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  X-Achse  um  so  näher  liegt,  jekleiner 
der  Absolutwert  der  Geschwindigkeit  Vq  ausfällt. 
Führen  wir  noch  (17  b)  in  (18  a)  ein,  so  erkennen  wir  eine  stetige 
Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  den  zeitUch  aufeinanderfolgen- 
den Schwingungsmittelpunkten  in  Übereinstimmung  mit  der 
Abnahme  der  Schwingungsausschläge.  Da  nun  die  fortschreitende 
Geschwindigkeit  c  des  Systems  in  der  XRichtung  ein  für  alle- 
mal gegeben  war,  so  wird  Vy  bald  so  klein  geworden  sein,  date 
man  im  Nenner  der  Gl.  (17),  das  Quadrat  Vy^  gegen  c^y  vernach- 
lässigen darf.  Alsdann  aber  ist  der  weitere  Verlauf  der  Schwin- 
gungen durch  die  aus  (17)  hervorgehende  Gleichung 

d^y        a^  gf  dy 

-dt^+li^y-^-VTi  =  ^   •  •  •  •  (^^^^ 

bestimmt,  auf  deren  Integration  wir  später  noch  eingehend 
zurückkommen  werden.  Hier  sei  nur  soviel  bemerkt,  dals  die 
Schwingungen  zwar  immer  weiter  abnehmen,  niemals  aber  voll- 
ständig verschwinden  werden.  Aus  diesem  Gnmde  waren  wir 
berechtigt,  als  obere  Grenze  in  das  Integral  (18  c)  die  Zeit  ^  =  00 
einzuführen. 

Wenn  nun  auch  die  vorstehende  Diskussion  nicht  gestattet, 
die  Bewegung  in  allen  Einzelheiten  zu  verfolgen,  uns  insbesondere 
in  Bezug  auf  die  Schwingungsdauer  im  Stiche  lälst,  so  bietet  es 
doch  keine  Schwierigkeit,  die  Form  der  Wegkurve  im  allgemeinen 
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festzulegen.  Erleichtert  wird  dies  durch  den  Umstand,  dals  die 
Bewegung  in  der  Bichtung  der  XAchse  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit erfolgt,  so  dafs  wir  diese  Achse  selbst  als  Zeitachse 
ansehen  und  die  vom  Körper  wirklich  beschriebene  Linie  gleich- 
zeitig als  Wegkurve  für  die  Schwingungen  in  der  Y-Achse  deuten 


% 


Fig.  94. 


dürfen.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  in  Fig.  94  dargestellte 
Schlangenlinie,  welche  der  Zeitachse  immer  näher  kommt,  ohne 
doch  vollständig  mit  derselben  zusammenzufallen.  Praktisch 
werden  natürlich  die  Schwingungen  sehr  bald  erlöschen,  da 
aulser  der  hier  angeführten  Reibung  sich  in  Wirklichkeit  noch 
mancherlei  Hindemisse  geltend  machen. 

Die  ganz  allgemein  für  die  Bewegung  auf  einer  horizontalen 
Ebene  gültigen  Formeln  (2  a)  lassen  übrigens  noch  einen  Schlufs 
von  gro&er  praktischer  Tragweite  zu.  Besitzt  nämlich  ein 
Körper,  z.  B.  der  Steuerschieber  einer  Dampfmaschine,  eine 
Bewegung  in  der  X-Richtung,  so  genügt  zur  Ver- 
schiebung senkrecht  dazu  schon  eine  beliebig  kleine 
Kraft  Yy  auch  wenn  zu  dem  Gewicht  mg  bezw.  an  Stelle  des- 
selben ein  behebig  grofser  Dampfdruck  tritt.  Es  Hegt  dies  ein- 
fach daran,  daXs  diese  seitliche  Bewegung  mit  einer  unendlich 
kleinen  Geschwindigkeit  ansetzt,  so  dafs  für  den  Beginn  der- 
selben mit  Vy  =  0  dieBeschleunigung  aus 

sich  ebenso  bestimmt,  als  wenn  gar  keine  Reibung  vorhanden 
wäre.  Daher  kommt  es,  dals  ein  schwerer,  noch  dazu  unter 
Dampfdruck  stehender  Steuerschieber  verhältnismäfsig  leicht 
durch  den  Regulator  seitlich  verschoben  werden  kann. 
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§  26.   Gleichgewicht  und  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene. 

Die  Bewegungsgleichungen  auf  der  schiefen  Ebene.  Die  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  und  die  gleichförmige  Bewegung.  Allgemeine 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  der  rauhen  schiefen  Ebene. 

Das  Problem  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  auf  einer  schiefen,  d.  h.  gegen  den  Horizont 
geneigten  Ebene  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  unterscheidet 
sich  nur  dadurch  von  den  im  vorigen  Paragraphen  behandelten 
Fällen,  dafs  einerseits  das  Gewicht  G  des  Punktes  hier  nicht 
mehr  in  seiner  vollen  Gröfse  zur  Normalbelastung  Q  hinzutritt, 
anderseits  aber  eine  konstante,  überall  gleichgerichtete  Kraft  in 
der  Ebene  selbst  wirkt.  Ist  «  der  Neigungswinkel  der  schiefen 
Ebene  gegen  den  Horizont,  so  ist  die  Normalkomponente  des 
Gewichtes  G  cos  a,  die  in  die  Ebene  selbst  fallende  Komponente 
dagegen  G  sin  a,  siehe  Fig.  95. 


Fig.  95. 


Legen  wir  dann  in  der  schiefen  Ebene  selbst  ein  recht- 
winkliges System  fest,  dessen  a?- Achse  mit  ihrer  Spur  auf  der 
Horizontalebene  zusammenfällt  und  lassen  dann  die  Kraft  P  mit 
den  Komponenten  X,  Y  und  Z,  wovon  Z  senkrecht  zur  schiefen 
Ebene  steht,  auf  den  Punkt  einwirken,  so  lauten  die  Bewegungs- 
gleichungen 

m  -TTTT  =  X  +  (Z  —  6?  cos  a)/  -7- 

0/  s 

dy 


m 


d'^y 


=  Y  —  6r  sin  a  +  (Z  —  G  cos  a)  / 


(1) 


Wir  hätten  dieselben  auch  aus  den  beiden  ersten  Pormcdn 
(2)   des   vorigen  Paragraphen   dadurch   herleiten   können ,  dals 
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wir  dort  wegen  der  normalen  Stellung  der  Komponente  G  cos  a — Z 
auf  X  und  Y  die  Richtungswinkel  qp  =  90,  t//  =  90,  also  cos  <jp  =  0, 
cos  yj  =  0  setzten  und  von  Y  noch  die  abwärts  gerichtete  Kom- 
ponente des  Gewichtes  G  sin  «  abzogen.  Die  dritte  Gleichuug 
(2)  des  vorigen  Paragraphen  wird,  da  keine  Bewegung  in  der 
Z-Richtung  eintreten  soll,  durch 

Q  =  a  cos  a  —  Z (2) 

ersetzt. 

Der  Punkt  soll  sich  nun  zunächst  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit auf  der  schiefen.*  Ebene  bewegen.  Die  Bewe- 
gungsrichtung bilde  mit  der  XAchse  den  Winkel  t  ;  dann  ist 

d^x       ^         d^y        ^         dx  dy         , 

-dW  =  ^'      -dW  =  ^'      ^  =  ^^«^'      57  =  ""^^     (^> 


.    .    (la) 


und  wir  erhalten  aus  (1)  für  die  Komponenten  der  treibenden  Kraft 

X  =  {G  cos  a  —  Z)  f  COQ  T 

Y  =  (G  cos  a  —  Z)  f  BinT  -^  Gsm  a 

Eliminiert  man  daraus  den  Winkel  t,  so  ergibt  sich  als 
Bedingung  für  die  Möglichkeit  einer  gleichförmigen 
Bewegung  auf  der  schief  en  Ebene  in  beliebiger  Richtung 
die  Beziehung  zwischen  den  Komponenten  X,  F,  Z  der  treibenden 

Kraft 

X^  +  {Y^GQmaf  =  {GcoBa  —  Z)^P      .     .     (4) 

Der  Punkt  bleibt  schlielslich  in  Ruhe,  bezw.  die  Bewegung  er- 
lischt, wenn 

Z2  +  (r— 6;^8ina)2<(G^cosa  — Z)2/2     .     .     (4a) 

wird.  Diese  Ungleichung  stellt  demnach  die  allgemeinste 
Bedingung  für  das  Gleichgewicht  auf  der  schiefen  Ebene 
dar,  sofern  der  Punkt  sich  auf  derselben  unter  dem  Einflüsse 
auf  ihn  wirkender  Kräfte  überhaupt  frei  bewegen  kann.  Sind 
keine  äulseren  Kräfte  vorhanden,  so  verschwinden  X,  Y,  Z,  und 
es  ist,  da  infolgedessen  in  (1  a)  auch  cos  r  =  0,  r  =  90  sein 
muls,  nur  noch  eine  gleichförmige  Bewegung  in  der  Y-Richtung, 
d.h.  in  der  Richtung  des  grölsten  Gefälles  möglich,  welche 
nach  der  zweiten  Gleichung  (la)  an  die  Bedingung 

—  6r  sin  a  :=  Gf  cos  a 
oder 

—  tg  «  =  /  =  tg  () 
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geknüpft  ist,  worin  q  den  Reibungswinkel  bedeutet  (siehe  oben 
§  24).  Das  Verschwinden  von  cos  r  tritt  aber  schon  ein,  wenn 
nurX=0  wird,  so  dalis  wir  für  die  gleichförmige  Be- 
wegung in  der  Richtung  des  grölsten  Gefälles  an  Stelle 
von  (4)  erhalten 

Y— Gsma  =  ±(GcoBa  —  Z)f .  .  .  .  (4b) 
Führen  wir  den  Reibungswinkel  q  ein  und  ersetzen  aulserdem 
in  Fig.  96  die  beiden  Komponenten  Y  und  Z  der  Kraft  P  mit 

Hilfe  des  Winkels  ß  derselben  gegen 
die  schiefe  Ebene  durch  ihre  Werte 

Y=PooQß,        Z  =  P8mß, 

so  wird  aus  (4  b) 

P  cos  ß  —  (t  sin  a  =  4^  (ö  cos  a 

—  Psin/9)tg(>     .    .    (4c) 

Daraus  folgt  aber  der  Wert  derjenigen 
Kraft  P,  welche  den  Punkt  gerade  noch  in  gleichförmiger  Auf- 
wäxtsbewegung  zu  erhalten  bezw.  im  Ruhezustande  am  Abwärts- 
gleiten zu  verhindern  imstande  ist,  zu 


Fig.  96. 


P,=G 


sin  (a  4"  9) 


G 


sin  «  -f-  /  cos  a 


cos  (ß  —  q)       ""  cos  /J  -\-fsin  ß' 

Für  diejenige  Kraft  dagegen,  welche  gerade  noch  eine  gleich- 
förmige Abwärtsbewegung  aufrecht  erhalten  könnte,  folgt  mit 
dem  anderen  Vorzeichen  von  / 


P9=G 


sin  (a  —  q) 


=  G 


sin  a  —  /  cos  « 


cos  (ß  -{-  q)       ^  cos  ß  —  fBmß 

oder  allgemein  für  die  Gleichgewichtslage  unter  dem  Einflüsse 
einer  Kraft  P  mit  dem  Winkel  ß 

P^>P>P^. 

Für  /=tg()=tga,  d.  h.  a  =^  q  verschwindet  P2,  während 
für  cos  {ß  —  ())  =  1,  also  ß  =  q,  die  Kraft  Pi  zu  einem  Minimum 
wird,  d.  h.  die  geringste  zur  gleichförmigen  Aufwärts- 
bewegung nötige  Kraft  ist  unter  dem  Reibungs- 
winkel gegen  die  schiefe  Ebene  geneigt. 

Wird  schlielsUch  cos  (ß  —  q)  =  0,  so  wird  Pi  =  00,  d.  h.  der 
Punkt  kann  durch  keine,  noch  so  grofae  Kraft  aufwärts  bewegt 

TT 

werden.    Der  Winkel  ß  für  diesen  Fall  ergibt  sich,  da,  ß  =  q -\- -jr- 
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selbstverständlich  keine  Aufwärtsbewegung  zur  Folge  haben  kann, 

zu    ß  =  Q-\-  -g-. 

Wir  gehen  nun  zur  Untersuchung  der  freien  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  auf  der  schiefen  Ebene 
über  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dals  keine  äulseren 
Kräfte  aulser  der  Schwere  auf  denselben  einwirken.  Alsdann 
verschwinden  in  unseren  Formeln  (1)  die  Komponenten  X,  Y,  Z 
und  es  bleibt,  wenn  wir  noch  das  Gewicht  O  =  mg  setzen  und 
die  Masse  beidseitig  wegheben, 


d^x  „  dx 

d^y  dy 

d7^  =  -  ^-^  57 '^^^ "  -  ^ '^  " 


(5) 


Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  mit  dx  bezw.  dy  und 
addieren,  so  folgt  mit  ds:dt  =  v  und  dx^  -|-  ^P^  =  ^^^ 

V  dv  =  —  gfdscoßa  —  ^  e^^  sin  a  ....     (6) 
Die  Bewegung  wird  demnach  gleichförmig  verlaufen,  wenn 

^y  =  -4^^' («''> 

Da  nun  der  Weg  s  nur  zunehmen  kann,  so  muls  y  stetig  ab- 
nehmen, d.  h.  ohne  Einwirkung  äufserer  Kräfte  ist 
nur  eine  geradlinig  abwärts  gerichtete  gleichförmige 
Bewegung  auf  der  schief  en  Ebene  möglich.  Mit  Rück- 
sicht auf  Gl.  (3)  haben  wir  aber  auch  für  den  Neigungswinkel  r 
der  Bewegungsrichtung  gegen  die  Horizontalspur 

8inr  =  --^  =  ^^ (6b) 

tga  tga  ^     ^ 

eine  Gleichung,  welche  für  /  =  tg  (>  >  tg  a  ihren  Sinn  verliert, 
da  sin  r  absolut  niemals  grölser  als  1  werden  kann.  Eine 
gleichförmige  Bewegung  kann  demnach  nur  statt- 
finden, wenn  die  Neigungder  schiefen  Ebene  gröfs er 
als  der  Reibungswinkel  ist. 

Die  Gl.  (6)  ist  nun  allgemein  integrabel  und  gestattet  uns 
somit  die  Verfolgung  einer  beliebigen  Bewegung  des  ma- 
teriellen Punktes  auf  der  schief  en  Ebene,  wenn  aufser 
der  Schwere  und  dem  Reibungswiderstande  keine  weiteren  Kräfte 
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vorhanden  sind^).  Bedeutet  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit  im 
Punkte  X  =  0,  y  =  0,  dem  s  =  0  entspricht,  so  ergibt  die  Inte- 
gration sofort 

v^  =  Vq^  —  2  ^  (y  sin  «  -|-/ ^  cos  a)   .     .     .     .    (7) 

deren  weitere  Behandlung  indessen  erst  auf  Grund  einer  weiteren 
Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  und  der  Geschwindigkeit 
möglich  ist.  Zu  derselben  gelangen  wir  nun  sofort  durch  Eli- 
mination der  ReibungsgHeder  aus  (5),  nämlich 

dy  d^  X  —  dx  d^  y 


dt^ 


=  g  dx  sin  a      ....    (8) 


Nun  folgt  aber  aus  der  Definition  des  Tangentenwinkels  r  der 
Bahn  mit  der  als  X-Achse  gewählten  Spur  der  schiefen  Ebene 

dy 
tg  T  =  ;p-  oder  dxtgT(=  dy 

U  X 

durch  Differentiation 

dv 

d^  xte  T  -] TT-  dx  =  d^  y 

®       '   cos  2t  ^ 

und  wegen 

dx  =  ds  cos  T,  dy  =  ds  sin  r 

dy  d^  X  —  dx  d^  y  =  —  dr  ds^ 


oder  da 


d^  y         „     ,  d^  y  dx 

dr  =^—K  cos  ^T  dx  = 


dx^--      "--  dx^  ldy\^ 

^+\dx 

_     _„               d^  y        dx  ds^ 
dy  d^x  —  dxd^y  =  —  -j— s- -, — r^ 

Führen  wir  diesen  Wert  in  (8)  ein  und  setzen  noch  abkürzungs- 
halber 

dy^  _    ^  d^  _    ^, 

dx~^  '         dx^  ~^  ' 
so  ergibt  sich 

^dsV  1  +  y'^ 

j^\  =v^  =  —  gsma      '^„        ....     (8a) 


^)  Siehe  Jellet,  Theorie  der  Reibung,  deutsch  von  Lüroth  und 
Schepp,  Leipzig  1890. 


§  26.     Gleichgewicht  and  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene.     191 

Wir  hätten  natürlich  in  diese  Entwicklung  auch  den  Krümmungs- 
radius wie  früher  in  §  9  einführen  können ;  indessen  empfiehlt 
es  sich  davon  abzusehen,  da  wir  den  Krümmungsradius  doch 
wieder  durch  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  aus- 
drücken müssen,  um  zu  weiteren  Ergebnissen  zu  gelangen.  Wir 
eliminieren  nunmehr  die   Geschwindigkeit  v  aus   den  Formeln 

(7)  und  (8  a)  und  gelangen  so  zu 

l  +  w'2 
Vq^  —  2  g(^  Bina-}-  fs  cos  a)  =  —  g  sm  a  — ^-yr-      (7  a) 

durch  deren  weitere  Differentiation  wir  unter  Einführung  von 

ds  =  ^dx^-^dy-^'  und  j^  =  y'" 

-  |4y"'=y"'yi+y" (») 

erhalten.    Mit 

2/ 

•~t^  =  ^ (^^) 

und 


n 


dy'  =  y"  dx ,      dy"  =  y"'  dx,    also    y'"  =  y"  j-r, 
folgt  aber  aus  (9) 

fL'-fy''-  ~  y"         ^     ^ 

sowie  nach  Ausführung  der  Integration  unter  Zusatz  einer  will- 
kürlichen Konstanten  a 

^"=%  =a{p'+il-\-y'^T^-a/      .     .     (11) 

worin  z  =  y'  -}-  y  1  -f-  y'^    eine    neue    Veränderliche    bedeutet, 
welche  den  ersten  Differentialquotienten  y'  durch 

bestimmt  und  auf 

^         dx         dz     dx        2    \  ^  /  ^^ 

führt.     Durch  Verbindung  von  (12a)  mit  (11)  folgt  aber 
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-/* 


dx  = 


dy  =  y'  dx  = 


1 


i+-:^M^ 


4a 


l^  —  ]dz 


(13) 


und  daraus   durch  Integration   die  Gleichungen   für  die  Bahn- 
koordinaten 


2  ax 


lay  =  c  -\- 


zM'  \2  —  |m'2  +  /m22 


(14) 


Die  beiden  neuen  Konstanten  h  und  c  sind  leicht  zu  deuten. 
Sind  nämlich  %  und  yi  die  Koordinaten  des  höchsten  Punktes 
der  Bahnkurve  bezw.  der  rückwärtigen  Verlängerung  derselben, 
so  ist  hierfür  y'  =  tg  r  =  0,  also  j?  =  1,   und  man  hat  aus  (14) 


6  =  2\axx  — 


c  =  4    a^/i  — 


(15) 


Aus  diesen  Formeln  geht  schon  hervor,  dals  der  Verlauf  der 
Bewegung  wesentlich  durch  den  Wert  von  /u  bedingt  ist,  sowie, 
dals  die  Werte  f^=  ±,1  und  ^  =  ±  2  besonders  ausgezeichnet 
sind.  Für  |t«  >  2  d.  h.  tg  a  <;  /  nahem  sich  in  der  Tat  die  Koor- 
dinaten x  und  y  Grenzwerten,  welche  sie  mit  j?  —  ±  oo,  d.  h. 
y'  =  tg  r  =  ±  00  erreichen.     Dieselben  sind  bestimmt  durch 


Xo  = 


2/2 


2a 


4.a 


=  X- 


=  yi  — 


1  —  /m2 
1 


a 
1 


fÄ^  a 


(16) 


und  geben    den  Endpunkt  der  Bewegung  an,    in  welchem  die 
Kurve  eine  der  t/- Achse  parallele  Tangente  besitzt  (Fig.  9  7). 

Für  1  <  ^  <  2  erreicht  nur  x  den  Grenzwert  a?2  mit  2f  =  oo, 
während  y  bis  ins  Unendüche  weiter  abnimmt,  so  dalis  die 
Kurve  für  diesen  Fall  eine  Asymptote  parallel  der  y- Achse  be- 
sitzt (Fig.  98).  Der  Punkt  gelangt  alsdann  —  eine  unendliche  Aus- 
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dehnung  der  schiefen  Ebene 
nach    unten   vorausgesetzt    M 
—   überhaupt    nicht    zur 
Ruhe. 

Für  jti  <  1  nimmt  so- 
wohl X  wie  auch  y  unbe- 
grenzt mit  21  ab,  so  dafe 
bei  dieser  steilen  Lage  der 
schiefen  Ebene  auch  keine 
Asymptote  mehr  existiert. 
Einen  Grenzfall  bildet  hier 
der  Wert  fn  =  0,  d.  h. 
tg  a  =  00  oder  die  vertikale 
Stellung  der  Ebene.  Die 
Gl.  (14)  gehen  damit  über  in 


Fig.  97. 


2ax  =  b-{-\z  — 


4ay  =  c-f-  U^  + 


(14a) 


Fig.  98 


aus  denen  nach  Elimination 
von  z  die  Gleichung  der 
Wurfparabel      hervorgeht. 

Dieselbe  lautet  hier,   da  für  x  =  0,  auch  y  =  0  sein  muls, 

y  =  (^ax^  —  hx) 

Für  die  Bahngeschwindigkeit  erhalten  wir  eine  sehr  übersicht- 
liche Formel  durch  Verbindung  von  Gl.  (8  a)  mit  (11),   nämlich 

1+^2 


V^  =  —- 

Setzen  wir  hierin 


g  sm  a 


a 


(y'  +  yr+FT 


y'  =  tgr,  1  +  y'2  =  1  4- tg  2|r  = --2-. 

80  geht  dieselbe  über  in 


«2  = 


^  sin  a     (cos  r) 


Ai-2 


(17) 


a        (sin  T  4"  l)'* 

Bedeutet  nun  tq  den  anfänglichen  Elevationswinkel,  so  ist  die 
Anfangsgeschwindigkeit 

Lorenx,  Techn.  Mechanik.  13 


\ 
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_  g  sin  u  (cos  Tpf  "  ' 

^  a        (sinzTo  +  l)/«  ^      ^ 

wodurch  sich  die  bisher  noch  nicht  definierte  Konstante  a  be- 
stimmt. Durch  Verbindung  der  beiden  Formeln  (17)  und  (17  a) 
folgt  aber  auch 

«==«••  (St.)" '(-S^f  •  ■  ■  ("^' 

Unter  Einführung  der  beiden  Geschwindigkeitskomponenten 

Vx  =^  V  COS  T ,        Vy  =^  V  sin  r 

sowie  der  Geschwindigkeit  i;i  im  höchsten  Punkte  entsprechend 

r  =  0 

flr  sin  a  ,^  „  , 

vi2  =  —  ^ (17c) 

dürfen  wir  schliefslich  schreiben 

(vy  +  vf^v,^vj'~''       (18) 

Für  jit  =  2,  d.  h.  tg  a  =^/,  folgt  dann  hieraus 

Vy  -\-  V  =  Vi  =^  konst. 

d.h.  die  algebraische  Summe  der  absoluten  und  der 
Vertikalgeschwindigkeit  auf  einer  schiefen  Ebene, 
deren  Neigung  mit  dem  Reibungswinkel  überein- 
stimmt, ist  konstant.  Ebenso  ergibt  sich  für  ^  =  0,  d,  h. 
für  die  vertikale  Stellung  der  Ebene  Vx  =  Vi  d.  h.  konstante 
Horizontalgeschwindigkeit  in  Übereinstimmung  mit  unserer 
früheren  Behandlung  des  freien  Wurfes. 

Difierentiieren  wir  schlielsUch  die  Gl.  (17  b)  nach  t,   so  er- 
halten wir  als  Bedingung  für  ausgezeichnete  Werte  von  v 

2  sin  2r  +  (2  —  in)  sin  t  =  fi 

mit  den  beiden  Wurzeln 

u  f 

sin  Ti  =  —  1 ,        sin  ra  =  ^  =  —  :^     .     .     (19) 

von  denen  die  erste  der  Endgeschwindigkeit  parallel  der  Y-Achse, 
die  zweite  dagegen  dem  Übergange  von  einer  verzögerten 
in  eine  beschleunigte  Bewegung  entspricht.  Man  er- 
kennt, dals  dieser  Übergang  nur  für  Werte  fi  <C2,  d.  h.  für 
grölsere  Neigungen  der  Ebene  als  der  Reibungswinkel  beträgt, 
eintreten  kann. 
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§  27.    Die  Relatiybewegung  mit  Reibungswiderstand. 

Einführung   der  Keibungsverzögerung,   Zusammenhang  derselben   mit 
der  Zwangsbeschleunigung.  Näherungsformel  von  Poncelet.  Allgemeine 
Gleichungen  für  eine  rotierende  Zwangsbahn;   Spezialfall  einer  kreis- 
förmigen und  einer  geradlinigen  Rinne. 

Da  der  Reibungswiderstand  seinen  Sitz  in  der  Berührungs- 
fläche der  aufeinander  .gleitenden  Körper  hat,  so  wirkt  er  im 
Falle,  dals  beide  Körper  sich  in  Bewegung  befinden,  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  Relativbewegung,  während  seine  Grölse  wieder 
der  auf  der  Berührungsfläche  senkrechten  Kraftkomponente 
proportional  ist.  Wenn  es  nun  auch  keine  Schwierigkeiten  bietet, 
die  allgemeinen  Formeln  für  die  Relativbewegung  unter  dem 
Einflüsse  der  Reibung  aufzustellen,  so  wollen  wir  doch  ange- 
sichts der  geringen  praktischen  Bedeutung  der  Probleme  darauf 
verzichten  und  uns  mit  der  Erörterung  einiger  besonderer  Fälle 
an  dieser  Stelle  begnügen. 

In  der  Technik  handelt  es  sich,  wie  wir  schon  mehrfach 
erkannten,  fast  immer  um  die  Bewegung  von  Körpern  längs 
gegebener  ebener  Kurven,  welche  ihrerseits  in  Bewegung  begriffen 
sein  können.  Wir  wollen  darum  hier  zunächst  den  Fall  einer 
Relativbewegung  längs  einer  in  ihrer  horizontal 
gedachten  Ebene  rotierenden  Zwangsbahn  betrachten, 
von  einer  fortschrei- 
tenden Bewegung  des 
Systems  also  absehen.  U 
Die  Drehachse  ist  dem- 
nach vertikal.  Das 
Problem  selbst  ist  offen- 
bar eine  Verallgemei- 
nerung der  in  §  19  auf 
Grund  der  Formeln 
(12)  behandelten  Auf- 
gabe. Behalten  wir  die 
dort  gebrauchten  Be- 
zeichnungen bei,   d.  h. 

die  Koordinaten  §  und  rj  für  das  rotierende  System,  m  für  die 
Winkelgeschwindigkeit  desselben,  r  für  den  Neigungswinkel  der 
Tangente  an  die  Zwangsbahn  mit  der  J-Achse,  so  erhalten  wir 
unter   Einführung    der    Reibungs Verzögerung   qr,    welche 

13» 


Fig.  99. 
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in    die   Tangentenrichtung    fällt,    also    senkrecht   zur  Zwangs- 
beschleunigung steht,  siehe  Fig.  99,  die  Gleichungen 


'dvÄ    .        .  d2g 

—    4.g8mT-3rCOsr  =  ^ 


dco  dt] 


dt 


dvn\  .  drri    ,    .d(j) 

"  —  2  cos  T  —  gr  sin  T  =  jT^   +  g 


dt 


df^ 


dt 


dt 


dl 


(1) 


Die  weitere  Verwendung  derselben  setzt  nun  die  Kenntnis 
der  Grölse  qr  voraus,  welche  offenbar  dem  auf  die  Kurve  aus- 
geübten und  mit  der  Reaktion  derselben  gleichen  Drucke  pro- 
portional sein  wird.  Hierbei  sind  nun  zwei  wichtige  Fälle  zu 
unterscheiden.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Zwangsbahn  in 
Form  einer  horizontalen  Rinne,    deren  Querschnitt   eine  stetig 


?^^^ 


Fig.  100. 


gekriunmte  Begrenzungslinie  hat  (Fig.  100),  so  wird  sich  die  Be- 
schleunigung der  Schwere  g  mit  der  Zwangsbeschleunigung  q  zu 

einer  resultierenden  Beschleunigung  i  g^  '\-  ^  vereinigen,  so  dals 
mit  dem  Reibungskoeffizienten 

3r  =  /y? 


+  a^ 


(2) 


wird.  Fühlt  man  diesen  Wert  in  die  Gl.  (1)  ein,  so  erkennt  man 
sofort,  dafs  die  Elimination  von  q  auf  recht  verwickelte  und  ohne 
besondere  Annahmen  schwerlich  integrabele  Formeln  führen  wird. 
Es  steht  indessen  nichts  im  Wege,  der  Rinne  einen  rechteckigen 
Querschnitt  zu  geben,  so  dals  der  materielle  Punkt  m  während 
der  Bewegung  stets  gleichzeitig  den  Boden  und  eine  Seitenwand 
berühren  muls  (Fig.  101).  Alsdann  ist  die  Reibung  am  Boden 
einfach  proportional  dem  Gewichte,  diejenige  an  der  Seitenwand 
dagegen  proportional  der  Zwangsbeschleunigung,  so  dals  wir,  für 
beide  besondere  Reibungskoeffizienten  vorausgesetzt,  durch  Super- 
Position 

ar   =  fl9   +  f2     q. (3) 


\ 


1 
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erhalten.    Da   man  nun  den  Ausdruck  (2)  mit  Hilfe  eines  von 
Poncelet  angegebenen  Satzes  ^)  stets  angenähert  auf  die  Form  (3) 


^)  Poncelet  setzt  unter  a  und  ß  zwei  noch  zu  bestimmende  Zahlen 
verstanden 

Der  relative  Fehler  bei  dieser  Annahme 

ax  -|-  ßy  —  y^P*  +  y* ax  -\-  ßy        ^ 

y»«  +  y«  Vx«  +  y« 

X 

oder  mit  —  =  w 

y 

Z  =   )—!—.   —  1 

yM«-f  1 

vrird  nun  zu  einem  Maximum  für  t«  =  — .    Sein  Wert  ist  alsdann 

ß 

^i  =  y««+i^-i. 

Für  t«  =  1,  d.  h.  X  =  y  erhält  man  den  Fehler 

und  für  w  =  oo,  d.  h.  y  =  0  oder  ac  =»  oo 

2?«  =  a  —  1. 

Damit  nun  der  Fehler  im  ganzen  Gebiete  von  u  =  l  bis  «  =  oo 
so  klein  wie  möglich  sei,  verlangt  Poncelet,  dafs  gleichzeitig 


«j  =  ^t 


«1  +  «i  =  ^1  +  ^t  =  0. 
Dies  führt  aber  auf  zwei  Gleichungen  für  a  und  ßy  nämlich 

^=«(y2-i) 

aas  denen  man 

a  =  0,961  und  ß  =  0,398 

erhält.    Man  hat  somit  angenähert 

ix*  +  y«  =  0,961  X  +  0,398  y 

X  Ä 

mit  einem  gröfsten  relativen  Fehler  (für  —  =  w  =  —  ^  2,41)  von 

z«  =  1,04  —  1  =  0,04. 

Die  Annäherung  ist  also  zulässig,  so  lange  man  Ungenauigkeiten  bis 
zu  4  7o)  ^i^  i™  Falle  der  £inf ührung  von  Reibungskoeffizienten  ohne- 
hin nicht  vermeiden  kann. 
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bringen  kann,  so  steht  der  allgemeinen  Verwendung  der  letzteren 
für  praktische  Zwecke  nichts  entgegen.  Man  hat  nur  zu  be- 
achten, dals  in  derselben  die  Gröfse  q  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  der  ebenso  bezeichneten  Zwangsbeschleunigung,  welche 
die  Rinnenwand  auf  den  Körper  ausübt,  besitzt,  so  dals  wir, 
um  nicht  in  Gl.  (3)  immer  nur  den  Absolutwert  von  q  einführen 
zu  müssen, 

(Ir=fi9—f2g. (3a) 

setzen  wollen,  wobei  nunmehr  unter  q  die  Zwangsbeschleunigung 
selbst  zu  verstehen  ist.  Alsdann  erhalten  wir,  wenn  wir  noch 
voraussetzen,  dals  einerseits  die  Rotation  gleichförmig  verlaufen, 
anderseits  aber  keine  treibenden  Kräfte,  d.  h.  keine  wahren 
Beschleunigungen  auftreten  sollen,  mit 

aus  (1)  und  (3a) 

q  (sm  T  +/2  cos  r)  —  gfi  cos  r  =  ^  —  §o>2  —  2(oj-^ 

du  Ti  d  S 

—  q  (cos  T—f2  sin  t)  —  gf^  sin  r  =  ^  —  tiufi  -|-  2fü  ^, 


(la) 


Multiplizieren  wir  die  erste  dieser  Formeln  mit  cos  r  —  f^  sin  r, 
die  zweite  mit  sin  r  -j-  /2  cos  ^  und  addieren,  so  ergibt  sich  unter 
Wegfall  von  q 

—  M  =  2^2  ^^^  ^  +  ^  sin  T  — -  f»>2  (g  cos  T  +  ;^  sin  r) 

-2c.|^^cosr-^smr 

—  h  1^2  81^  ^  —  3^2  cös  tI  +  n>2/2  (S  sm  T  —  »7  cos  r) 

dl 

cos  T  1. 


Führen  wir  nunmehr  das  Element  da  der  Zwangsbahn  durch 

d<^  .  ^^'  ,wi    .    ,  «        -.  « 

cos  T  =  ^-,  sm  T  =  3-^,         a§2  .j_  ^^2  =  ^q1 

da  da  ^     ^       '  ' 

den   Krümmungsradius  q    der   Bahn    (nicht  zu  verwechseln  mit 
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dem  früher  ebenso  bezeichneten  Reibungswinkel)  und  die  Relativ- 
geschwindigkeit —  =  V  ein,  welche  miteinander  durch 

TT^  sm  T  —  yr^  Cös  r  =  —  — 

verknüpft ^sind    und   schlief slich    den    Radius -Vektor    OF  =  r 

=  i§^-\"f]^  nait  seinem  Winkel  fi   gegen   das  Bahnelement,   der 
sich  (siehe  §  19)  aus 

rda  sin  f.i  =  '^dtj  —  rjd^ 

bestimmt,  so  vereinfacht  sich  unsere  Formel  in 

(dv  dr\  Iv^  \ 

dt  ~~  '"^^  dij  "^-^M—  +  ^'^^^  sin  iLi  +  2(ov\    .  (4) 

Ganz  ebenso  erhalten  wir  nach  Multiplikation  der  ersten 
Gl.  (la)  mit  sin  r  +  /2  cos  r,  der  zweiten  mit  cos  t  —  /2  sin  r 
und  Subtraktion 

/i;2                                            \ 
—  I — -\- fo^r  sin  (LI -{- 2(0  v\ (5) 

Eliminiert    man    aus    diesen    beiden    Formeln    die    Gröfse 

dv  dr 

-^  —  (xßr  Y~i  so  ergibt  sich 

•      2  =  — ^"^  ^  si'i  /t<  —  2(ov (6) 

wie  früher  Gl.  (15)  §  19.     Man   erkennt  also,   dafs  die  Reibung 
auf  die  Zwangsbeschleunigung  keinen  Einäuls  ausübt. 

Wir  wählen  nun  als  erstes  Beispiel  eine  kreisförmige 
Rinne  vom  Radius  r  mit  dem  Rotationszentrum  als  Mittelpunkt. 
Alsdann  ist  (>  =  r,  dr  =  0  und  [.i  =  90,  womit  (4)  und  (6)  über- 
gehen in 

dv    .    ^  (v  -\-r(t))^  ,,  ^ 

-g/i-^+/2       \.  (4a) 


Hierin  ist  aber 


(v-\-r(o)^  .    ^ 

Q=-^  \         ■     ......     (6a) 

V  -\-  reo  =  v' (7) 


I 


200  Kap.  IV.    Treibende  Krftfte  und  Widerstandskräfte. 

nichts  anderes  als  die  absolute  Geschwindigkeit  des 
Punktes  in  der  Rinne,  von  der  mithin  allein  die  Zwangs- 
beschleunigung abhängt.    Setzen  wir  noch  der  Kürze  halber 

-4-  =  c2 (8) 

so  haben  wir  statt  (4a) 

9fidt  =  ^ — (4b) 

Durch  Integration  folgt  hieraus  mit  einer  absoluten  Anfangs- 
geschwindigkeit V  =  Vq 

^^=arci«*|^-arctg^ (9) 

eine  Formel,  welche  nur  bis  zum  Erlöschen  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit, d.  h.  bis  v'  =  r  w  gültig  bleibt,  da  in  diesem 
Momente  auch  der  Reibungswiderstand  vollständig  aufhört.  Die 
Gesamtdaper  ^  der  Relativbewegung  ist  demnach  gegeben  durch 

^to  =  arctg  ^  —  arctg  ^ (9a) 

Nach  Ablauf  dieser  Zeit  bewegt  sich  der  Punkt  in  der  Rinne 
mit  derselben  Geschwindigkeit,  wie  diese  selbst,  befindet  sich 
also  zu  ihr  in  relativer  Ruhe. 

Erteilen  wir  dem  Punkte  anfänglich  eine  negative,  d.  h.  dem 
Drehsinne  entgegengesetzte  Relativgeschwindigkeit,  so  erhalten 
wir  wegen  v'  =  rio  —  v  statt  (4a) 

-^  =  ^/i+/2— (4c) 

d.  h.  eine  absolute  Beschleunigung  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Reibung.  Die  Formeln  (9)  und  (9a)  bleiben  nach 
Vertauschen  der  Vorzeichen  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
ebenfalls  gültig,  so  dafs  die  Relativbewegung  auch  hierbei  mit 
dem  Erlöschen  von  v,  bezw.  mit  v'  =  r  o)  ihr  Ende  erreicht. 

Aus  (9)  ergibt  sich  noch  durch  eine  einfache  Umformung 

/  X    9fi  ^  t        9fi  j.  .    fffi  j. 

Vq'  —  C  tg   t  Vq'  COS  ^^ —  t  —  C  Sm  ^^  ^ 

v'  =  c ^—  =  c 7. 7—   .  (10) 

I       /  X    9ji  .  9Ji  XI       /    .    9ji  j. 

c  +  ^0  tg  ^^ —  t  c  cos  ^-^  ^  +  vo'  sm  ^^  t 

0  c  c 


§  27.    Die  Belativbewegung  mit  Beibangswiderstand.         201 

lind  daraus  durch  Integration  der  durchlaufene  Weg 

t 


s  = 


0 

Multipliziert   man  dagegen   die  Gl.  (4a)   bezw.  (4b)   beider- 
seitig mit 

ds 

dt  =  ^  • 

so  folgt 

gfi  ,         __    v'dv' 
r  ds  =  ^ 


und  daraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  v'  und  Vq 

Der  relative  Weg  bestimmt  sich  damit  leicht  zu 

a  =  s  —  r(jüt, (12) 

womit  das  Problem  vollständig  gelöst  erscheint. 

Als  zweites  Beispiel  betrach- 
ten wir  die  Bewegung  in  einer 
geradlinigen  Rinne  (Fig.  102)  q 

mit  dem  kürzesten  Abstand  Tq 
vom  Rotationszentrum.  Es  wird 
alsdann  in  unseren  Formeln  (4) 
und  (5) 

Fig.  102. 

^  =  00,        r  Bin  jÄ  =  Vq. 

Rechnen  wir  die  Zeit  und  auch  den  relativen  Weg  von  dem 
Passieren  des  Punktes  A  mit  dem  kürzesten  Abstände  Tq  aus, 
so  folgt  noch 

r2  =  tq^  -\-  a2,  also  rdr  ^  ada 

und  wir  erhalten  aus  Gl.  (4)  mit  v  =  ^,      -v^  =  ^-^ 

^^  +  2c./,^-,u2(a-/2ro  +  g)=0      .     (4c) 
Dieser  Gleichung  wird  genügt  durch  die  Lösung 

.     I  gfi  *< 


0)2 


(13) 
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Setzen  wir  diesen  Ausdruck  mit  seinem  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  in  (4c)  ein,  so  ergibt  sich  für  k  die  Be- 
dingungsgleichung 

mit  den  beiden  Wurzeln 

A:  =  —  fo/2  ±  (0  fr+7?. 

Da  jeder  dieser  Wurzeln  eine  Lösung  von  der  Form  (13)  ent- 
spricht, so  lautet  das  allgemeine,  mit  zwei  willkürlichen  Kon- 
stanten %  und  02  behaftete  Integral  von  (4c) 

.      I  gfi 

=   e  I  %  e  +  «2  ^  )   *     *  \^^^) 

Die  Relsftivgesch windigkeit  v  folgt  hieraus  durch  Differentiation  zu 


da  —  /a  w 


+  «.(/...  +  ..  yT+77)e-'"'l'^+^''} 


(14) 


Bedeutet  Vq  die  Geschwindigkeit  für  ^=  0,  rr  =  0,  d.  h.  im 
Punkte  Äy  so  sind  die  beiden  Konstanten  aj  und  «2  ^.us 

,  9  fi        . 

0^1  +  ^2  =  -^  —  h  H 

(«1  +  «-2)/2  ^'>  —  («1  —  «2)  f'>   yi  +/2^  =  —  ^0 

ZU  bestimmen.  Da  nun  stets  yT+T^  ^  y-g  sein  wird,  so  setzt 
sich  sowohl  der  relative  Weg  Gl.  (13  a)  als  auch  die  Relativ- 
geschwindigkeit aus  je  zwei  Gliedern  zusammen,  von  denen  das 
eine,  absolut  genommen,  mit  der  Zeit  unbegrenzt  wächst,  während 
das  andere  immer  weiter  abnimmt.  Infolgedessen  wird  auch 
die  Zwangsbeschleunigung 

3  =  —  f(>2  ^^  _|_  2  ff>  i; (6b) 

mit  der  Zeit  immer  mehr  wachsen.  An  diesem  Verhalten  ändert 
sich  auch  nichts  für  den  Fall,  dals  die  Rinne  durch  das  Ro- 
tationszentrum selbst  hindurchgeht. 
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§  28.    Gedämpfte  Schwingungen. 

Begriff  der  Dämpfung.   Integration  der  Differentialgleichung  gedämpfter 
Schwingungen.    Aperiodische  Bewegung.    Schwingungsdauer  und  loga- 
rithmisches  Dekrement    gedämpfter    Schwingungen.     Übertragbarkeit 
der  Schlüsse  auf  kleine  Schwingungen  mit  gleitender  Reibung. 

Wie  schon  in  §  24  hervorgehoben  wurde,  treten  neben  der 
Reibung  fester  Körper  noch  andere  Widerstandskräfte  auf,  deren 
Stärke  vorwiegend  von  der  Geschwindigkeit  abhängt.  Handelt 
es  sich  nur  um  kleine  Geschwindigkeiten,  wie  z.  B.  bei  der 
Schwingung  eines  Pendels,  so  genügt  es  vollkommen,  den  Be- 
wegungswiderstand direkt  proportional  der  Geschwindigkeit  zu 
setzen,  d.  h.  in  der  Reihenentwicklung  für  das  Widerstands- 
gesetz aUe  höheren  GUeder  zu  vernachlässigen.  Da  nun  die  Ge- 
schwindigkeit bei  der  Bewegungsumkehr  ihr  Vorzeichen  von 
selbst  wechselt,  so  gilt  dies  auch  ohne  weiteres  von  dem  ihr 
proportionalen  Widerstände,  den  wir  als  »Dämpfung«  bezeichnen 
wollen.  Wir  haben  deshalb  hier  nicht  wie  bei  den  Reibungs- 
vorgängen in  §  25  mit  Unstetigkeiten  im  Bewegungswiderstande 
zu  rechnen.  Auf  welche  Ursache  die  hier  in  Frage  stehende 
Dämpfung  zurückzuführen  ist,  brauchen  wir  zunächst  gar  nicht 
zu  erörtern ;  es  sei  nur  bemerkt,  dals  neben  dem  schon  in  §  24 
erwähnten  Luftwiderstand  bei  elastischen  Schwingungen  die 
innere  Reibung,  bei  Schwingungen  von  Magnetnadeln  in  Gegen- 
wart eines  Kupferkörpers  die  in  demselben  geweckten  elektrischen 
Ströme  angenähert  derartige  Wirkungen  hervorzurufen  imstande 
sind.  Die  Ergebnisse  der  nachstehenden  Untersuchung  werden 
demnach  einer  sehr  weitgehenden  praktischen  Anwendung  fähig 
sein,  so  dafs  die  Theorie  der  gedämpften  Schwingungen 
sowohl  für  die  Physiker,  als  auch  für  die  Ingenieure  und  Elektro- 
techniker eine  grofse  Bedeutung  besitzt. 

Die  Ausschläge  x  der  von  uns  betrachteten  Schwingung  seien 
nun   stets  so   klein,    dafs  wir   die   Beschleunigung   -r^  wie  in 

§  13  ihnen  proportional  setzen  können.     Wenn  dann  aufserdem 

nur  noch  die  Dämpfung,  welche  für  die  Geschwindigkeit  1  den 

Wert  —  €  haben  möge,   wirkt,   so  gilt  für  den  ganzen  Vorgang 

die  Beziehung 

d'^x  „  äx 

dt^  dt 


i 
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oder 

d^x    ^^  e  dx  _.a^     

Diese  Gleichung  ist  uns  schon  zweimal  begegnet;  das  erste 
Mal  in  §  25  Gl.  (17  c)  bei  der  Erörterung  von  Schwingungen 
eines  horizontal  bewegten  Körpers  unter  dem  Einflüsse  von 
Reibungswiderständen,  das  zweite  Mal  im  letzten  Paragraph  GL  (4  c), 
allerdings  mit  anderem  Vorzeichen  des  dem  Ausschlage  proportio- 
nalen Gliedes,  so  dals  dort  gar  keine  Schwingungen  entstanden. 
Die  zuletzt  angewandte  Lösungsmethode  wird  darum  auch  hier 
zum  Ziele  führen.    Setzen  wir  nämUch 


kt               dx                  kt 

X  —  ae    1           j  ,  —  ake    , 

dt 

d^x 
dt^ 

ak^t 

kt 

in  Gl.  (11)  ein, 

so    ergibt   sich   für  die 

Bestimmung 

von  k 

die 

Gleichung 

Jc2^±k  + 

a2 

m  ~ 

:0 

mit  den  beiden 

Wurzeln 

2m        f' 

• 

... 

(2) 

«2 

4m2 

a2 
m 

Dieselben  sind 

so  lange  reell,  als 
.    o  >        oder  i 

=  <2 

a  j/m 

bleibt.     Dann  aber  werden  wegen 


/ 


«2  «2  £ 

4jP  ""  w"  "^  ^  ^  2m 


beide  Wurzeln  (2)  negativ,  so  daTs  wir  für  das  allgemeine 
Integral  von  (1)  unter  Einführung  zweier  Konstanten  a^  und  a^i 
haben 

a?  =  ai  «  +  a2  e  ...     (4) 

oder  auch 

'-t 

a;  =  e  \a^e         -\-  a*ie        )  ,     .     .     ,    (4a) 
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Durch  Differentiation  folgt  hieraus  die  Geschwindigkeit 


"'^-^^Vi-^o'"^" 


-i^-^)^ 


-  2^  +  ^«r»* 


-(^+'^)' 


(5) 


oder 


V  =  — 


2X  -\-  kn  6 


2m 


(5a) 


Zur  Bestimmung  der  beiden  Konstanten  a^  und  a^  nehmen  wir 
nun  an,  dafe  der  bewegte  Punkt  bei  Beginn  der  Zeitrechnung, 
also  für  ^  =  0  die  Lage  x  =  Xq  mit  der  Greschwindigkeit  v  =  Vq 
passieren  möge.  Dies  führt  mit  (4  a)  und  (5  a)  auf  die  beiden 
Gleichungen 


2A:oai  =  +  Vo  +  (-2^+*o|  ^o 
2  Äo  «2  =  —  ^Q  —  ("2^  —  ^ol  ^0 


•  • 


.     (6) 


Die  hieraus  folgenden  Werte  von  aj  und  a»^  haben  hiemach 
dasselbe  Vorzeichen,  wenn  Vq  und  Xq  verschiedene  Vorzeichen 
besitzen    und    der    Absolutwert 


ihres  Verhältnisses 
dingung 


L^oJ 


der  Be- 


2m 


-Äo< 


[s]<-2;+^o(7) 


genügt.    Alsdann  kann  weder  x  ^ig.  los. 

noch   V    im    Verlaufe    der   Be- 
wegung  das  Vorzeichen  ändern,    noch   auch   in   endlicher  Zeit 
verschwinden,  so  dals  die  Wegkurve  vollständig  auf  der  einen 
Seite  der  ^Ach8e  verlaufend  sich  derselben  asymptotisch  nähert, 
siehe  Fig.  103. 

Ist  die  Bedingung  (7)  dagegen  nicht  erfüllt,  so  kann  der 
Punkt  die  Lage  a?  =  0  in  endlicher  Zeit  passieren.  Wir  werden 
darum    zweckmäfsig    in   diesem    AugenbHcke    die   Zeitrechnung 
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beginnen  und  erhalten  dann  aus  Gl.  (6)  mit  Xq  =  0  für  die  Kon 
stauten  «i  und  02 


«1  =  + 


«2  = 


womit  unsere  Fonneln  (4  a)  und  (5  a)  übergehen  in 


(6a) 


V 


0 


2m 


X 


2  Kq 


'    2w  2  ^  '  -^ 


(4b) 


(5  b) 


Da  nun  für  alle  positiven  Werte  von  ty  d.  h.  vom  Momente 
des  Passierens  der  Nulllage  stets  e  +  ^<  >  l  bleibt,  so  mufs 
e  -  *o<  <;  1  werden,  also  e  +  *o<  —  e  -  *o<  >  0  sein,  d.  h.  bei  posi- 
tiver Geschwindigkeit  vq  in  der  Nulllage  wird  die  ganze  weitere 
Bewegung  sich  auf  der  positiven,  bei  negativem  vq  dagegen  auf 
der  anderen  Seite  abspielen.  Schwingungen,  deren  Wesen  im 
periodischen  Wechsel  positiver  und  negativer  Ausschläge  beruht, 
kommen  demnach  hier  ebensowenig  zustande,  wie  in  dem  durch 
Fig.  103  dargestellten,  oben  besprochenen  Falle,  so  dals  man  diese 
Vorgänge  als  aperiodische  Bewegungen  bezeichnet.  Von 
dem  obigen  Falle  unterscheidet  sich  die  durch  Gl.  (4  b)  und  (5  b) 
dargestellte  Bewegung  indessen  durch  die  Möglichkeit  des  Vor- 
zeichenwechsels der  Geschwindig- 
keit. Dieselbe  verschwindet,  d.  h. 
der  Ausschlag  erreicht  bei  posi- 
tivem Vq  ein  Maximum  (bei  nega- 
tivem ein  Minimum)  für 


1     , 

^1  =  inr  Ign 


2  m 


+  h 


2k 


0 


•  (8) 


2  m 


0 


während  die  Nulllage  erst  wieder  nach  Verlauf  einer  unendlich 
fernen  Zeit  erreicht  wird.  Die  Wegkurve  besitzt  demnach  die 
in  Fig.  104  dargestellte  Form,  aus  der  man  die  rasche  Abnahme 
des  Ausschlages  bis  zur  Unmerklichkeit  deutlich  erkennt.  Ganz 
analog  verläuft  die  Bewegung  auch  noch,  wenn  die  beiden 
Wurzeln  (2)  einander  gleich  werden,  bezw.  wenn  ko  verschwindet. 
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Die  Lösung  (4  b)  ist  allerdings  hierfür  nicht  mehr  brauchbar,  da 
sie  für  Äq  ^  0  den  unbestimmten  Wert  j-  ergibt.  Durch  Diffe- 
rentiation von  Zähler  und  Nenner  dieser  Formel  nach  Äq  und 
nachträgliches  Einsetzen  von  Äq  =  0  erhalten  wir  dagegen  das 
diesem  Spezialfälle  entsprechende  Integral 

~  2wi  . 

X  =:  Vq  te  (4c) 

mit  der  Geschwindigkeit 

.=„.r^'(i-l/„) (50, 

worin  wiederum  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Nulllage 
Xq  =  0  bedeutet.  Das  Maximum  des  Ausschlages  wird  demnach 
zur  Zeit 

h  =  ^ (8a) 

erreicht. 

Der  Charakter  der  Bewegung  ändert  sich  dagegen  sofort, 
wenn  die  Wurzeln  (2)  konjugiert  komplex  werden.  Dies  tritt 
ein  für 

m        4  m- 
so  dals  wir,  mit  i  =  y  —  1 

setzen  und  statt  (4  b) 

—  -^t     4-ik.t  —ik,t 

1^0  ^  —  ^ 

kl  2  t 

schreiben  dürfen.     Da  nun  bekanntlich 

1       /    +<*!<  -ik\t\ 

-^r-T  \e         —  e  )  --  sin  Ä:i  t 

ist,  so  erhalten  wir  als  Integral  von  (1)  den  einfachen  Ausdruck 

X  =  -j^  e  sin  kl  t       (10) 

Kl 
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welcher  ersichtlich  eine  Schwingung  mit  veränderlicher 
und  mit  wachsendem  t  stetig  abnehmender  Ampli- 
tude darstellt.    Die  Geschwindigkeit 

v  =  -:r-e      "*   |äiCOsA:i^  —  -^ — sinÄri^-     •     •     (12) 

verschwindet  nun  im  Momente  des  Passierens  eines  grölsten 
positiven  oder  negativen  Ausschlages,  also  für  Zeitpunkte,  welche 
durch 

tgÄi^=— J- (13) 

gegeben  sind,  oder,  unter  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden, 
für 

Die  von  irgend  einem  bis  zum  nächsten  auf  derselben  Seite 
der  Nulllage  befindlichen  Maximum  verflossene  Zeit,  welche  wir 
analog  wie  beiden  freien  Schwingungen  als  die  Schwingungs- 
dauer bezeichnen  können,    folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (9) 

271               47rm  ' 

*o  =  -ir  =    r—-^  j (14) 

Die  gedämpften  Schwingungen  verlaufen  also 
isochron,  wenn  auch  um  so  langsamer,  je  grölser 
der  sog.  Dämpfungsfaktor  «  ist. 

Ist  nun  X  der  Ausschlag  des  bewegten  Punktes  nach  der 
Zeit  t,  siehe  Gl.  (10),  so  wird  nach  weiterem  Ablaufe  einer  vollen 
Schwingungsdauer,  also  nach  der  Zeit  t  -\-  t^  der  Punkt  sich  in 


/%9  *)  «kVk 

x'  =^  -^  e     "  sin  k-^  (t  -|-  <o) 

Kl 

befinden.     Lösen    wir   die  Winkelfunktion    auf   und  berücksich- 
tigen, dafs  wegen  (14)  sin  Äi  ^  ^  0,  cos  A:i  ^  =  1  ist,  so  wird 

sin  Äi  (^  -|-  ^)  =  sin  k^  t  cos  k^  t^  -}"  ^^s  k^  t  sin  Äi  ^  ^  sin  Äi  ^ 

und  damit  der  Ausschlag  zur  Zeit  ^  +  ^ 

x'  =  -r^  e  sm  Äi  ^ .     .     .    -     .     (10a) 
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Durch  Division  von  (10a)  und  (10)  fällt  der  periodische 
Faktor  sinkit  heraus,  und  es  ergibt  sich  das  Verhältnis  der  beiden 
Ausschläge 


e 


—.  =  e         =  konst. 

x' 


oder  auch 


Ign  X  —  Ign  x' 


2m 


(15) 


Die  Differenz  der  natürlichen  Logarithmen  je 
zweier  um  die  Schwingungsdauer  zeitlich  aus- 
einander liegender  Ausschläge  ist  demnach  eine 
Konstante;  man  bezeichnet  sie  nach  G a u f s  wohl  auch  als 
das  logarithmische  Dekrement. 

Dieser  Satz  bietet  nun  im  Verein  mit  der  Gl.  (14)  für  die 
Schwingungsdauer  eine  einfache  Aufzeichnung  der  Wegkurve 
der  gedämpften  Schwingung.  Konstruiert  man  nämlich  sowohl 
für  die  positive  wie  auch  die  negative  Seite  von  einem  Ausschlag  x 
ausgehend  die  beiden  lo- 
garithmischen Kurven 
nach  Gl.  (15),  so  geben  die 
Ordinaten  für  ^,  2^  u.  s.  w. 
sofort  die  entsprechenden 
Ausschläge  der  folgenden 
Schwingungen  an,  deren 
rasche  Abnahme  in  Fig.  105 
deutiich  hervortritt.  In 
der  Praxis  bestimmt  man 
gewöhnlich  durch  Beobach- 
tung der  Erscheinung  die 
Schwingungsdauer  und  die  Grölse  zweier  um  ein  bekanntes  ganzes 
Vielfaches  von  ^  auseinanderliegender  Maximalausschläge,  um 
daraus  mit  Hilfe  der  Gl.  (14)  und  (15)  sowohl  die  Werte  von  a 
und  des  Dämpfungsfaktors  e  zu  berechnen. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  nun  vollständig 
auf  den  in  §  25  behandelten  Fall  der  Schwingungen  eines 
auf  einer  Ebene  mit  Reibung  fortbewegten  Körpers 
übertragen,  so  lange  die  Schwingungsausschläge  sehr  klein  sind. 


— < 

->^ir.  t. 

,.-' 

[v-^ 

y 
< 

/                   ^ 

/  ^^ 
P 

ig.  105. 

L^-— " 

Lorenz,  Techn.  Mechanik. 
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Die  hierfür,  bezw.  für  das  sog.  Abklingen  der  Schwin- 
gungen gültige  Gl.  (17  c)  §  25  ist  mit  unserer  Formel  identisch, 
wenn  wir 

mgf    ,           ,           Ig^f^       «^ 
£  = ,  bezw.  A;o  =  1/  tt 

setzen.  Daraus  geht  hervor,  dals  auch  bei  dieser  Erscheinung 
die  oben  behandelten  Unterfälle  sämtlich  eintreten  können.  Der 
Dämpfungsfaktor  ist  hierbei  dem  Reibungskoeffizienten  /  direkt, 
der  fortschreitenden  Geschwindigkeit  c  dagegen  umgekehrt  pro- 
portional und  kann  somit  zur  Bestimmung  des  ersteren  ver- 
wendet werden. 


§  29.    Erzwungene  Schwingungen  ohne  Dämpfung. 

Einführung  einer  periodischen  Störungsfunktion  in  die  Schwingungs- 
gleichung. Zerfall  derselben  in  zwei  Gleichungen  für  die  Eigen- 
schwingung und  die  erzwungene  Schwingung.  Ermittlung  des  Aus- 
schlages der  letzteren  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizi- 
enten. Näherungsverfahren  zur  Bestimmung  der  Einzelwellen  der 
Störungsfunktion.    Eintreten  der  Resonanz. 

Überläfst  man  einen  aus  seiner  Ruhelage  ausgelenkten,  nach 
derselben  aber  vermöge  einer  Anziehungs-  oder  Spannkraft  zurück- 
strebenden Körper  sich  selbst,  so  wird  er,  wie  wir  gesehen 
haben,  Schwingungen  vollziehen,  die  man  als  freie  bezeichnen 
kann,  da  das  betrachtete  System  von  aulsen  keine  Einwirkung 
erfährt.  Infolge  der  Dämpfung,  deren  Einflufs  wir  im  letzten  Para- 
graphen untersuchten,  werden  die  Schwingungsausschläge  rasch 
bis  zur  Unmerkhchkeit  abnehmen  und  zwar  ohne  Hinzutritt 
äulserer  Kräfte,  so  dals  auch  die  gedämpften  Schwingungen  noch 
als  freie  angesehen  werden  können,  deren  ganzer  Verlauf  durch  die 
Anfangsbedingungen  (d.  h.  anfängUchen  Ausschlag  und  Geschwin- 
digkeit) gegeben  ist.  Diese  Anfangsbedingungen  denken  wir  uns 
hierbei  durch  eine  unmittelbar  darauf  erloschene,  also  während 
des  Vorgangs  nicht  mehr  wirksame  äufsere  Kraft,  z.  B.  einen 
Stofs  hervorgerufen. 

Im  Anschluls  an  diese  Vorstellung  entsteht  nun  die  Frage 
nach  dem  Verlauf  der  ganzen  Erscheinung,  wenn  diese  Kraft 
auch  nach  der  anfänghchen  Auslenkung  wirksam  bleibt,  d.  h. 
wenn   sich   die   Schwingungen   dauernd   unter   einem   gewissen 
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Zwange^)  vollziehen.  Diesen  Fall  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen werden  wir  als  praktisch  sehr  wichtig  erkennen;  wir 
wollen  ihn  der  Übersichtlichkeit  halber  zunächst  ohne  Rücksicht 
auf  eine  etwa  vorhandene  Dämpfung  behandeln.  Es  kommt 
dies  im  wesentlichen  auf  die  Annahme  langsamer  Schwingungen 
hinaus,  da  ja  das  mit  dem  Dämpfungsfaktor  behaftete  Glied  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportional  war. 

Bezeichnen  wir  wieder  den  Ausschlag  aus  der  Ruhelage 
mit  ÄJ,  die  Masse  des  schwingenden  Körpers  mit  m  und  die 
nach  dem  Schwingungsmittelpunkt  beim  Ausschlage  1  wirkende 
Anziehungskraft  mit  a^,  so  ergibt  sich  als  Differentialgleichung 
der  Schwingung  unter  dem  Einflüsse  der  äulseren  Kraft  P 

m^+a^x  =  P (1) 

Die  Kraft  P  kann  nun  entweder  als  Punktion  des  Aus- 
schlages selbst  oder  aber  als  Funktion  der  Zeit  gegeben  sein. 
Den  ersteren  FaU  der  Bewegung  unter  dem  Einflüsse  einer  durch 
die  momentane  Lage  gegebenen  Kraft  wollen  wir  hiermit  aus- 
drücklich ausschlielsen. 

Hier  interessiert  uns  vor  allem  die  periodische  Veränderlich- 
keit der  manchmal  auch  als  Störungsfunktion  bezeichneten 
Kraft  P.  Wir  denken  uns  dieselbe  darum  durch  eine  Fourier- 
sche  Reihe  gegeben  (siehe  §  13)  und  setzen 

P  =  Ai)  -{-  Äi  cos  Oot  -\-  Ä2  cos  2  Oq  ^  4" 

4-  -Bi  sin  oq  ^  -|-  Pi  sin  2  oq  ^  + 
oder   auch  unter  Zusammenfassung   je  zweier  Glieder   mit  dem- 
selben  Argument 

P  =  ^  +  %  sin  («0^  +  ßi)  +  «2  sin  2  {uq  t -i- ß^)   \        .^  . 
+  a3sin3(«o^  +  Ä)+  •  •  •  i      '  ^  ^^ 

Den  Ausschlag  x  können  wir  nun  in  zwei  Teile  x'  und  x"  zer- 
legen, also 

x  =  x'  -\-x" (3) 

^)  Dieser  Zwang  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  durch  eine 
feste  ßahn  hervorgerufenen  Zwange,  dem  die  früher  eingeführte 
Zwangsbeschleunigung  entsprach.  War  diese  und  mit  ihr  der  Bahn- 
zwang insofern  fiktiv,  als  sie  nur  bei  der  Berührung  des  bewegten 
Körpers  und  der  Bahn  eintraten,  so  haben  wir  es  hier  mit  einer 
wirklichen  Bewegungsursache  zu  tun. 

14» 


:::[  •  •  (2) 
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setzen  und  haben  damit  statt  (1) 


m 


_+«2^M+    ,^_^^4.«2^^'__pU=o.     .     (la) 


Bestimmen  wir  die  beiden  Teile  x^  und  a?"  so,  dals  jeder  der 
Klammerausdrücke  in  (la)  für  sich  verschwindet,  so  zerfällt  diese 

Gleichung  in 

d'^x 
m    , -2   -j-  «2  ic'  =:  0 (4) 

d^x" 
m-^~j^  +  a^x^'  =  P (5) 

von  denen  die  erste  eine  einfache  freie  Schwingung,  *  die  sog. 
Eigenschwingung  des  Körpers  darstellt,  welche  sich  über  die 
durch  die  zweite  gegebene  erzwungene  Schwingung  nach  (3) 
in  derselben  Weise  lagert,  wie  wir  dies  schon  in  §  13  für  mehrei-e 
beliebige  Schwingungen  kennen  gelernt  haben.  Die  Gl.  (4)  wird 
nun  ebenfalls  nach  §  13  befriedigt  durch 

OL  OL  /    OL  \ 

x'  =  Ä  COS  -p  ^  +  jB  sin  -,_i  ^  =  a  sin  ( -p=  t  -\-  ß\       .     (6) 

worin  A  und  jB,  bezw.  «  und  ß  willkürliche  Konstante  bedeuten. 
Die  GL  (5)  schreiben  wir  dagegen  unter  Einführung  des  Aus- 
druckes (2)  für  die  Kraft  P 

d^x" 
m  ^^  4"  "^^"  =  ^0  +  ^1  cos  «0  ^  +  ^2  cos  2  «0  ^  + 

+  Bi  sin  «0  ^  +  -^2  siii  2  «o  ^  + 
und  setzen  probeweise 

x"  z=^  Co  -}-  Ci  cos  «0  ^  +  O2  cos  2  «0  ^  +  •  • 
4"  Dl  sin  otQt  -\-  D2  sin  2  «o  ^  + 

worin  die  Koeffizienten  C  und  D  einer  nachträglichen  Bestimmung 
vorbehalten  bleiben.  Durch  zweimalige  Differentiation  erhalten 
wir  daraus 

d^x"  . 

-Tjö-  =  «0^  {Ci  cos  «0  ^  +  ^  C'2  cos  2  «0  ^  4"  •  •    I 

et  t  I      ^7a) 

-j-  Dl  sin  «0  ^  +  4  D2  sin  2  «0  ^  4"  •  •)  I 

Durch  Einführung  von  (7)  und  (7a)  wird  nun  die  Gl.  (5a)  für 
alle  Werte  von  t  befriedigt,  wenn  die  Koeffizienten  derselben 
Winkelfunktionen  auf  beiden  Seiten  übereinstimmen,  d.  h.  wenn 


(5a) 


:}  •  •  w 
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C„  = 


A 


0 


ai' 


Ci  = 


C,= 


G,= 


^ 


a2 

—  m«o2 

> 

a2- 

^3 

) 

a2- 

-  9mao2 

J 

Di  = 


!),= 


D«  = 


^ 

^1 

tt2 

—  m 

V 

^2 

«2- 

—  4wao2 

B3 

a2  —  9mao2    ^ 


(8) 


Mit  diesen  Koeffizienten  stellt  demnach  der  Ausdruck  (7) 
das  Integral  der  Differentialgleichung  (5)  dar,  so  dals  nunmehr 
die  vollständige  Lösung  der  Gl.  (1)  durch  Zusammenfassen  von 
(6)  und  (7)  lautet 

X  =^  A  cos  -7=.  t  -\-  B  &m  -p  t  -\ — 2 


y^ 


■|/w 


«^ 


+ 


-f- 


^ 


a^ 


WOo 


ö  cos  «0  ^  +  ~5 i ^  cos  2  «0  ^  +  .  . 


.(9) 


Ä 


«2  —  maQ2 


sin  «0  ^  + 


Ä 


«2  —  4cm  a^^ 


sin  2  «0  ^  +  .  . 


Die  Werte  der  beiden  allein  noch  zu  bestimmenden  Konstanten 
A  und  B  ergeben  sich  hierin  zwanglos  aus  den  Anfangsbedin- 
gungen, z.  B.  durch  dem  der  Zeit  #  =  0  entsprechenden  anfäng- 
lichen Ausschlag  Xq  und  die  Geschwindigkeit  Vo   in  dieser  Lage. 

Fassen  wir  analog  (2a)  wieder  je  zwei  Glieder  mit  demselben 
Argument  zusammen,  so  erhalten  wir  statt  (9)  die  Gleichung 


X  =^  a  sui 


"=^+/*l  +  ^ 


'm 


«^ 


(9a) 


+  -5 ö  sin  («0^+ /?i)  +  -ii i 5  sin  2  («0^4-/^2)+  •  • 

in  der  die  Konstanten  a  und  ß  sich    ebenso    bestimmen    lassen 
wie  oben  A  und  B. 

Hieraus  erkennt  man,  dals  die  erzwungene  Schwin- 
gung sich  aus  einfachen  Einzelschwingungen  zu- 
sammensetzt, welche  zeitlich  genau  den  Schwan- 
kungen    der     Störungsfunktion    entsprechen.      Die 
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Grölse  und  das  Vorzeichen  der  Amplituden  dieser  Einzel- 
schwingungen hängen  dagegen,  aufser  von  den  durch  Gl.  (2) 
bew.  (2  a)  gegebenen  Werten  von  A^B  bezw.  a  noch  von  einem 
Faktor  ab,  der  für  das  Ä-te  Glied  durch  die  Differenz  a^  —  k^ma^^ 
gegeben  ist  und  daher  absolut  sehr  kleine  Werte  annehmen 
kann.  Wird  für  irgend  eines  der  Glieder  diese  DifEerenz  gleich 
Null,  so  wird  die  entsprechende  Schwingungsamplitude  unendlich 
grols,  womit  nur  gesagt  ist,  dals  alsdann  der  Zusammenhang 
des  Systems  zerstört  werden  würde.  Es  tritt  dies  immer  dann 
ein,  wenn  z.  B.  für  das  Ä-te  Glied 

«2  ^^  k^moQ^  oder  -7=  =  kuQ     ....     (10) 

ym 

wird,  d.  h.  wenn  die  Periode  irgend  einer  der  er- 
zwungenen Einzelschwingungen  mit  derjenigen  der 
Eigenschwingung  des  Körpers  übereinstimmt.  Diesen 
kritischen  Fall  bezeichnet  man  als  Resonanz;  man  kann  das 
überaus  gefährliche  Eintreten  desselben  in  der  Technik  stets 
durch  geeignete  Wahl  der  für  die  Eigenschwingungen  mals- 
gebenden Werte  von  a  und  m  vermeiden,  vorausgesetzt,  dafs 
der  Verlauf  der  Stöiningsfunktion  (2)  bezw.  (2  a)  vollständig  be- 
stimmt ist.  Ist  derselbe,  wie  häufig  bei  praktischen  Problemen, 
nur  graphisch  gegeben,  so  hätte  man  zunächst  die  Koeffizienten 
der  Fourierschen  Reihe  nach  der  in  §  13  angedeuteten  Methode 
bezw.  mit  Hilfe  eines  harmonischen  Analysators  zu  bestimmen. 
Neuerdings  hat  jedoch  Fischer-Hinneni)  ein  Näherungs- 
verfahren veröffentlicht,  welches  gestattet,  die  einzelnen  Wellen- 
züge, aus  denen  sich  die  empirisch  vorgelegte  Störungsfunktion 
zusammensetzt,  mit  ziemlicher  Genauigkeit  direkt  zu  konstruieren, 
und  insbesondere  für  die  Wellen  höherer  Ordnung  recht  brauchbar 
erscheint.  Gerade  deren  Verlauf  läfst  sich  aber  ohne  weiteres 
nicht  aus  der  Gestalt  der  Kurve  übersehen,  während  die  Be- 
stimmung ihrer  Koeffizienten  nach  dem  früher  angegebenen 
Verfahren  sehr  umständüch  wird.  Es  erscheint  darum  nützlich, 
das  Fischer-Hinnensche  Annäherungsverfahren  in  seinen  Haupt- 
zügen kennen  zu  lernen. 

Es  sei  in  Fig.  106  ein  sich  periodisch  wiederholender  Kurven- 
zug   gegeben,    der    die    um    das    konstante  Glied    verminderte 

»)  Elektrotechnische  Zeitschrift  1901.    S.  396. 
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Störungsfanktion    darstellen    möge.     Derselbe   kann,    wenn   wir 
«„i  =  a>  setzen,  durch  die  Reihe 


=  %  ein  {f  +  A)  +  «2  ain  2{<p  +  ßz)  +  ■ 
-\-  at  m.n  k  {f  -i-  ßt)  -\-  .  .        .    . 


(11) 


ana1)rtiech  definiert 
werden,  worin  jedes 
der  ein  aeln  en  Glieder 
einen  Wellenzng  dar- 
stellt, dessen  Null- 
punkt um  die  Phase  ß 
gegen  den  Null- 
punkt der  Figur  ver- 
schoben ist.  Um 
nun  den  Punkt  der 
ft-ten  Weile  zu  be- 
stimmen, welcher 
dem  beliebigen  Win- 
kel (p  zugehört,  teile 
man,  von  der  ent- 
sprechenden Ordi 
nate  Ai  Bi  ^  xi  aus- 
gehend, die  gesamte 
Periode  00  =  27iin 
k  Teile  (in  der  Figur  sind  3  Teile  gewählt),  wodurch  man  die 
Ordinaten  A2B2  ^  X2,  A^B^  ^  a^  u.  ß.  w.  erhält.  Analytisch  sind 
diese  Ordinaten  gegeben  durch 

Xi  =  aiBm{tp-\-ß{)-\-a^am2(<f>-\-ß2)-\--  ■ 

-j-aksmk{(i>-\-ßk)-^.  . 


a^  =  t(isin(;p+/?i-f- 


|-a2  8in2gi  +  ^2  +  -i 


!  +  •■ 


+  «i8i 


f  +  A+(t-l)-r    +•• 
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\x 


Addiert  man  diese  Formeln,  so  ergibt  sich  die  Summe 

=  01  I  sin  ((jp  + /9i)  +  sin  1  (^ +  ^i-}--^|  +  .  . 

+  sinL  +  /?i-f(Ä~l)^j| 

+  02  |sin2((]P+/^2)  +  8in2U +  /?o  + 2  ^1  +  .  . 


+  sin2    ()p+/?2  +  (fc 


+ 


I 


-\-ak\  sin  k  {q>  -f  /?*)  + 


+  8inÄL  +  /?*+(Ä-l)?^j| 


+ 


(IIa) 


Wir  greifen  nun  aus  dieser  Doppelreihe  das  «-te  Glied  heraus, 
welches  den  Wert  besitzt 


{"' 


271^ 


Sn=  On|sinw(<jp4-/^n)  +  sinwl(jp  +  ßn  +  -yl  + 


+  sin  W     r/^  +  /?n  +  (^ 


-'¥)} 


(12) 


Nach  Zerlegung  der  Winkelfunktionen  dürfen  wir  aber  dafür 
auch  schreiben 

—  =  sin  w  ((jp  +  /^n)  i  1  +  cos  271  y-  +  cos  2'2n^  -\- ,  , 


+  COS  (k 


-1)24}.. 


{n  n 

•  sin  2  TT  TT  +  sin  2  •  27r  ^  -j-  .  . 


n  \ 

+  sin (Ä  — 1)271  jT-}'.  . 


(12a) 
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ist  nun  ^  eine  ganze  Zahl,  so  wird 
cos  2;r^  =  cos2.  27r^  =  .  .  .     =  cos  (Ä  —  1)  27r|  =  1 


n 


n 


sin  27r  ^  =  sin  2  .  271  ^  =  .  .  .     =  sin  (Ä  —  1)  27r  ^  =  0, 

so  dals  wir  haben 

Sn  =  kon&m  n  {(p-{-ßn)     .     .     .     .      (13) 
also  für  w  =  Ä:      :    Sk  =  kuk  sin  k  (cp -j-  ß^) 

n  =  2k    :    %  =  ÄOg*  sin  2Ä:  (9)  + /^2*)     ....     (13a) 

u.  s.  w. 

Ist  dagegen  ^   keine   ganze  Zahl,   so   verschwinden 
die  beiden  in  Klammern  eingeschlossenen  Reihen  i)  in  (12  a)  und 

*)  Der  Beweis  hierfür  kann  in    y 

folgender  Weise  geführt  werden: 

Setzt  man  zunächst  der  Einfachheit 

n 
halber   n—  =  a,    so    stellen    in 

Fig.  107  die  Reihen 

1 + cos  a + cos  2a -j- •  •  •  +  cos  (Ä:-— 1)  a 
sin  a-^Bin  2a-\-..  .-{-sin  {k — 1)« 

die   Projektionen    eines   Polygons 
AA^A^.^.A    von   gleich   langen 

iSeiten 

AA.=AiAi^=...A      A   =1 

auf  die  zueinander  rechtwinkligen  Achsen  A  X  und  A  Y  dar.  Diese 
Projektionen  sind  aber  identisch  mit  denen  der  Strecke  A  Ah.  Infolge 
der  Gleichheit  der  Polygonseiten  liegen  die  Ecken  auf  einem  Kreise 
mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius 

^._       ^^  1 


Flg.  107. 


Damit  aber  wird 

AAk  = 

1       "~             1     * 

2  sin  -^  a          2  sin  -^  a 

•     1  7 
-                           sin  ^  Ä  a 

-  2 OA  sin      (AO  di-1 

sin  -^  a 
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damit  auch  alle  zugehörigen  Sn.  Es  bleiben  demnach  überhaupt 
nur  die  Ausdrücke  (13a)  übrig,  womit  sich  die  Summe  (IIa)  re- 
duziert auf 

2x  =  kttk  sin  k  (cp  -\-  ßk)  -{-  ka2k  sin  2k  (y  +  ß^k)  +  •  •  • 
oder  auch 

' ^ ■ =  ajb  sm  Ä:  ((f)  +  ßk) 

+  a2jfcsm  2Ä(<]P+/?2ik)  + (14) 

Das  arithmetische  Mittel   der  ä:- Ordinalen   im  Abstände  -r- 

K 

stellt  demnach  die  Summe  der  Ordinalen  der  dem  Punkte  ^> 
entsprechenden  Ordinalen  der  Arten,  2  Ä-ten,  3  Ä-ten  u.  s.  w.  Welle 
dar.  Nehmen  nun,  wie  es  in  der  Wirklichkeit  stets  der  Fall 
ist,  die  Amplituden  ak,  ci^k  .  •  rasch  ab,  so  darf  man  die  höheren 
Glieder  vernachlässigen  und  erhält  näherungsweise  für  die  Ordi- 
nate %  der  Ä-ten  Welle  in  den  Punkten  y,  9)  -(-  ,  9)  -f-  2  —  .  .  . 
das  arithmetische  Mittel 

§  = ■ -j^ ' =  ak  sm  Ä  ((f>  +  ßk)    .     (14a) 


und  da  -^  XA  Ak  =  ^{k  —  1)  «,  so  folgt 

sm  ^  ka 

1  -\-  cos  a  -}-  cos  2  «  -|-  .  .  .  -j-  cos  (k  —  1)  a  = COS  ^   (Jc  —  1)   a 

sm  ^  a 

sm  ^  ka 

sin  a  +  sin  2  a  -j"  •  •  •  +  sin  {k  —  1)  «  = ^ sin  ^  (Je  —  1)  a 

sin  ^  a 

Setzen  wir  nun  wieder 

«  =  2.p 

so  wird,  da  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 

sin  -ka  =  sin  7in  =  0 

und  damit  verschwinden  in  der  Tat  beide  Reihen.  Es  heilst  dies 
natürlich  nichts  anderes^  als  dafs  die  Figur  AA^A^  .  .  Ak  in  unserem 
Falle  ein  geschlossenes  und  wegen  der  gleichen  Seitenlänge  reguläres 
Polygon  bildet,  was  wiederum  darin  begründet  ist,  dafs  sowohl  n  wie 
auch  k  ganze  Zahlen  bedeuten. 
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der  Ä-Ordinaten  der  ursprünglichen  Störungsfunktion.    Bestimmt 

TL 

man  dann  noch  eine  weitere,  um  — -  gegen  g  verschobene  Ordi- 

2a: 

nate  5',  so  ist  für  diese 

S    =  1 =  «*  Sin  Ä  ^y  +/Jfc  +  — j 

•  =  a/fc  cos  Ä:  (9)  +  /^fc) (14b) 

Mit   diesen   beiden  Werten  g  und  g'  folgt   aber  sofort   der  Wert 
der  Amplitude  der  gesuchten  Welle 

ak  =  iW+W~ (15) 

während  man  damit  für  (f  =  0  aus 

?o  =  <^k  sin  kßic (15a) 

die  Phase  ßh  dieser  Welle  bestimmen  kann. 

Das  Verfahren  führt  für  die  erste  WeUe  mit  ä  =  1  natürlich 
wieder  auf  die  Gl.  (11)  zurück,  so  dals  es  für  die  Ermittelung 
derselben  unbrauchbar  wird.  Beginnt  man  aber  rückwärts  mit 
der  Bestimmung  irgend  einer  höheren,  z.  B.  der  Ä-ten  Welle  und 
zieht  die  Ordinaten  dieser  dann  von  der  ursprünglichen  ab,  so  kann 
man  aus  dem  so  erhaltenen  Diagramm  leicht  die  {k  —  l)-te  Welle 
ableiten  und  auf  diese  Weise  bis  zur  ersten  Welle  fortschreiten. 

In  der  Praxis  wird  man  sich  allerdings  meistens  mit  der 
Bestimmung  der  Amplitude  derjenigen  Welle  begnügen,  deren 
Periode  derjenigen  der  Eigenschwingung,  siehe  Gl.  (10),  am 
nächsten  kommt,  weil  gerade  für  diese  ein  unzulässiges  An- 
wachsen der  Ausschläge  infolge  von  Resonanz  zu  befürchten 
steht.  Um  dieses  Anwachsen  zu  untersuchen,  müssen  wir  noch 
einmal  auf  das  allgemeine  Integral  Gl.  (9)  zurückgreifen  und 
in  demselben  die  Koeffizienten  A  und  B  der  Eigenschwingung 
aus   den   Anfangsbedingungen    des   Systems    bestimmen.      Wir 

nehmen  an,  dals  für  ^  =  0  der  Ausschlag  x  =^-^   und    die   Ge- 

schwindigkeit  -j-  =  vq  sei,  und  erhalten  damit  die  Bedingungs- 

gleichungen 

Q  j  j ^ j ^2  [  ■  ^2 I 

Vm  ^  «2  —  m«o2  ^  a2  —  4  mao2  ^  ■  ■  ^  a^—  k^maä^  ^  '  ' 
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Setzen   wir  die  hieraus   folgenden  Werte   von  A  und  B  in  das 
allgemeine  Integral  (9)  ein,  so, nimmt  dieses  die  Form  an 

A^  Ai         l  a 

^=:^+     «2__^«^2p«0^-COS^^ 


+ 


-5 Ty  I  sm  aot  -—  'vm  —  sm  -p=  t\ 

a2— wtto^  \  i^ 


Lo  /         .  a 


H — 5 ; 5|8m2«o< — 2  im  —  sm-F=  t\ 


+ 

+  „2_t2^«„2  (cos  Ä««o<  -  COS^  <j 

+  «2_f2^«„2(sinÄ«o^-Äy»^fsin^ij 

+ 

CK 

Wir  wollen   nun  annehmen,   dafs  ä:  «o  =  ~f=    wird ,     d.    h. 

dals    die   Dauer   der    Ä-ten   erzwungenen    Schwingung   mit    der 
Eigenschwingungsdauer  übereinstimmt.    Alsdann  würden  die  mit 

k  behafteten  Glieder  in  der  Reihe  zunächst  — ,  also  unbestimmt. 

Wir  setzen  daher  abkürzungsweise 

a 

und  dürfen  damit  für  den  Ä-ten  Teilausschlag  Xk  schreiben 

sin  ßt       mi  ßit 
Ak        cos  ßt  —  cosßit.aok     Bk  ß  ßi 


miß  +  ßi)  ß-ßi  '     rn  ß  +  ß,  ß  -  ß^ 
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Gehen  wir  nunmehr  zur  Grenze  über,  so  wird  daraus  mit  ß  =z  ß^ 

/sin  ßt] 
Äk    d{co8ßt)    ,    UQkBjc 

—  ^k  =    ,T--ä   -     j^   ~    + 


2m  ß       dß         '     2mß         dß 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von  ß  =  kuQ 

Xk  =  -^ — T —  {Äk  sin  kuQt  —  Bk  cos  k  «o  t) 

+  ö~y9 — ^sinÄtto^ (17) 

Man  erkennt  hieraus,  dals  die  Amplitude  im  Falle 
derResonanz  ein  mit  derZeit  proportional  wachsen- 
des Glied  besitzt,  also  auch  die  Ausschläge  unbegrenzt  an- 
wachsen müssen.  Den  Wert  unendlich  erreichen  sie  allerdings 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit,  so  dafs  im  Falle  der  Reso- 
nanz ohne  Dämpfung  ein  periodischer  Beharrungs- 
zustand überhaupt  nicht  existiert. 

§  30.    Erzwungene  Schwingungen  mit  Dämpfung. 

Bestimmung  der  Schwingungsamplituden   nach   der  Methode   der   un- 
bestimmten Koeffizienten.     Die   Phasenverschiebung.     Diskussion   der 
Abhängigkeit  der  Schwingungsamplituden  von.  der  Periode  der  Eigen- 
schwingungen. 

Mit  Berücksichtigung  der  Dämpfung  schreibt  sich  die  Gl.  (1) 
des  vorigen  Paragraphen 

di-x   .      dx    ,     ^  ^ 

worin  wir  uns  die  Störungsfunktion  P  wiederum  als  periodische 
Funktion  denken  wollen.  Wir  zerlegen,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, den  Ausschlag  x  wieder  in  zwei  Teile  x  =  x'  -\-  x"  und 
erhalten  in  derselben  Weise  die  beiden  Formeln 

d'^x'    .       dx'    .      „    , 

"'^J7^  +  *T<-  +  «'^=o (2) 

il^x"    ,      dx"    ,      „   „        ^ 

von  denen  die  erste  auf  Eigenschwingungen,  die  zweite  auf  die 
erzwungenen  Schwingungen  führt,  welche  sich  aufeinander 
lagern.     Den  Verlauf   der  ersteren,    welcher   durch   das  Integral 
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von  (2)  gegeben  ist,  dürfen  wir  nach  den  im  §  28  vorgetragenen 
Untersuchungen  als  bekannt  voraussetzen  und  wollen  uns  daher 
nur  noch  mit  der  Gl.  (3)  beschäftigen,  welche,  unter  Einführung 
einer  Fourierschen  Reihe  für  P  die  Form 

(Px"         dx"  \ 

^~dW  "^  *  -^  +  a2^''  =  ^  +  ^iC08ao^  +  ^2COs2ceo^  +  .  .1 

Bi  sin  «0 ^  +  -^2  siii  2 «0^  +  .  .) 
annimmt.     Analog  der  früheren  Entwicklung   wenden  wir  auch 
hierauf  die  probeweise  eingeführte  Lösung 

X*'  =  Co  +  Ci  cos  a^t  -\-  O2  cos  ^a^t  -\-  ,  . 
-}-  Dl  sin  «0  ^  +  D2  sin  2  «0  ^  + 

die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  an,  indem  wir  ihren 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  in  (3  a)  einsetzen. 
Dadurch  erhalten  wir 


::  }•  •  w 


(5) 


—  m  («0^  Ci  cos  oi^t -\-  4,  ci^ C2  cos  2 «o ^  +  .  .  . 

-f-  Ä;2ao^  Ck  cos  Ä:ao  ^  +  •  • 

—  m  (ao^  Dl  sin  a^t -\-  A:  a^^  D2  Bin  2  a^t  -{-  .  .  . 

+  k'^ttQ^Dk  sin  Ä:«o^  +  •  • 

-|-  f  («0  Dl  cos  «0  ^  +  2  «0  D2  cos  2  «0  ^  4"  •  •  • 

-\-  kttQDk  cos  kaQt  -{-  .  . 

—  £  («0  Ci  siii  «0  ^  +  2  «0  C'2  sin  2  «o  ^  -j"  •  •  • 

-(-  kttQ  Ck  sin  kuQ  ^  -)-  •  • 

+  «^  (Ci  cos  «0  ^  +  Q2  cos  2  «0  ^  +  •  •  • 

+  Ck  cos  Ä«o^-{-  .  . 

-f-  ofi  (Dl  sin  «0  ^  +  -^2  sin  2  «0  i^  -}~  •  •  • 

-|-  Dfc  sin  Ä:  «0  ^  4"  •  • 
-^  a^  Cq  =  Äq -\-  Äi  cos  ttQt  -j-  Ä2  cos  2  «0  ^  +  •  •  • 

-|-  A*  cos  kaot  -\-  . 

-|-  Bi  sin  tto  ^  -f*"  -^2  sin  2  «o  ^  +  .  . . 

-{-  Bk  Bin  kuQt  -{- . 

Diese  Gleichung  kann  aber  für  beliebige  Werte  von  t  nur 
bestehen,  wenn  nach  Zusammenziehen  der  mit  gleichen  Winkel- 
funktionen behafteten  Glieder  die  einzelnen  Koeffizienten  der 
Winkelfunktionen  für  sich  verschwinden,   d.  h.  wenn  allgemein 

(«2  __  k^niao^)  Ck  +  kaoeDk  =  Äk 

(„2  _  Ä:2mao2)  Dk  —  ka^eCk  =  Bk, 
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worin  k  der  Reihe  nach  jede  ganze  positive  Zahl  bedeuten  kann. 
Damit  aber  ergeben  sich  die  Koeffizienten 


Ck  = 


Dk  = 


(«2  —  k^ma^^f  +  Ä:2ao2£2 
(«2  —  k^mao^f  +  A;2ao2£2 


(6) 


Da  die  Nenner  in  diesen  Formeln  die  Summe  zweier 
Quadrate  darstellen,  so  können  dieselben  niemals  gänzlich  ver- 
schwinden, d.  h.  es  können  die  Koeffizienten  Ck  und  Dk  auch 
im  Falle  der  Resonanz,  nicht  unendlich  grofs  werden.  Ein 
gefährüches  Anwachsen  ist  in  diesem  Falle  nur  dann  zu  be- 
fürchten, wenn  der  Dämpfungsfaktor  sehr  klein  ausfällt. 

Aus  (6)  erkennt  man  weiter,  dafs  die  beiden  Koeffi- 
zienten der  Ä-ten  erzwungenen  Welle  infolge  der 
Dämpfung  nicht  aus  denen  der  entsprechenden 
Welle  der  Störungsfunktion,  der  sog.  erregenden  Welle 
durch  Multiplikation  mit  einem  und  demselben 
Faktor  hergeleitet  werden  können,  wie  bei  der  dämpfungs- 
freien erzwungenen  Schwingung,  obwohl  auch  hier  die  Perioden 
vollkommen  übereinstimmen.  Um  die  Folgen  dieser  Tatsache 
zu  übersehen,  wollen  wir  die  Ausdrücke  für  beide  Schwingungen 
so  umformen,  dafs  man  die  Amplituden  und  Phasen  direkt  ent- 
nehmen kann.     Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke 

Äk  sin  kaot  -{-  Bk&inkaot  =  ak  sin  Ä  («o ^  +  ßk) 

Gk  cos  koQt  -{-  Dk  sin  ka^t  =  hk  sin  k  (u^t  -\-  di) , 
worin 


Bk  Ak 

cos  kßk=    ,  — ,         sin  kßk=  -.===--     .     (7) 

fÄj?-\-Bk^'  ^         ^Ak^  +  Bk^  ^^ 

hk  =  yofc2  +  Dkl 

cos  k  dk  =    , —  = ,         sin  k  ök  =    ,         ' — ^:^     .     (8) 

ist.     Die  Gröfsen  ak  und  bk  sind  hier,  wie  schon  in  §  13  bemerkt 
wurde,    die  Amplituden,    kßk  und  kdk    die  Phasen    der   beiden 
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Schwingungen.  Setzen  wir  in  die  Ausdrücke  (8)  die  Werte  (6) 
ein,  so  erhalten  wir  für  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung 

bk  =    , l       ^ ^-=      ....    (8a) 

y  («2  _  k^mao^f  4-  A;2ao2f2 

also  in  Übereinstimmung  mit  der  obigen  Bemerkung  einen 
Wert,  der  niemals  unendlich  grols  werden  kann.  Die  Phase 
kdk  ist  bestimmt  durch 

(«2  —  k^moo^)  Bk  -^  kooeAk 


cos  k dk  = 


sin  kdk  = 


i{Äk^  +  B&2)  ((„2  __  Ä:2m«o2)2  +  Ä2ao2€2) 
(«2  —  k^m  ao2)  Ak  —  kootBk 


(8b) 


i{Ak^  +  Bk^)  ((«2  —  Ä2m«o2)2  +  A;2«o2£2)  J 

und  offenbar  von  kßk  um  so  mehr  verschieden,  je  grölser  der 
Dämpfungsfaktor  e  ist.  Die  Dämpfung  hat  demnach  eine 
Phasenverschiebung  der  erzwungenen  Schwingung 
gegen  die  erregende  im  Betrage  von  k  {ßk  —  <)*)  zur  Folge, 
welche  sich  aus 

a2  —  Wma^ 


cos  k  (ßk  —  dk)  = 


sin  k  {ßk  —  h)  = 


y(a2  —  k^muo^f  +  k^uo^e^ 
ka^t 


(9) 


y(a2  —  k^maQ^f-\-  k^ao^a^ 

berechnen  läfst.  Für  «  =  0,  d.  h.  für  dämpfungsfreie  Schwingungen 
wird  cos  k  {ßk  —  ^k)  =  1,  die  Phasenverschiebung  also  ßk  —  «5*  =  0, 
während  im  Falle  der  Resonanz,  d.  h.  für  «2  —  k^mao^  =  0 

C08  k  {ßk  —  dk)  =  0,     8mk{ßk  —  dk)=l,     kdk  =  kßk +  900 

wird,  und  die  Amplitude  (8a)  den  Wert 

**=iti^v^^+^  =  ^  •  •  •   -(i«) 

aimimmt.  Derselbe  kann  bei  gegebenem  t  nur  dann  eine  ge- 
fährliche Grölse  erreichen,  wenn  das  Produkt  ka^a  klein  ist, 
also  im  allgemeinen  bei  kräftiger  Dämpfung  nur  für  niedere 
Werte  von  k,  oder  Schwingungen  mit  relativ  grofser  Schwingungs- 
dauer. Da  nun  die  Amplituden  der  ErrregerweUen  höherer 
Ordnung,  d.  h.  für  grölsere  Werte  von  k  in  der  Praxis  fast  stets 
sehr  klein  sind,    so  genügt    es  nahezu  immer,    nur  den  Einflufs 
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der  ersten  Erregerwellen,  z.  B.  diejenigen  von  ä  =  1  bis  Ä  =  4 
auf  die  Amplitude  der  entsprechenden  erzwungenen  Wellen  zu 
untersuchen,  bezw.  zu  vermeiden,  dals  für  diese  Wellen  Resonanz 
eintritt. 

Weiterhin  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daTs  die 
Formel  (10)  weder  die  Konstante  a  für  die  Eigenschwingungen, 
noch  auch  die  Masse  m  enthält  und  daher  eine  bequeme  Be- 
stimmung desDämpfungsfaktorst  ermöglicht.  Besonders 
geeignet  erscheint  hiefür  der  Fall  einer  einzigen  Erregerwelle, 
deren  Periode  man  so  lange  verändern  kann,  bis  Resonanzschwin- 
gungen sich  einstellen.  Die  Phasenverschiebung  nimmt  hierbei, 
wenn  man  zunächst  langsame  Erregerwellen  anwendet  und  all- 
mählich deren  Frequenz  steigert,  zu,  erreicht  im  Falle  der  Reso- 
nanz den  Wert  90  ^  und  wächst  schlielslich  für  unendlich  rasche 


Fig.  108. 


Erregerschwingungen  bis  auf  180  o.  Da  sin  k  (jßk  —  <^fc)  nach 
Gl.  (9)  niemals  negativ  werden  kann,  so  gilt  dies  auch  für  die 
Phasenverschiebung,  d.  h.  die  den  Ordinaten  einer  Er- 
regerwelle entsprechenden  Schwingungsausschläge 
werden  stets  verspätet  eintreten.  Dieses  Verhalten  tritt 
besonders  deutUch  bei  Aufzeichnung  zweier  derartiger  Wellenzüge 
hervor  (siehe  Fig.  108).  Hierin  bedeutet  0  den  der  Zeit  ^  =  0 
entsprechenden  Punkt  auf  der  Abszissenachse  der  Wegkurve. 
Ist  dann  PPi  eine  Ordinate  der  Erregerwelle,  so  ist  PP2  der 
gleichzeitige  Schwingungsausschlag.  Da  nun,  wenn  a  und  h  die 
Amplituden,  ß  und  Ö  die  Phasen  bedeuten, 

PPi  =  a  sin  («0  ^  +  /^) ,       PP2  =  h  sin  («o  t  +  ö) 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  1& 


226  Kap.  IV.     Treibende  Kräfte  und  Widerstandskräfte. 

ist,  so  hat  man  die  Phasen 

OB=:ß,  OD  =  d 

von  0  aus  nach  links  abzutragen.  Man  erkennt  hieraus,  dafs 
wegen  /?  >  ^  der  dem  Punkte  B  der  En-egerwelle  entsprechende 
Anfang  D  der  erzwungenen  Schwingung  stets  nach  rechts,  d.  h. 
im  Sinne  der  positiven  Zeitrichtung  liegt,  also  verspätet  erreicht 
wird. 

Für  diese  einzige  Erregerwelle  kann  man  in  den  Gleichungen 
(6)  bezw.  (8a)  k  =  1  setzen,  bezw.  die  Index  weglassen  und  hat 
dann  für  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung 

6  =      y^^T^ — (,,) 

y(«2  —  W«o2)2  +  £2«q2 

Diese  Formel  erscheint  besonders  geeignet,  bei  gegebener 
Eigenschwingungsdauer,  also  auch  vorgelegtem  a  und  m  die 
Abhängigkeit  der  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung  von 
«0  zu  verfolgeqi  und  graphisch  darzustellen.  Wir  wollen  dies 
im  Zusammenhang  mit  der  dämpfungsfreien  Schwingung  tun, 
für  welche  mit  e  =  0  nach  (11)  übergeht  in 

1/^2   1^ 
h  =    \     ^     o (IIa) 

Tragen  wir  dann  diesen  Ausdruck  als  Funktion  von  maQ^ 
auf,  so  ergibt  sich  für  bo  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren 
vertikale  Asymptote  bei  mwo^  =  «^  liegt.  Gehen  wir  mit  mwo^ 
über  diesen  der  Resonanz  entsprechenden  Wert  hinaus,  so 
wechselt  60  sein  Vorzeichen.  Da  indessen  für  die  Amplitude 
infolge  gleicher  Ausschläge  zu  beiden  Seiten  der  Ruhelage  nur 
der  Absolutwert  in  Frage  kommt,  so  können  wir  auch  die  den 
Asymptoten  entsprechenden  beiden  anderen  Hjrperbeläste  unserem 
Diagramm  (punktiert)  einverleiben. 

Die  Amplitude  b  der  gedämpften  Schwingung  (11)  stimmt 
nun  zunächst  für  uq^  =  0,  d.  h.  für  den  Wegfall  der  Erregerwelle 
mit  derjenigen  Öq  der  ungedämpften  Schwingung  überein.  Ihren 
Maximalwert  erreicht  sie,  wie  man  durch  Differentiation  von  (11) 
nach  uq^  leicht  erhält,  für 

£2 

OA  =  moo^  =  a-  —  z: — . 
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Weiterhin  besitzt  die  Kurve  der  b  zwei  Wendepunkte  zu  beiden 
Seiten  dieses  Maximums  und  zwar  in  gleichen  Abständen,  näm- 
lich für 


m 


ao2  =  tt2  —  —  +  l/S-    a2  +  — 


und    nähert  sich    mit    weiter    wachsendem  «o   asymptotisch  der 
Abszissenachse.     Daraus  geht  hervor,   dafs  mit  wachsender 


Fig.  109. 


Frequenz  der  Erregerschwingung  die  Ausschläge 
der  erzwungenen  Schwingung  zunächst  biszueinem 
Maximum  ansteigen  und  dann  wieder  unbegrenzt 
abnehmen. 

Man  kann  sich  die  Schwingungserscheinungen  auch  rück- 
wärts aus  dem  Verlauf  der  Wegkurve  recht  gut  verdeutUchen. 
Wir  denken  uns  dieselbe  gewonnen  durch  eine,  von  einem 
Uhrwerk  gleichförmig  gedrehte  Papiertrommel,  zu  deren  Bewe- 
gungsrichtung senkrecht  ein  mit  der  schwingenden  Masse  ver- 
bundener Schreibstift  die  Ausschläge  x  aufzeichnet.  Der  Ein- 
fachheit halber  sei  die  so  erhaltene  Wegkurve  eine  Sinuslinie, 
deren  Ordinaten  x  wir  nur  mit  «2  xn  multiplizieren  brauchen, 
um  die  elastische  Kjraft  zu  erhalten.  Die  erste  Linie  in  Fig.  110 
stelle    nun  schon    diese  Produkte  a^x  dar.     Aus  dem  Verlaufe 

15  • 
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derselben  ergibt  sich  durch  Ableitung  die  Geschwindigkeits- 
kurve, deren  Ordinaten  mit  dem  Dämpfungsfaktor«,  d.  h.  dem 
der  Geschwindigkeit  v  =  1  entsprechenden  Bewegungswiderstand, 

welchen  wir  uns 
«2a;  experimentell  er- 
mittelt denken 
können,  multipli- 
ziert die  Wider- 
standskurve ,  dar- 
stellen. Aus  der 
Geschwindigkeits  - 
kurve  folgt  schliels- 
lich  die  Beschleu- 

nigungskurve  -jj^, 

deren  Ordinaten 
mit  der  schwingen- 
den Masse  selbst 
zu  multiplizieren 
sind.  Addiert  man 
die  Ordinaten  aller 
drei  Kurven  ge- 
mäfs  der  Gl.  (1) 
algebraisch,  so  er- 
gibt sich  die  Stö- 
rungsfunktion P, 
welche  ebenfalls 
in  die  Figur  auf- 
genommen wurde. 
Ist  nun  keine 
Dämpfung  vor- 
handen, d.h.  €=o, 

so  erkennt  man 
sofort,  dafs  sich  P  nur  aus  I  und  III  zusammensetzen  kann,  also 
sich  von  der  Wegkurve  nur  durch  die  Höhe  der  Ordinaten  unter- 
scheiden kann,  ohne  dafs  eine  Phasenverschiebung  eintritt.  Ebenso 
übersieht  man  sofort  aus  der  Figur,  dafs  die  Phasenverschiebung 
zwischen  IV  und  I  nur  von  der  Dämpfungskurve  II  herrührt. 
Resonanz   tritt   ein,    wenn   die  Kurven  II  und  IV  sich  gerade 


Fig.  110. 
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decken,  d.  h.  wenn  die  äulsere  Kraft  in  jedem  Moment  genau 
dem  Bewegungswideretand  gleich  ist.  Alsdann  müssen  auch  die 
Ordinaten  von  I  und  III  einander  entgegengesetzt  gleich  sein, 
genau  wie  bei  der  freien  ungedämpften  Schwingung,  für  welche 
II  und  IV  wegfallen. 

§  31.    Die  Wurfbewegung  mit  Luftwiderstand. 

(Das  ballistische  Problem.) 

Beschränkung  auf  das  quadratische  Widerstandsgesetz.  Vertikale  Auf- 
und  Abwärtsbewegung  und  Bestimmung  des  Widerstandskoefflzienten. 
Die  Gesetze  des  schiefen  Wurfes.  Die  Gleichung  flacher  Flugbahnen. 
Berechnung  eines  Zahlenbeispiels  mit  Rücksicht  auf  die  Unstetigkeit 

des  Widerstandskoeffizienten. 

Das  Problem  des  schiefen  Wurfes  lediglich  unter  dem  Ein- 
flufs  der  Erdbeschleunigung  haben  wir  schon  im  §  10  erschöpfend 
behandelt  und  dann  in  §  18  festgestellt,  dals  diese  Bewegung 
durch  die  Erdrotation  eine,  wenn  auch  nur  geringe  Modifikation 
erfährt.  Durch  das  Hinzutreten  des  Luftwiderstandes  wird  der 
ganze  Verlauf  der  Erscheinung  dagegen  in  so  erheblicher  Weise 
verändert,  dals  eine  vollständige  Neubehandlung  angebracht  er- 
scheint- Bei  derselben  wollen  wir,  wie  schon  in  §  10,  von  dem 
nur  geringen  Einflüsse  der  Erdrotation  wiederum  absehen  und 
als  Widerstandsgesetz  die  der  Erfahrung  entnommene  Formel 
(siehe  §  24  Gl.  4  b) 

W  =  kv^ (1) 

zu  Grunde  legen. 

Der  Untersuchung  des  schiefen  Wurfes,  also  des  eigent- 
lichen ballistischen  Problems,  möge  im  Gegensatze  zuv  §  10  eine 
Betrachtung  des  Verlaufes  des  freien  Falles  bezw.  der  Be- 
wegung eines  vertikal  aufwärts  geworfenen  Körpers  voraus- 
geschickt werden,  da  dieselbe  einige  bemerkenswerte  Resultate 
ergibt  und  auf  Analogien  mit  einer  schon  früher  in  §  26  be- 
handelten Aufgabe  führt.  Auf  den  in  vertikaler  Richtung  bewegten 
Körper  von  der  Masse  m  wirkt  stets  nach  unten  die  Erd- 
beschleunigung gy  also  die  Kraft  mg,  dagegen  in  der  der  Be- 
wegung entgegengesetzten  Richtung  der  Luftwiderstand  TF,  dessen 
Ausdruck  (1)  mit  der  Bewegungsumkehr  sein  Vorzeichen  eben- 
sowenig ändert  wie  etwa  der  Reibungswiderstand.     Wir  müssen 
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daher  ebenso  wie  bei  der  Behandlung  des  Schwingungsproblems 

mit    gleitender    Reibung    die   Auf-  und   Abwärtsbewegung   für 

sich  untersuchen.    Für  die  Auf  wärtsbewegung  gilt  alsdann 

die  Gleichung 

dv 
m^  =  —  mg  —  kv^ (2) 

und  für  die  Abwärtsbewegung 

dv 
m^  =  —  mg  -\-  kv^ (3) 

wobei  wir  den  Weg  sowohl  wie  auch  die  Geschwindigkeit 
nach  oben  positiv  rechnen.  Beide  Formeln  lassen  sich  durch 
die  Substitution 

A  _  J_ 

mg  ~  ko^ 

vereinfachen  in 

dv  l     r    v^\ 

^  =  -^(l-Ä^) (3a) 

von  denen  die  erste  formell  genau  der  Gl.  (4c)  in  §  27  entspricht. 
Durch  Integration  von  (2a)  erhalten  wir  darum  auch,  unter  c^ 
die  Anfangsgeschwindigkeit  für  ^  =  0  verstanden,  wie  dort 

j^=arctg^^-arctg^        (*) 

oder  umgekehrt 

n       ,        9^  9^  -.  '        9^ 

ci  —  ^0  tg  y  ci  cos  ]^  —  ^0  sin  ^ 

V  =  ko =  ko :      .     (5) 

gt  9^1  9^ 

h  +  Ci  tg  -j^  Ci  sin  ;^  +Ä:o  cos  -^ 

Dieser  Ausdruck  verschwindet,  d.  h.  der  Körper  kommt  im 
höchsten  Punkte  zur  Ruhe  für 

<'=! « 

woraus  sich  die  Steigzeit  zu 

kc\        ,     Ci 

ii  =  -^  arctg  ^ (4b) 

9  ^0 

ergibt.    Der  vom  Körper  zurückgelegte  Weg  y  folgt  aus  (5)  durch 

Integration 
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y 


T  '«"^  (i  «^"  k + '''  %] 


(6) 


Multipliziert  man  andererseits  Gl.  (2a)  beidseitig  mit 


so  geht  dieselbe  über  in 

dy  = 


dy 
'  =  dV 


vdv 


» 1+ 


^2 

ki?\ 


und  führt  durch  Integration  mit  t)  =  q  für  y  =  0  auf 


(6a) 


(7) 


Für  die  Steighöhe  y^A  ergibt  sich  hieraus  mit  t;  =  0 

Eliminiert  man  schliefslich  aus  (4a)  und  (6b)  die  nicht  direkt  zu 
beobachtende  Anfangsgeschwindigkeit  q,  so  erhält  man  eine 
Formel 

cos  y-  =  e 

welche  die  Bestimmung  des  Widerstandskoeffizienten 
Äo  aus  der  Steighöhe  h  und  der  Steigzeit  t^  durch 
Probieren  gestattet. 
Dabei  wird  man  am  be- 
quemsten so  verfahren,  dals 
man  die  Kosinuslinie  und 
die  Exponentialkurve  für 
verschiedene  Werte  von  Äq 
punktweise  konstruiert  und 
die  Schnitte  beider  ermittelt 
(Fig.  111).  Deren  Zahl  ist 
dem  transzendenten  Cha- 
rakter der  Gl.  (7)  entsprechend  unendlich  grofs,  so  dafs  also  eine 
ebensolche  Anzahl  von  Werten  für  ätq  der  Steighöhe  h  und 
Steigzeit  t^  genügt.  Diese  scheinbar  paradoxe  Tatsache  erklärt 
sich  leicht  dadurch,  dafs  jedem  dieser  Werte  eine  andere  An- 
fangsgeschwindigkeit Ci  entspricht. 


Fig.  111. 
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Für  das  Herabfallen  des  Körpers  gilt  nunmehr  die 
GL  (3)  bezw.  (3  a),  deren  Integration  durch  Partialbruchzerlegung 
gelingt  und  auf 

?f.^  =  lgn(^.^\ (8) 

führt,  worin  C2  die  vertikal  nach  unten  gerichtete  Anfangs- 
geschwindigkeit bedeutet.  Daraus  folgt  aber  auch  durch  üm- 
kehrung 

^*  gt  ,  gt 

.            Ä:o  +  C2  ^                (Äo  +  C2)  6         —  (Äo—  C2)  e       \ 
v  =  ko ^  =  ko —ji gj  (8a) 

^  +  ko  H-  C2  ^    '  (^0  +  C2)  e         +  (Äo  —  C2)  e 

War  h  die  Fallhöhe,  welcher  zur  Zeit  ^  =  0  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit C2  entsprach,  so  ergibt  sich  durch  Integration  hieraus 
der  Abstand  y  vom  Boden  zu 

^-Ä  =  -^lgn    ^-^j-^ -,[     .     (9) 

[(/Co  —  C2)e       ^  +  (A:o  +  C2)  e 
und  daraus  die  Fallhöhe  selbst  für  y  =  0 

^_^o^^         (^'0-^2).     '^-{-iko  +  c)e.    '^       •    (^^) 
ö'  l  2Ä;o  j 

Multipliziert  man  dagegen  wieder  die  Gl.  (3a)  beidseitig  mit 

dt/ 
V  =  -TT,  so  ergibt  die  Integration  direkt 

¥  Ic^n  fa'  -  ^'^ 

bezw.  für  die  Fallhöhe  Ä  mit  y  =  0  und  der  Endgeschwindig- 
keit Vq 

Um  an  den  vorher  behandelten  Fall  des  Aufsteigens  anzuknüpfen 
und  die  Abwärtsbewegung  desselben  Körpers  zu  untersuchen, 
haben  wir  nur  in  diesen  Formeln  die  Anfangsgeschwindigkeit 
C2  =  0  zu  setzen.     Wir  erhalten  sodann  für  die  Fallzeit 


Ä-^-=^lgnM2-:f^ (9b) 
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kci 


^  =  ^lg^^ 


h  —  ^0 


und  für  die  Fallhöhe 


^9         \^o  +  ^0; 


(8b) 


(9d) 


Eüminiert  man  aus  diesen  beiden  Formeln  die  Endgeschwindig- 
keit,  so  gelangt  man  zur  Bestimmung  von  ätq  auf  die  Gleichung 

1  (7<t             g<g            gh 
e      ^  +  e      *^  =  2e*'\    ■ (10) 

Trägt  man  die  rechte  und   Unke  Seite   derselben   als  getrennte 
Kurven  auf  (Fig.  113),  so  ergeben  sich  zwei  Schnittpunkte,  von 

denen  der  dem  Werte  ^r-  =  0   entsprechende   unbrauchbar  ist, 

während  der  andere  den  gesuchten  Wert  für  k^  ergibt. 

Aus  der  Formel  (8a)  folgt  weiter,  dals  die  beim  Fallen  stets 
als  negativ  zu  betrachtende  Geschwindigkeit  sich  mit  unbegrenzt 
wachsender  Zeit 
dem  Werte  v  =  Äq 
nähert,  aber  erst 
für  ^  =  CO  den- 
selben erreicht. 
Dieser  Wert  stellt 
auch  das  absolute 
Maximum  der- 
Geschwindigkeit 
V  dar,  da  für  den- 
selben in  (3  a)  die 
Beschleunigung 
verschwindet.  Die 

Fallbewegung  geht  demnach  bei  sehr  grofser  Fallhöhe  in  eine 
nahezu  gleichförmige  Bewegung  über.  Von  der  Richtigkeit  dieser 
Schlulsfolgerungen  kann  man  sich  durch  Versuche  mit  Fall- 
schirmen überzeugen,  welche  von  Luftballons  aus  bedeutender 
Höhe  herabgelassen  werden. 

unsere  Formeln  müssen  natürlich  auch  für  die  Vertikal- 
bewegung ohne  Luftwiderstand  gültig  bleiben,  d.  h.  für  A:  =  0 
oder  Äq  =  00  in  die  entsprechenden  Gleichungen  übergehen. 
Würde  man  diesen  Grenzwert  in  die  Gl.  (6  a)  bezw.  (9  b)  direkt 
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einführen,  so  würde  man  zu  unbestimmten  Ausdrücken  von  der 
Form  0 : 0  gelangen.  Setzt  man  dagegen  zunächst  für  sehr 
grolse  k^Q 

V  _  ,    ,   Igy 

*     ~  ^  ^   ko^' 
so  folgt  aus  (6a)  für  die  aufsteigende  Bewegung 

und  schliefslich  für  /tq  =  oo  die  bekannte  Elementarformel 

c-^  —  v*^  =  2gy. 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  für  die  Fallbewegung  von  der 
Höhe  h  bis  ^  von  der  Gl.  (9b)  zu 


bezw.  für  k(,  = 

=  CO  ZU 

v^-^C2^       2g{h  —  y), 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Untersuchung  des  schiefen 
Wurf  es  über.  Da  es  sich  hier  um  eine  krummlinige  Bewegung  im 
Gegensatze  zu  der  eben  besprochenen  geradlinigen  handelt,  so  haben 
wir  für  die  Komponenten  der  Beschleunigung  zwei  Gleichungen 
anzusetzen.  Welches  Koordinatensystem  wir  diesen  Kompo- 
nenten zu  Grunde  legen  wollen,  ist  natürlich  gleichgültig,  ja  wir 
dürfen  sogar,  wenn  sich  daraus  eine  Vereinfachung  ergibt,  zwei 
nicht  zueinander  senkrechte  Beschleunigungskomponenten  be- 
nutzen. Man  erkennt  nun  sofort,  dals  zunächst  in  der  Horizontal- 
richtung, in  die  wir  die  cc-Achse  der  Bewegung  uns  gelegt  denken, 
lediglich  eine  Komponente  des  Luftwiderstandes  und  zwar  ver- 
zögernd wirkt,  so  zwar,  dals,  unter  k  den  Widerstandskoeffizienten 
und  T  den  Neigungswinkel  der  Bahn  gegen  den  Horizont  ver- 
standen, die  Gleichung 

m  -^  =  —  kv^  cos  T (11) 

besteht.    Führen  wir  in  dieser  Formel  das  Bahnelement  ds  und 
die  Horizontalkomponente  Vx  der  Bahngeschwindigkeit  i;  ein, 

dx       dx 


i 
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so  können  wir  statt  (11)  auch  schreiben 

dvx  k    , 

—  =  —  —  ds, 

woraus  sich  durch  Integration 


8 


Vr  =^  ce 


(12) 

ergibt,  wenn  c  die  Horizontalkomponente  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit entsprechend  8  =  0  bedeutet.  Nach  dieser  Gleichung 
kann  Vx  nur  für  s  =  cd  ver- 
schwinden, d.  h.  die  ge- 
suchte Bahn  besitzt  eine 
vertikale  Asymptote, 
deren  Abstand  vom  Aus- 
gangspunkte 0  allerdings  aus 
unserem  Resultat  (12)  noch 
nicht  zu  entnehmen  ist.  Wir 
müssen  vielmehr  zur  weiteren  ^ 
Verfolgung  unseres  Problems 
eine  zweite  Differentialgleichung  zu  Hilfe  nehmen  und  wählen 
hiezu  der  einfachen  Form  wegen  den  Ausdruck  für  die  Normal- 
beschleunigung (Fig..  113) 


Fig.  113. 


v 


g  cos  T 


(13) 


worin  q  den  Krümmungsradius  bedeutet.  Damit  haben  wir  auch 
die  Beschleunigung  der  Schwere  g  eingeführt,  die  zu  der  Hori- 
zontalbeschleunigung (11)  naturgemäls  keinen  Beiti*ag  lieferte. 
Den  Krümmungsradius  ersetzen  wir  weiterhin  durch  den  Diffe- 
rentialquotienten 

ds 


9  = 


dT 


dessen  negatives  Vorzeichen  durch  die  Abnahme  des  Neigungs- 
winkels der  Bahn  auf  dem  ansteigenden  Aste  der  Kurve  bedingt 
ist  und  erhalten  alsdann  aus  (13) 

ds 


V 


2  —  


9 


dT 


cos  T 


(13a) 


oder  nach  Multiplikation  mit  cos  ^t  und  Einführung    der  Hori- 
zontalgeschwindigkeit V  cos  T  ==  Vx 
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ds 
Va^  =  —  g-^coB^T (13b) 


Mit  (12)  geht  diese  Gleichung  über  in 


dr 


2_k 
m 


COS  ^T 


—  ge 


ds 


(14) 


deren  Integration  von  5  =  0  bis  s 
c2  I  sin  T 


{si] 
coi 


g  icos  %  +  ^«°  *8  ( J  +  1 


-} 


m 


1  ^e 


2  —  8 

m 


(15) 


ergibt.    Die  Konstante  G  ist  hierin   für  s  =  0   durch  den  E 1  e 
vationswinkel  tq  bestimmt,  so  zwar,  dafs 


C  = 


""^'+lgntg(^  +  ^ 


COS 


0 


.  (15a) 


wird.  Denkt  man  sich  übrigens  die  Bahn  über  den  Anfangs- 
punkt hinaus  rückwärts  festgesetzt,  so  erkennt  man,  dals  für 
s  =  —  CO  in  Gl.  (15)  die  Exponentialgröfse  verschwindet  und  der 
Neigungswinkel  der  Bahn  einem  durch 


sm  Ti     ,    .       X    /  ^    I    ^1  \        ^   X    '^9 


COS  ^Ti 


kc^ 


(15b) 


bestimmten  Winkel  r^  sich  nähert,  d.  h.  also,  dafs  auch  dieser 
Zweig  der  Bahn  eine   —  allerdings  schräg  liegende 

—  Asymptote  besitzt. 
Erinnert  man  sich  nun 
der  vertikalen  Asymptote 
des  absteigenden  Astes  der 
Bahn,  so  erkennt  man, 
dafs  die  beiden  Ästß  ana- 
log der  Bahn  auf  der 
schiefen  Ebene  (§  26) 
jedenfalls  nicht  sym- 
metrisch zu  einer  verti- 
kalen Geraden  liegen  können  (Fig.  114).  Eliminiert  man  femer 
aus  den  Gl.  (13a)  und  (14)  das  Verhältnis  dsidr,  so  ergibt  sich 
die  Bahngeschwindigkeit 


Fig.  114. 


ks_ 
m 


V  = 


cos  T 


(16) 
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Dieser  Ausdruck  wird  für  t  =  —  90  o  und  s  =  cc  unbestimmt. 
Differenziert  man  ihn  jedoch  in  Zähler  und  Nenner  nach  r  und 
entfernt  schlielslich  vor  dem  Einsetzen  der  Grenzwerte  den  Ex- 
ponentialausdruck  durch  Gl.  (14),  so  ergibt  sich  die  Grenz- 
geschwindigkeit zu 

-f (16a) 

ein  Wert,  der  mit  dem  oben  für  den  freien  Fall  eingeführten  k^ 
identisch  ist.  Wir  haben  also  auch  hier  einen  Übergang 
zur  gleichförmigen  Bewegung  vor  uns,  bei  der  der 
Luftwiderstand  äv^co  dem  Körpergewichte  mg  das 
Gleichgewicht  hält. 

Um  schlielslich  noch  die  Bahn  selbst  beschreiben  zu  können, 
müssen  wir-  auf  die  Elementarformeln 

dx  =  ds  cos  r  ,  dy  =  ds  sin  r 

zurückgreifen  und  das  Bogendifferential  ds  durch  dr  aus  (14) 
ersetzen.     Dies  führt  auf  die  beiden  Formeln 


2k8 


dx  =^  — 


dy  =z  ~ 


C2 

9 

e       "^ 
cos  2r 

dr 

2k  s 

C2 

e 

m 

sin  T 

• 

dr 

9 

COS 

3r 

(19) 


welche  nach  Einsetzen  der  Exponentialgrölse  aus  (15)  graphisch, 
d.  h.  mit  Hufe  des  Planimeters  integriert  werden  können.  Auch 
die  jedem  Punkte  x  y  bezw.  jedem  Winkel  r  zugehörige  Zeit 
ergibt  sich  mit  (16)  aus 


kB 

_         ds         1     In  ds  _ 

dt  =^  —  =  —  e     cos  r  3—  a r 
VC  dr 

oder  wegen  (14) 

_  ^1 

dt= ^dfr (18) 

g  cos  ^T  ^      . 

auf  dieselbe  Weise.  Die  weitere  Verfolgung  des  Problems  er- 
streckt sich  nun  vorwiegend  auf  Näherungsmethoden  zur  Be- 
rechnung und  Konstruktion  der  ballistischen  Kurve,  deren  Er- 
gebnisse in  sog.  Schulstafeln  für  verschiedene  Ziel  weiten  und 
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Anfangsgeschwindigkeiten  zusammengefafst  sind.  Hierüber  gibt 
das  schon  früher  zitierte  »Kompendium  der  äulseren  Ballistikc 
von  Cranz  eingehende  Auskunft. 

Wir  wollen  die  Bahnbestimmung  nur  für  den  praktisch 
wichtigsten  Fall  flacherFlugbahnen  durchfuhren,  bei  denen 
sich  die  Bogenlänge  s  nur  wenig  von  der  zugehörigen  Abszisse  x 
unterscheidet.     Alsdann  dürfen  wir  statt  Gl.  (12)  auch  schreiben 

kx 

Vx  =  ce      ^ (12a) 

Setzen  wir  hierin  Vx==  dx  :  dt  und  integriert,  so  folgt  sofort 

kx 
kc  m" 

—  t  =  e       —  1 
m 


oder 


bezw.  mit  (12a) 


m  ^             ,    kc    .  ,     , 

..,  =  ^lgn    l  +  ^^l (19) 


1  +  —  t 


Der  vernachlässigbare  Unterschied    zwischen   x  und  s   hat 

nun  weiter  zur  Folge,  dafs  der  Neigungswinkel  der  Bahn  überall 

als  klein  betrachtet  und 

cos  T  oo  1 

gesetzt  werden  darf.    Damit  wird   zunächst  aus  (13)    mit  Rück- 
sicht auf  ds  =  dx 

'^x^  =  99  =  —9-^ (13c) 

Andererseits  folgt  aber  aus  dy  =  dxigr 

d^y  1      dr        dr 

dx^       cos  ^T  dx        dx 

so  dafs  (13c)  mit  (12a)  übergeht  in 

2k_ 

d^y g  g      m^ 

Diese  Gleichung   ist   nunmehr    sofort  integrabel.     Sie  ergibt  zu- 
nächst den  Neigungswinkel  der  Bahn  als  Funktion  der  Abszisse 

l-e         I.     .     .     (22) 
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wobei  die  Integrationskonstante  tg  tq  dem  Elevationswinkel  (für 
X  =  0)  entspricht.  Eine  zweite  Integration  ergibt  dann  die  Bahn- 
gleichung 


y  =  xtgTQ  — 


2kx 
m 


—  1  — 


2k 
m 


X 


(23) 


welche  es  erlaubt,  aus  den  Koordinaten  Xxy\  dies  Zieles  bei  ge- 
gebener Anfangsgeschwindigkeit  den  Elevationswinkel  tq  zu  be- 
rechnen. Wenn  man  im  Gegensatz  zu  der  widerstandsfreien 
Wurfbewegung  [§  10,  Gl.  (8)]  hier  nur  einen  W^ert  für  tq  erhält, 
so  liegt  das  daran,  dals  die  soeben  entwickelte  Näherungsformel 
nur  für  den  Kernschuls  gilt,  während  der  Bombenschuls 
ausdrücklich  durch  die  Annahme,  dals  cos  r  oo  1  wird,  ausge- 
schlossen bleibt. 

Für  kleine  Werte  des  Quotienten  k  :  m  kann  man  die  Formel 
(23)  noch  weiter  vereinfachen  und  zwar  durch  Entwicklung  der 
Exponentialgröfse  in  eine  Potenzreihe  und  Vernachlässigung 
der  höheren  Potenzen.     Man  erhält  so 

ÜT  2Ä:  1    I2kx\^  ,     1    l2kx\^  , 


m 


2! 


m 


also 


y  =  xigTQ  — 


9 


2c2 


X 


2  _ 


9 


3c3  m 


—  a^ 


(23a) 


Mit  Ä:  =  0  wird  hieraus 

wieder  die  Gleichung  der 

Wurfparabel  (§  10),  wenn 

in  derselben  cos  tq  =  1 

gesetzt  wird.  Bricht  man 

die  Reihe  (23  a)  mit  dem 

dritten    Gliede    ab,    so 

stellt  die  Gleichung  die 

Differenz  der  Ordinaten 

yi  eine  gewöhnUche  und 

^2  eine  kubische  Parabel 

dar,   aus  denen  mithin  leicht  die  gestreckte  Flugbahn  angenähert 

konstruiert  werden  kann  (Fig.  115). 

Die  zahlenmäfsige  Verwertung   der   vorstehenden    Resultate   setzt 
naturgemäfs    die  Kenntnis   des  Widerstandskoeffizienten  k  voraus,  der 


Fig.  115. 
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seinerseits  aus  Schiefsversuchen  mit  Hilfe  unserer  Formeln  zu  be- 
stimmen ist.  Die  Zahl  der  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  ist 
recht  umfassend,  wie  man  aus  dem  schon  erwähnten  Werke  von  Cranz 
ersehen  kann.  Besonders  bemerkenswert  erscheint  noch  der  Umstand^ 
dafs  der  Koeffizient  k  beim  Überschreiten  der  Schallgeschwindigkeit 
(ca.  333  m)  ein  starkes  Anwachsen  ^)  zeigt  und  erst  dann  wieder  als 
konstant  betrachtet  werden  darf.  Aufserdem  ist  derselbe  noch  ab- 
hängig von  dem  zur  Bewegungsrichtung  senkrechten  Querschnitt  des 
Körpers  und  der  Dichte  der  Luft.  Bezeichnet  man  das  spezifische 
Gewicht  derselben,  d.  h.  das  Gewicht  von  1  cbm  mit  y,  den  Querschnitt 
in  Quadratmetern  mit  F,  so  hat  man  (da  für  eine  normale  Temperatur 
von  -f"  15  •  und  einen  Barometerstand  von  750  mm  Quecksilbersäule 
das  spezifische  Gewicht  der  Luft  1,206  kg  beträgt)  zu  setzen 

fei  =  0,014  -^  F  mr  v<:  333  m/sek 


I 


k^  =  0,039  — ^  ^  f  ür  V  >  333  m/sek.  ! 

'  I 

Diese  Ausdrücke  bestehen  übrigens,  da  auch  die  Form  des  bewegten  | 
Körpers  von  Einflufs  ist,  nur  für  moderne  Geschosse,  welche  aus  einem 
zylindrischen  und  einem  zugespitzten  Teile  bestehen.  Wird  ein  solches 
Projektil  mit  einer  anfänglichen  Geschwindigkeit  c  <  333  m/sek  ab- 
gefeuert, so  gelten,  da  die  Geschwindigkeit  nur  abnehmen  kann,  mit 
kl  unmittelbar  die  oben  entwickelten  Gleichungen.  Bei  gröfserer  i 
Anfangsgeschwindigkeit  ist  dagegen  mit  k^  erst  der  Punkt  zu  ermitteln, 
für  welchen  v  =  333  m/sek  geworden  ist,  und  von  da  ab  mit  k^  weiter 
zu  rechnen.  Bei  flacher  Bahn  geht  man  darum  von  Gl.  (20)  aus,  be- 
stimmt mit  dieser  die  Zeit  innerhalb  welcher  die  Schallgeschwindigkeit 
erreicht  wurde,  darauf  aus  (19)  die  zugehörige  Abszisse,  aus  (22)  die 
Neigung  der  Bahn  und  schliefslich  aus  (23)  die  Ordinate  dieses  Über- 
gangspunktes. 

Es  werde  z.  B.  eine  Granate  vom  Gewichte  98,1  kg,  also  der  Masse 
m  =  10  und  dem  Durchmesser  von  20  cm  abgefeuert.  Ist  dann  da» 
spez.  Gewicht  der  Luft  y  =  1,206,  so  ergeben  sich  für  dieses  Projektil 
die  beiden  Koeffizienten 

k,  =  0,00044  und  fe^  =  0,00123. 

Wir  wollen  nun  zunächst  eine  Anfangsgeschwindigkeit  von  c  =•  666  m/sek 

voraussetzen    und    erhalten   sodann    für  die  bis  zur  Abnahme  auf  die 

Schallgeschwindigkeit  verfiossene  Zeit  bei  fiacher  Flugbahn  aus  Gl.  (20) 

mit  k^  und  Vx  =  333  m 

t^  =  12,77  Sek. 


1)  Siehe  Cranz  a.  a.  0.  S.  39. 
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Weiter  ergibt  sich  aus  (19)  die  zugehörige  Abszisse 

Wh 

jTi  =  -^  Ign  2  =  5635  m 

Der  Neigungswinkel  Tj   der  Bahn   in   dem   betrachteten  Punkte   folgt 

damit  aus  (22)  zu 

tg  Tj  =  tg  To  —  0,27. 

Da  0,27  =  tg  14  <^  ist,  so  würde  die  Abszisse  x^  dem  Bahnscheitel  (d.  i. 
tg  Tj  =  0)  zugehören,  wenn  das  Geschofs  mit  einer  Elevation  von 
Tq  =  14  °  abgefeuert  worden  wäre.  Die  zugehörige  Ordinate  folgt  dann 
noch  aus  (23)  durch  Einsetzen  der  bisher  erhaltenen  Werte 

y^  =  a?!  tg  To  —  590  m 

Mit  tg  Tj  =  0,27  ergibt  sich  somit  die  Scheitelhöhe  der  Flugbahn 

y^  =  5635  •  0,27  —  590  =  931  m. 

Die  weitere  Behandlung  der  Aufgabe,  insbesondere  die  Ermittelung  der 
Schufsweite,  würde  die  Auflösung  der  Gl.  (23)  nach  x  und  zwar  unter 
Benutzung  des  Koeffizienten  k^  erfordern,  was  am  bequemsten  auf 
graphischem  Wege  durch  Aufzeichnen  der  Wurflinie  selbst  erfolgt. 
Dies  gilt  auch  für  den  Verlauf  des  mit  höherer  Geschwindigkeit  ent 
sprechend  A;,  durchlaufenen  Zweiges. 
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Entstehung  von  Bewegungen.  Das  Zeitintegral  der  Kraft,  Antrieb 
oder  Impuls.  Die  Bewegungsgröfse.  Der  Stofs  und  die  Momentankraft; 
Bückstofs.    Anwendung  auf  Geschütze   und  das   ballistische  Pendel. 

Bei  einigen  von  uns  untersuchten  Bewegungsproblemen  gingen 
wir  von  einer  Anfangsgeschwindigkeit  des  betrachteten  Körpers 
aus,  ohne  indessen  die  Frage  nach  dem  Entstehen  dieser  Ge- 
schwindigkeit zu  stellen.  Handelt  es  sich  um  eine  Erscheinung 
von  begrenzter  Dauer,  z.  B.  um  die  im  vorigen  Paragraphen 
besprochene  Wurfbewegung,  bei  welcher  das  Geschofs  den  Ruhe- 
zustand verläfst  und,  wenn  auch  an  einem  anderen  Orte,  wieder 
in  denselben  übergeht,  so  bleibt  unsere  Lösung  ohne  die  Unter- 
suchung dieser  beiden  Übergänge  unvollständig.  Jedenfalls  haben 
wir  es  beim  ersten  Übergang  mit  einer  beschleunigenden  Kraft, 
beim  zweiten  dagegen  mit  einem  (verzögernden)  Widerstände 
zu  tun,  welche  beide  während  des  eigentlichen  Bewegungsvor- 
ganges unwirksam  sind.  Nennen  wir  die  Kraft  P,  die  gleich- 
gerichtete Geschwindigkeit  v,  und  die  Masse  des  Körpers  wieder 
w,  so  besteht  zunächst  die  Definitionsgleichung 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  16 
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^  =  «T, m 

Aus  derselben  folgt  aber  sofort,  wenn  bei  Beginn  der  Zeitrechnung, 

d.  h.  für  ^  =  0  der  Körper  in  Ruhe  war, 

t 

J  Pdt  =  mv (2) 

0 

In  dieser  Formel  bezeichnet  man  nun  die  linke  Seite,  welche 
ein  Zeitintegral  der  Kraft  darstellt,  als  den  Antrieb  oder 
den  Impuls  derselben,  während  die  rechte  Seite  die  Bewe- 
gungsgrölse  des  Körpers  heifst.  Hatte  der  Körper  vor 
der  Einwirkung  der  Kraft  P  schon  eine  Geschwindigkeit  vq,  so 

haben  wir  statt  (2) 

t 

J  Pdt  =  miv  —  vo)       (2a) 

ü 

worin  die  rechte  Seite  die  Änderung  der  Bewegungsgrölse 
angibt.  Der  Wert  dieser  Gleichungen  tritt  nun  besonders  iin 
Falle  der  zeitweiligen  Berührung  zweier  Körper  her- 
vor,  wobei  die  an  einem  Körper  wirksame  Kraft  P  der 
von  diesem  auf  den  andern  ausgeübten  P' nach  dem 
Satze  von  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  in  jedem 
Momente  gerade  entgegengesetzt  gleich  ist.    Haben 

wir  aber  für  den  zweiten  Körper  m'  die  Gleichung 

t 

^  P'dt  =  m'{v'  —  Vo% 

0 

worin  Vq  die  anfängliche  und  v'  die  Geschwindigkeit  nach 
Aufhören  der  Kraftwirkung  P  bedeutet,  so  ergibt  deren  Addition 
zu  (2a)  wegen  P  -\-  P  =  0 

Wt  (V  —  Vq)    +    m'  (V'  —  Vq')    =    0  ....       (3) 

Diese  Beziehung  gilt  auch  dann  noch  uneingeschränkt,  wenn 
die  Zeitdauer  der  Berührung  von  m  und  w'  eine  so  kurze  ist, 
dals  sie  sich  unserer  Beobachtung  entzieht.  In  diesem  Falle 
spricht  man  von  einem  Stolse  der  beiden  Körper  und  be- 
zeichnet die  hierbei  wirksame  Kraft,  deren  Zeitintegral  nach  Gl.  (2) 
bezw.  (2  a)  für  t  =  0  den  rechtsstehenden  Grenzwert  anninamt, 
wohl  auch  als  eine  Momentankraft.  Dieser  Begriff  spielt 
vorwiegend  in  mathematischen  Schriften  eine  Rolle,  während  die 
Physiker   und  Techniker  davon  keinen  Gebrauch  machen.     Mit 
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Hilfe  der  Beziehung  (3)  können  wir  nunmehr  leicht  die  Ent- 
stehung der  Bewegung  eines  Körpers,  z.  B.  eines  Geschosses, 
verfolgen.  Dasselbe  befindet  sich  zunächst  im  Geschütze  und 
mit  diesem  im  Ruhezustande.  Infolge  der  Explosion  wird  es 
hinausgeschleudert  und  möge  beim  Verlassen  des  Rohres  die 
Geschwindigkeit  v  besitzen.  Da  aber  derselbe  Pulverdruck,  welcher 
das  Geschols  in  Bewegung  setzt,  in  gleicher  Grölse  auf  das  ver- 
schlossene Rohrende  und  damit  auf  das  ganze  Geschütz  als 
sogenannter  Rückstols  wirkt,  so  unterliegt  auch  dieses  einer 
Bewegung,  welche  durch  (3)  gegeben  ist,  wenn  wir  dort  vq  =  0, 
vq  =  0  setzen  nnd  mit  m  die  Gescholsmasse,  mit  m'  die  des 
Geschützes  und  mit  v'  dessen  Endgeschwindigkeit  bezeichnen. 
Wir  erhalten  für  die  letztere 

v'  = ,v        (3a) 

Setzen  wir  beispielsweise  das  Gescholsgewicht  w  ^  =  10  kg, 
dasjenige  des  Geschützes  m'g  =  1000  kg  und  nehmen  eine  Ge- 
schwindigkeit des  ersteren  beim  Verlassen  des  Rohres  von 
V  =  500  °^/sek.  an,  so  folgt  eine  Geschützgeschwindigkeit  von  i/  = 
5  ™/sek.,  welche  auch  auf  rauhem  Boden  ausreichend  ist,  den 
Standort  des  Geschützes  erheblich  zu  verschieben.  Um  diese  Orts- 
veränderung zu  vermeiden  bezw.  herabzumindern,  wird  die  Lafette 
gewöhnlich  mit  einem  Sporn  in  der  Erde  verankert  und  damit 
«in  Reibungswiderstand  eingeschaltet,  welcher  das  Geschütz  rasch 
zum  Stehen  bringt.  In  ganz  ähnlicher  Weise  gelangt  auch  das 
Projektil  nach  dem  Aufschlagen  zur  Ruhe,  indem  es  andere 
Massen  nach  Gl.  (3)  in  Bewegung  setzt,  z.  B.  beim  Eindringen 
in  den  Boden  eine  Erdmasse  vor  sich  hertreibt.  Dringt  über- 
haupt beim  Stolse  zweier  Körper  m  und  m'  einer  derselben  in 
den  anderen  derart  ein,  dafs  beide  danach  wie  ein  einzelner  Körper 
von  der  Gesamtmasse  m  -{-  m'  erscheinen,  so  werden  auch  ihre 
Endgeschwindigkeiten  v  und  v'  übereinstimmen,  so  dals  wir 
statt  (3)  hiefür  schreiben  dürfen 

(m  -|-  m')  V  =^  mvQ  -\-  m'vo (3b) 

Diese  Formel  hat  eine  praktische  Anwendung  im  ballisti- 
schen Pendel  zur  Messung  von  Gescholsgeschwindig- 
keiten  gefunden.  Denkt  man  sich  nämlich  eine  sehr  grolse,  aber 
weiche  Masse  m  (z.  B.  einen  Kasten  mit  Sand  gefüllt)  drehbar  auf- 
gehängt (Fig.  116)  und  schielst  in  dieselbe  ein  Projektil  von  der 

16* 
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Masse  m  so  hinein,  dafs  es  stecken  bleibt,  so  gilt,  wenn  Vq  die 
Gescholsgesch windigkeit  bedeutet,  unmittelbar  die  GL  (3b)  mit 
Vq'  =  0,  also 

(m  --j-  m')  V  =  mvQ, 

Beobachtet  man  nun  die  Steig- 
höhe h  der  aufgehängten  Masse, 
welche  durch  den  Stols  des  Ge- 
schosses in  Pendelschwingungen 
versetzt  wird,  so  ist  andererseits 

V  =  ^2gh 

und  damit  die  Geschofsgeschwin- 
digkeit  vor  dem  Auftreffen 


Fig.  116. 


^0 


=  (i  +  3  P^'^ 


(4) 


Wir  werden  später  sehen,  dals  diese  Formel  nur  angenähert 
gilt,  da  in  diesem  Falle  die  aufgehängte  Masse  m  nicht  mehr  als 
mathematisches  Pendel  aufgefalst  werden  darf.  Immerhin  er- 
kennt man  aus  Gl.  (4)  die  MögHchkeit,  momentane  fort- 
schreitende Geschwindigkeiten  direkt  durch  den 
Versuch  zu  bestimmen^),  eine  Aufgabe,  die  wir  bisher  nur 
mit  Hilfe  der  Wegkurve,  d.  h.  nach  Ermittelung  der  Abhängig- 
keit der  Koordinaten  des  Körpers  von  der  Zeit  lösen  konnten. 

Die  Gültigkeit  des  Satzes  vom  Antriebe  erstreckt  sich  bei 
räumlicher  Bewegung  naturgemäls  auch  auf  die  Kj-aft-  bezw. 
Geschwindigkeitskomponenten,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn 
man  in  Gl.  (1)  für  P  und  v  die  entsprechenden  Komponenten 
Xy  y,  Zj  bezw.  Vx  Vy  Vz  einsetzt.  Alsdann  ergibt  sich  durch 
Integration 


^  Xdt  =  m  (vx  —  Vxo) 

0 

t 
^  Y dt  =  m  {vy  —  Vyo) 

0 

t 
^  Z  dt  =  m  (vz  —  Vzq) 


(5) 


*)  Zar  Bestimmung  von  Winkelgeschwindigkeiten  dient  dagegen 
das  in  §  20  besprochene  Zentrifugalpendel,  welches  darum  auch  als 
Tachometer  bezeichnet  wird. 
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Beim  Zusammentreffen  zweier  Körper  m  und  m',  die  wir 
uns  zunächst  als  materielle  Punkte  denken  wollen,  finden  dem- 
nach Geschwindigkeitsänderungen  statt,  welche  durch: 

m  (vx  —  Vxo)  +  m'  {v'x  —  v'xo)  =  0 

m  (vy  —  Vyo)  -\-  m'  (v'y  —  v'yo)  =  0    }     ...     (6) 

m  (vz  —  Vzo)  +  '^'  (^'»  —  ^'«o)  =  0 

gegeben  sind,  wenn  die  Bewegungen  als  freie  angesehen  werden 
dürfen. 

§  33«    Die  mechanische  Arbeit. 

Das  Linienintegral  der  Kraft..  Arbeit  der  treibenden  Kraft  und  des 
Widerstandes.  Kinetische  Energie.  Kraft-  und  Widerstandskorve. 
Potentielle  und  Gesamtenergie.  Das  Arbeitsmafs,  Meterkilogramm, 
Arbeitsfähigkeit  und  Leistung,  Sekunden meterkilogramm  und  Pferde- 
stärke. Die  Arbeit  bei  freier  und  gezwungener  Bewegung.  Kräfte- 
funktion,  Niveauflächen,   Kraftfelder   und   Kraftlinien.     Gefälle   der 

Kräftefunktion.     Das  Potential. 

Betrachten  wir  wieder  eine  in  geradliniger  Bewegung  be- 
griffene Masse  w,  auf  welche  einerseits  eine  Kraft  P,  andererseits 
ein  Widerstand  TF,  beide  in  der  Bewegungsrichtung  wirken,  so 
besteht  zwischen  diesen  Grölsen  und  der  Beschleunigung  p  der 
Masse  die  einfache  Beziehung 

^      „,  d^s 

F —  Ir  =  mp  =  m  -r^ (1) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  beiderseitig  mit  dem  Weg- 
element ds,  so  geht  dieselbe  unter  gleichzeitiger  Einführung  der 

ds 
Bahngeschwindigkeit  v  =  —-  über  in 

(P —  W)  ds  =  mds-jj^  ^=  '^T~f^\j~f]  =  "i^vdvy .     .  (la) 
woraus  durch  Integration  folgt 

^(P-W)ds   =    |(^2_^^2)     .....       (2) 

«0 

Die  auf  der  linken  Seite  dieser  Formel  stehenden  Linien- 
integrale 


J  Pds  und  J  Wds 


«0 
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bezeichnet  man  nun  alö  die  Arbeiten  der  treibenden 
Kraft  P  bezw.  des  Widerstandes  W  und  die  auf  der  rechten 
Seite  von  (2)  stehenden  Werte 

die  kinetische  Energie  der  Masse  w  beim  Passieren  der 
Stellen  b  und  Sq-  Kennt  man  also  die  treibende  Kraft  und  den 
Widerstand  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  zurückgelegten  Wege  5, 
so  kann  man  ihre  Arbeiten  sofort  bestimmen  und  daraus  den 
Zuwachs   der  Geschwindigkeit  berechnen.    Sind  die  Funktionen 

:b  =  :B{i)  ,     w  =  w(s) 

nur  empirisch  gegeben,  wie  es  in  .der  Maschinentechnik  die 
Regel  ist,  so  ergibt  die  Planimetrierung  der  Fläche  zwischen  den 
ihnen  entsprechenden  Kurven,  der  Kraft-  und  der  Wider- 
standskurve (Fig.  117),  sofort  ein  Mals  für  die  Änderung  der 

kinetischen  Energie.  Aus 
/p  dieser    Figur     erkennt 

man  weiter,  dafs  die 
^  kinetische  Energie  und 
mit  ihr  die  Geschwindig- 
keit so  lange  zunimmt, 
als  die  Kraftkurve  über 
der  Widerstandskurve 
liegt,  dals  sie  beim  ersten 
Schnitte  derselben,  also 
z.  B.  im  Punkte  Ä,  ein 
Maximum  erreicht,  und  beim  zweiten  Schnitte  auf  ein  Minimum 
herabsinkt.  Dals  schlielslich  im  Falle  der  Übereinstimmung  von 
P  und  Wy  also  f ür  P  —  W  =  0  die  rechte  Seite  von  (2)  unver- 
ändert bleibt,  die  Bewegung  also  gleichförmig  verläuft,  ist  eben- 
falls nur  eine  unsere  früheren  Darlegungen  bestätigende  Folgerung 
des  Arbeitöbegriffes. 

Da  das  Arbeitselement  (P  —  W)  ds  das  Produkt  einer  Kraft 
(in  diesem  Falle  die  Resultante  einer  treibenden  Kraft  und  eines 
Widerstandes)  in  eine  Strecke  darstellt,  so  ist  sein  Vorzeichen 
durch  diejenigen  der  beiden  Faktoren  in  dem  Sinne  bestimmt, 
dafs  es  als  positiv  bezeichnet  werden  muls,  wenn  die  Resultante 
dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  das  Wegelement,  d.  h.  wenn  die 
Richtung    der    Kraft    mit    derjenigen    der    Bewegung    überein- 


Fig.  117. 
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stimmt  und  umgekehrt,  wenn  die  Kraft  der  Bewegung  entgegen, 
wirkt.  Bewegt  sich  z.  B.  die  Masse  m  lediglich  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Beschleunigung  der  Schwere  g,  so  ist  das  Gewicht  mg 
die  einzige  wirksame  Kraft,  deren  Richtung  der  vertikalen  Auf- 
wärtsbewegung entgegenwirkt.  Rechnen  wir  demnach  das  Weg- 
element nach  oben  positiv,  so  folgt  aus  (2)  mit 

P  =  0    und     W  =  mg 

—  mg{s  —  So)  =  -t(v^  —  Vq^), 

worin  s  —  Sq  =  h  die  Hubhöhe  bedeutet.  Diese  Formel  können 
wir  aber  auch  schreiben 

'rf^9So  +  -^  =  mgs-^-Y- (3) 

oder 

t'2  =  ro2  —  2gh (3a) 

Die  Gl.  (3)  besagt  aber,  dafs  dem  in  vertikaler  Bewegung 
begriffenen  Körper  aulser  seiner  kinetischen  Energie  noch  ein 
lediglich  von  der  Lage  s  abhängiger  Arbeitsbetrag  mgs  innewohnt, 
den  man  auch  als  potentielle  Energie  oder  Energie  der 
Lage  bezeichnet.  Da  nun  die  linke  Seite  von  (3)  einen  durch 
die  Aofangsbedingungen  festgelegten,  also  konstanten  Wert  be- 
sitzt, so  gilt  dies  auch  für  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung,  und 
wir  erhalten  so  den  praktisch  wichtigen  Satz:  Die  Summe 
der  kinetischen  und  potentiellen  Energie  eines 
widerstandsfrei  in  vertikaler  Richtung  bewegten 
Körpers  ist  konstant.  Diese  Summe  wollen  wir  als  die 
Gesamt  euer  gie  des  Körpers  bezeichnen. 

Der  Umstand,  dafs  die  Arbeit  bei  konstanter  Kraftwirkung 
durch  das  Produkt  derselben  in  den  zurückgelegten  Weg  gegeben 
ist,  erlaubt  uns  nunmehr  sofort  die  Aufstellung  einer  Mals- 
einheit.  Wir  bezeichnen  unter  Zugrundelegung  des  bisherigen 
Längenmafses  des  Meters  und  des  Kilogramms  als  Kraftmals 
mit  einem  Meterkilogramm  (mkg)  diejenige  Arbeit, 
welche  nötig  ist,  um  ein  Kilogramm  einen  Meter  hoch 
ohne  Änderung  der  Geschwindigkeit  zu  heben. 

Wenn  auch  in  unseren  Formeln  (2)  und  (3)  die  Zeit  nicht 
vorkommt,  d.h.  die  beim  Durchlauf  en  eines  Weges  s — Sq 
geleistete  oder  gewonnene  Arbeit  unabhängig  von 
dem  zugehörigen  Zeitaufwande  erscheint,  so  können 
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wir  denselben  doch  nicht  für  den  Vergleich  verschiedener  Ar- 
beitsgröfsen  entbehren.  Man  braucht  hierzu  nur  daran  zu  denken, 
dals  z.  B.  ein  kräftiger  Mann  zur  Leistung  von  1  mkg  vielleicht 
nur  .die  halbe  Zeit  braucht  als  ein  schwacher,  um  einzusehen, 
dafs  der  erstere  in  derselben  Zeit  das  Doppelte  des  letzteren 
zu  leisten  im  stände  ist  Um  dieser  Arbeitsfähigkeit  ge- 
recht zu  werden,  haben  wir  nur  die  Arbeit  L  selbst  durch  die 
Zeit  t  zu  dividieren  und  bezeichnen  den  Quotienten  beider 

L:  t 

als  die  Leistung.  Die  Einheit  dieser  Leistung  ist  nun  offenbar 
das  Meterkilogramm  in  der  Sekunde  oder  auch  kürzer 
das  Sekundenmeterkilogramm.  Bei  den  sehr  erheblichen 
Leistungen  von  Maschinen  würde  man  indessen  mit  dieser  Ein- 
heit stets  sehr  grolse  Zahlen  erhalten,  deren  letzte  Dezimalen 
sich  bei  der  geringen  Feinheit  der  maschinellen  Mefsmethoden 
nicht  hinreichend  genau  bestimmen  lassen.  Man  hat  sich  deshalb 
nach  dem  Vorgange  von  James  Watt  entschlossen,  hiefür  als 
Einheit  die  Pferdestärke  zu  wählen,  welche  in  unserem  Mals- 
system durch  die  Leistung  von  75  Sekundenmeterkilo- 
gramm definiert  wird. 

Bildet  die  resultierende  Kraft  P  —  W  =  R  mit  der  Bewe- 
gungsrichtung ds  den  Winkel  r,  so  leistet  offenbar  nur  die  Kom- 
ponente B  cos  r  eine  Arbeit,  nicht  aber  die  senkrecht  dazu  stehende 
Komponente  B  sin  p.  Infolgedessen  haben  wir  in  diesem  Falle 
für  das  Arbeitselement 

dL  =  Bds  cos  y (4) 

Es  möge  sich  nun  die  Masse  m  auf  einer  Kurve  frei  im 
Räume  bewegen.  Das  Kurvenelement  ds  büde  (wie  in  §  9)  mit 
den  drei  Achsen  die  Winkel  ff,  i//  und  /.  Die  auf  die  Masse  m 
wirkenden  Kräfte  seien  zu  einer  Resultante  B  vereinigt,  deren 
Winkel  mit  den  Achsen  durch  x,  l  und  ft  bezeichnet  werden 
sollen.     Dann  sind  die  drei  Komponenten  der  Resultante 

X  =  JB  cos  X,       Y  =  B  cos  X,       Z  =  B  cos  fx  .     ,     (5) 
und  die  Projektionen  des  Kurvenelementes 

dx  =  ds  cos  71,       dy  =  ds  cos  1//,       dz  =  ds  cos  /  .     (6) 

Bilden  wir  nun  die  Arbeitselemente  dieser  drei  Kraftkom- 
ponenten  durch  Multiplikation    mit   den    ihnen  entsprechenden 
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Projektionen  dx,  dy  und  dz^  so  folgt  für  die  Summe  dieser 
Produkte 

Xdx-\-  Ydy-{-  Zdz  =  JS(cosxco8^  + co8>.cost//-|- eos^cos/)^« 

oder,  wenn  v  wieder  den  Neigungswinkel  von  B  gegen  ds  be- 
deutet, so  dafs 

cos  X  cos  (j)  +  C08  X  cos  t//  +  cos  (X  cos  /  =  cos  V     .    (7) 

wird,  auch 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  Rds  cos  r  ,     .     .     .     (8) 

d.  h.  aber,  da  auf  der  rechten  Seite  jetzt  die  durch  (4)  definierte 
Arbeit  der  Resultante  steht,  und  die  Gleichung  auch  nach  der 
Integration  gültig  bleibt: 

DieSumme  der  Arbeiten  der  Komponenten  einer 
Kraft  ist  bei  beliebiger  Bewegung  einer  Masse  gl  eich 
der  Arbeit  dieser  Kraft  selbst. 

um  nun  schliefslich  noch  die  Änderungen  der  Greschwindig- 
keit  V  bezw.  ihrer  Komponenten  Vz  Vy  Vz  zu  berücksichtigen, 
greifen  wir  auf  die  Definitionsformeln  für  die  Kjaftkomponenten 

dvx        ^^  dvy  dvz 

zurück,  multiplizieren  sie  beidseitig  mit  dx,  dy^  dz  und  erhalten 
durch  Addition 

Xdx+Ydy  +  Zdz=^m(dx^-ll  +  dy^-^  +  dz^-^], 

oder  wegen 

dx  dy  dz 

Ji  =  ""''     Ji  ^  ""y^     dt  "^  ""'' 

Vx^  +  ^y^   +   ^2^     =     ^^J 

Xdx  4-  Ydy  -\-  Zdz  =  mvdv,  ....     (10) 
wofür  wir  auch  wegen  (8)  schreiben  dürfen 

dL  =  Rds  cos  y  =  mvdv (11) 

oder  nach  Ausführung  der  Integration 

m 

L  =  -(v^^vo'') (IIa) 

d.  h.  also:  die  Gesamtarbeit  der  äufseren  Kräfte  ist 
zur  Erhöhung  der  kinetischen  Energie  verwendet 
worden. 
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Bei  der  Ableitung  dieses  wichtigen  Satzes,  der  ersichtlich 
eine  Verallgemeinerung  der  für  ein  geradliniges  Fortschreiten 
gültigen  Gl.  (2)  in  sich  schliefst,  haben  wir  eine  freie  Bewegung 
der  Masse  m  vorausgesetzt.  Würde  dieselbe  —  als  materieller 
Punkt  gedacht  —  dagegen  gezwungen  sein,  auf  einer  Kurve 
oder  Fläche  zu  bleiben,  so  hätten  wir  in  (5)  noch  die  Kompo- 
nenten des  Bahndruckes  Q  zu  berücksichtigen  und,  wenn  dessen 
Winkel  mit  den  Achsen  (jp'  t//'  /  sind 

X  =  B  cos  X  -\-  Q  cos  (f\     Y  =  B  cos  ^  -{-  Q  cos  i//', 

Z  =  B  cos  ft  -\-  Q  cos  /' 

zu  schreiben.  Bilden  wir  wieder  die  Arbeitselemente  durch 
Multiplikation  mit  dx,  dy,  dz  und  addieren,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (7) 

Xdx  -{-  Ydy  -\-  Z  dz  =  Bds  cos  v 

-\'  Qds  (cos  q)  cos  (]p'  +  cos  i//  cos  i//'  +  cos  /  cos  /')• 

Da  nun  aber  die  Richtung  des  Bahndruckes  Q  senkrecht  zu 
ds  steht,  so  verschwindet  der  letzte  Klammerausdruck,  und  es 
bleibt  wieder  die  Gl.  (8)  übrig.  Es  heilst  dies  nichts  anderes, 
als  dafs  die  Bahndrücke  bei  gezwungener  Bewegung 
keine  Arbeit  leisten,  mithin  bei  Aufstellung  der 
Energiegleichung  (IIa)  nicht  in  Rechnung  gestellt 
zu  werden  brauchen,  so  dafs  dieser  Ansatz  auch  für  ge- 
zwungene Bewegungen  uneingeschränkt  gültig  bleibt. 

Die  Berechnung  der  Arbeit  einer  auf  den  bewegten  Massen- 
punkt m  wirkenden  Kraft  aus  Gl.  (8)  ist  nun  immer  möglich, 
wenn  sowohl  die  Komponenten  derselben,  wie  auch  die  Koordi- 
naten des  Massenpunktes  als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sind. 
Die  Integration  von  (8)  gelingt  auch  dann  noch,  wenn  die 
Kraftkomponenten  als  Funktionen  der  Koordinaten  und  aufser- 
dem  die  Bahn  des  Massenpunktes  bekannt  sind.  Die  letztere  - 
läfst  sich  nämlich,  wie  in  der  Bewegungslehre  bemerkt  wurde, 
als  Schnitt  zweier  Oberflächen 

.     /i  (^,  y^z)  =  0     und    /2  {x,  y,z)  =  0 

darstellen,  so  dafs  man  immer  in  der  Lage  ist,  zwei  Koordinaten 
durch  die  dritte  auszudrücken.  Setzt  man  dann  diese  Werte  in 
die  Formeln  für  X,  F,  Z  ein  und  eliminiert  ebenso  zwei  der 
Differentiale    dx,  dy,   dZy   so    bleibt    auf   der   linken   Seite    eine 
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Funktion  von  nur  einer  der  Koordinaten,  multipliziert  mit  deren 
Slement,  d.  h.  also  ein  vollständiges  Differential  übrig. 

Ist  die  Bahn  von  m  dagegen  nicht  von  vornherein  bekannt» 
so  wird  der  Ausdruck 

Xdx+  Ydy^Zdz  =  dL 

nur  dann  zu  einem  vollständigen  DiSerential,  d.  h.  integrabel, 
^wenn  die  Komponenten  selbst  partielle  Differentialquotienten 
einer  gemeinsamen  Funktion  F  (x,  y,  z)  der  Koordinaten  sind, 
d.  h.  wenn 

^  =  b^'^=b^'^="57v--     (12) 

Dies  wiederum  trifft  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung 
nur  dann  zu,  wenn 


=  0 


—  .      =  0 


0 


by 

bx 

bY 

bZ 

bz 

öy 

bZ 

bx 

bX 
bz 

(12a) 


:':) <"' 


wird.  Die  Arbeit  selbst  ergibt  sich  somit,  wenn  Xq,  yo,  Zq  die 
Anfangslage  und  Xi  yx  z^  die  Endlage  bezeichnen,  zu 

L  =  F  {xxyxz{)^F  [xq  yo  Zq)     .     .     .     .     (13) 

ist  also  bis  auf  eine  Konstante  mit  der  von  uns  eingeführten 
sog.  Kräftefunktion  F  (x.y^z)  identisch.  Bezeichnen  wir 
den  Wert  dieser  Funktion  für  Xq  yo  Zq  mit  J^o  ^^^  ^^  ^i  !/i  ^i 
mit  Fl,  so  stellen  die  Gleichungen 

F  {x,  y,  z)  =  Fo 
F  {x,  y,  z) 

zwei  Flächen  dar,  welche  nach  (13)  dadurch  gekennzeichnet 
sind,  dafs  die  Massem  beim  Übergange  von  einer  zur 
anderen  unabhängig  von  dem  Wege  immer  den- 
selben Arbeitsaufwand  erfordert  bezw.  Arbeits- 
gewinn ergibt.  Derartige  Flächen  nennen  wir  allgemein 
Niveauflächen.     Auf  denselben  ist  natürlich 

bF  ^      ,    hF  ^      ,    hF  ^ 

V-   dx  +  ^—  dy  +  ^—  dz  =  0 

ox  ^    oy      ^    ^    oz 

oder  wegen  (12) 

Xdx-\-  Ydy-\-Zdz  =  0, 
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d.  h.  die  Bewegung  auf  einer  Niveau  fläche  erfordert 
keine  Arbeit.  Dies  aber  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die 
Resultante  der  drei  Komponenten  X,  Y,  Z  auf  der 
Niveaufläche  überall  senkrecht  steht.  Weiter  erkennt 
man,  dafs  sich  zwei  Niveauflächen  mit  verschiedenen 
Konstanten  jPq  bezw.  F^  (die  man  wohl  auch  als  ihre  Para- 
meter bezeichnet)  weder  schneiden  noch  berühren 
können,  da  alsdann  zum  Übergang  von  einer  zur  anderen  im 
Widerspruche  mit  dem  obigen  Satze  bezw.  Gl.  (13)  durch  die 
Schnittkurve  bezw.  den  Berührungspunkt  keine  Arbeit  erforder- 
lich wäre. 

Man  kann  sich  somit  nach  dem  Vorgange  Faradays  den 
ganzen  von  der  Kraft  E  beherrschten  Raum,  der  dann  als 
Kraftfeld  bezeichnet  wird,  von  lauter  Niveauflächen  und  senk- 
recht zu  ihnen  verlaufenden  Richtungslinien  der  Kraft,  den  sog. 
Kraftlinien  durchsetzt  denken,  eine  Vorstellung,  welche  sich 
besonders  für  die  moderne  Entwicklung  der  Elektrizitätstheorie 
überaus  fruchtbar  erwiesen  hat.  Infolge  der  Unabhängigkeit  der 
Arbeit  von  der  Bahn  kann  man  den  bewegten  Körper  auch  auf 
einer  Kraftlinie  von  einer  Niveaufläche  F^  zur  anderen  J^i  über- 
treten lassen  und  ihn  schlielslich  auf  dieser  ohne  weitere  Arbeits- 
leistung bis  zu  dem  wirklichen  Endpunkte  verschieben.  Ist 
demnach  dn  das  Bogenelement  dieser  Kraftlinie,  so  ergibt  sich 
für  die  Arbeit 

L  =  F^  —  F^  =  lüdn (15) 

und  damit  für  die  Kraft 

^        dL         dF  ,  _ 

B  =  -y-  =  -j- (15a) 

dn         dn  ^      ^ 

Diese  Differentialquotienten  der  Kräftefunktion  nach  der 
Normalen  der  Niveaufläche,  welcher  direkt  ein  Mals  für  die 
Grölse  der  Kraft  an  jeder  Stelle  bildet,  bezeichnet  man  nun  als 
das  Gefälle  der  Kräftefunktion.  Sind  demnach  die  Niveau- 
flächen derart  eingetragen,  dafs  für  je  zwei  aufeinanderfolgende 
die  Differenzen  der  Parameter  Fi  —  Fq  =  L  denselben  Wert  be- 
sitzen, so  erkennt  man  schon  aus  ihrem  Abstände  die  Gröfee 
der  Kraftwirkung. 

Führen  wir  schlielslich  noch  die  potentielle  Energie 
mit  dem  Buchstaben  V  ein  und  beachten,  dafs  auf  ihre  Kosten 
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die  Arbeitsleistung  der  Masse  m  vor  sich  ging,  so  stimmt  die- 
selbe bis  auf  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  mit  F  überein 
und  wir  erhalten  aus  (Ha)  als  Verallgemeinerung  von  (3)  die 
einfache  Gleichung 

d.  h.  beim  Vorhandensein  einer  Kräftefunktion  ist 
die  Summe  der  potentiellen  und  kinetischen  Ener- 
gie einer  im  Kraftfelde  bewegten  Masse  konstant. 

Besonders  einfach  gestalten  sich  diese  Verhältnisse  für  Kräfte, 
welche  von  einem  Zentrum  ausgehend  anziehend  oder  abstofsend 
derart  wirken,  daTs  ihre  Gröfse  nur  von  der  Entfernung  vom 
Zentrum,  dem  Radius -Vektor,  abhängt.  Die  Existenz  einer 
Kräftefunktion  für  diesen  Fall  haben  wir  schon  früher  in  §  11 
erkannt,  wir  nannten  sie  dort,  da  der  Begriff  der  Kraft  noch 
nicht  eingeführt  war,  Beschleunigungsfunktion.  Ihre  Niveau- 
flächen sind  naturgemäfs  konzentrische  Kugeln  um  das  Kraft- 
zentrum, die  Kraftlinien  gerade  von  diesem  Zentrum  ausgehende 
Strahlen.  Dieser  Fall  ist  auch  der  einzige,  in  dem  eine  sich 
selbst  überlassene,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in  das  Kraftfeld 
gebrachte  Masse  den  Kraftlinien  bei  ihrer  Bewegung  folgt,  während 
bei  gekrümmten  Kraftlinien  dies  nur  für  den  ersten  Augenblick 
zutrifft.  Dies  ist  besonders  wichtig  für  die  Mechanik  irdischer 
Körper,  da  alle  Bewegungen  derselben  sich  im  Kraftfelde  der 
Erdanziehung  mit  dem  Erdmittelpunkte  als  Kraftzentrum  ab- 
spielen. Wir  haben  schon  früher  aus  den  Gesetzen  der  Pla- 
netenbewegung abgeleitet,  dafs  die  Erdbeschleunigung  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  umgekehrt  proportio- 
nal und  nach  demselben  gerichtet  ist.  Die  Anziehungskraft  auf 
eine  Masse  m  ergibt  sich  mithin  zu 

■^             ,  w  ,    ^ 

B  =  -^k-^^ (16) 

und  daraus  die  Arbeit  bei  der  Bewegung  zwischen  den  Ab- 
ständen vq  und  r  zu 

L  =  -\^dr  =   kml---]      .     .     .     (17) 

Danach  ist  der  Ausdruck  für  die  Kräftefunktion,  welche 
für  diesen  Fall  meist  als  Potential  bezeichnet  wird, 
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F  =  —V 


km 


r 


(18) 


Setzt  man  in  (17)  r  =  od,  so  ergibt  sich  für  die  Arbeit,   welche 

nötig  ist,  um  die  Masse  m  vom  Abstände  vq  in  die  Unendlichkeit 

zu  schleudern,  die  Arbeit 

km 
Lo  =  -—       (17a) 

Bedeutet  vq  den  Erdradius,  so  ist  die  Anziehungskraft  an  der 
Erdoberfläche  selbst 

—  mg  =  —  k 

woraus  sich  der  Faktor 

k  =  gro^ (19) 

ergibt.    Damit  aber  dürfen  wir  statt  (17a)  auch  schreiben 

Lq  =  —  gr^m (17b) 

Diese  Arbeit  wird  in  kinetische  Energie  verwandelt,  wenn  die 
ursprünglich  ruhende  Masse  m  aus  dem  Unendlichen  auf  die 
Erdoberfläche  gelangt.  Alsdann  berechnet  sich  wegen  v  =  0 
die  Aufschlaggeschwindigkeit  vq  aus 


ro' 


mvo' 


mit  (17  b)  zu 


=  0 


^0  =  f^J^Q. 

Setzt  man  in  dieser 
Gleichung  g  =  9,81  m  und 
r     ro  =  6  370000  m  ein,   so 
erhalten  wir 
Vq  =  11190  m/sek. 
Das  Kraftfeld  der  Erdanziehung  läfst  sich 
übrigens   in  einem   Hauptschnitte   sehr   leicht 
darstellen,    da  die  Werte  von  F  bezw.  V  dem 
Radius- Vektor  umgekehrt  proportional  sind  und 
Fig.  118.  folglich     als     Ordinaten     einer     gleichseitigen 

Hyperbel  für  die  Abszissen  r  entnommen 
werden  können  (siehe  Fig.  118).  Wir  erhalten  auf  diese  Weise 
die  in  unteren  Quadranten  eingetragenen  Kreise,  denen  gleiche 
Potentialdifferenzen  entsprechen. 


r 


Kapitel  V. 

Mechanik  ebener  Systeme. 


§  34«    Kräfte  mit  yerschiedenen  Angriffspunkten  in  der 

Ebene. 

Die  Wirkung  der  Schwerkraft  am  ebenen  Pendel.  Statisches  Moment 
and  Hebelarm  der  Kxaft;  das  Hebelgesetz.  Ermittlung  der  Resultante 
von   Kräften   mit  yerschiedenen   Angriffspunkten.     Kräftepaare    und 

ihre  Zusammensetzung. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  eingehend  die  Wirkung  von 
Kräften  untersucht,  welche  an  einem  Punkte  angreifen  und 
dort  sich  zu  einer  Resultante  zusammensetzen  lassen.  Diese 
Einschränkung  zwang  uns  zu  der  teils  stillschweigend  gemachten, 
teils  auch  ausdiücklich  hervorgehobenen  Annahme,  dafs  die  der 
Kraftwirkung  unterworfene  Masse  in  diesem  Angriffspunkte  kon- 
zentriert zu  denken  sei,  wodurch  wir  zu  dem  abstrakten  Begriffe 
eines  materiellen  Punktes  gelangten.  Um  nun  unsere  Be- 
trachtungen auf  körperliche  Gebilde  auszudehnen,  müssen  wir 
zunächst  die  Wirkungsweise  von  Kräften  untersuchen,  welche 
nicht  sämtlich  denselben  Angriffspunkt  besitzen.  Hängen  die 
verschiedenen  Angriffspunkte  in  keiner  Weise  zusammen,  so 
bietet  die  Anwendung  unserer  früheren  Sätze  auf  jeden  der- 
selben nichts  Neues,  so  dafs  wir  diesen  Fall  nicht  wieder  ins 
Auge  zu  fassen  brauchen.  Ist  dagegen  ein  Zusammenhang  vor- 
handen, so  wird  die  eventuelle  Bewegung  eines  der  Punkte  auf 
diejenige  der  anderen  eine  Wirkung  ausüben,  welche  verschieden 
ausfällt,  je  nachdem  die  Angriffspunkte  unter  sich  verschieb- 
bar oder  starr   verbunden  sind.     Wir  sprechen  deshalb  im 
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ersten  Falle  von  einem  beweglichen  oder  losen,  im  zweiten 
von  einem  starren  System  von  Angriffspunkten. 

Der  Einfachheit  halber   wollen  wir  zunächst  ein  starres, 
ebenes  Gebilde  betrachten  und  wählen  hiefür,  um  an  schon 

Bekanntes  anzuknüpfen,  das  in  einer 
Vertikalebene  unter  dem  Einflüsse  der 
Schwerkraft  bewegliche ,  reibungslose 
Pendel  OÄ  (Fig.  119).  Die  am  Ende  A 
desselben  befindliche,  immer  noch  punkt- 
förmig gedachte  Masse  habe  das  Gewicht 
Gy  welches  wir  uns  in  zwei  Komponen- 
ten P  und  Q  senkrecht  und  in  der 
Richtung  von  OÄ  zerlegen  können.  Da 
die  Gerade  OA  starr  ist,  so  kann  man  die 
gleichgerichtete  Kraft  Q  längs  derselben 
bis  zum  Drehpunkt  0  verschieben,  wo 
sie  von  der  Befestigung  aufgenommen 
wird  und  —  da  keine  Reibung  vor- 
handen —  wirkungslos  bleibt.  Wir 
könnten  uns  demnach  auch  die  Komponente  P  allein  als  treibende 
Kraft  vorstellen.  Zwischen  ihr  und  dem  Gewichte  G  besteht 
nun,  wenn  r  den  Ausschlagswinkel  des  Pendels  und  x  den 
linearen  Abstand  des  Pendelendes  Ä  von  der  Vertikalen  be- 
deutet, die  einfache  Beziehung 


Fig.  119. 


G  sim  =  G 


X 

r 


für  die  wir  auch  schreiben  dürfen        , 

Pl=G'X (1) 

Die  Wirkung  der  beiden  Kräfte  P  und  G  ist  also  in  unserem 
System  dieselbe,  wenn  ihre  Produkte  mit  den  Loten  vom  Dreh- 
punkte auf  ihre  Richtungslinien  übereinstimmen.  Diese  Produkte 
bezeichnen  wir  als  die  (statischen)  Momente  der  Kräfte, 
die  Lote  selbst  als  ihre  Hebelarme.  Allerdings  greift  in  diesem 
Beispiel  die  Ersatzkraft  P  an  demselben  Punkte  Ä  an  wie  G; 
man  erkennt  aber,  dals  an  der  Gl.  (1)  gar  nichts  geändert  wird, 
wenn  wir  P  durch  eine  etwa  im  Punkte  B  wieder  senkrecht  zu 
OA  angreifende  Kraft  P'  ersetzen,  wenn  nur  wieder  ihr  Produkt 
mit  dem  Lote  OB  =  l'  gleich  dem  statischen  Momente  von  G 
ist,  wenn  also 
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p^l'  =  p,l=G'X (2) 

bleibt.  Dieser  Schlafe  läfet  sich  auch  leicht  experimentell  be- 
stätigen, wenn  man  z.  B.  erst  in  Ä  und  dann  in  B  eine  Feder- 
wage befestigt,  deren  Ausdehnung  für  denselben  Pendelausschlag 
ein  MaTs  für  die  Kräfte  bildet.  Der  Satz  von  der  Gleich- 
wertigkeit von  Kräften  mit  demselben  statischen 
Moment  in  Bezug  auf  einen  festen  Drehpunkt  —  ge- 
wöhnlich das  Hebelgesetz  genannt  —  ermöglicht  uns  nun- 
mehr die  Zusammenfassung  von  Kjräften  mit  verschiedenen  An- 
griffspunkten und  damit  den  Übergang  von  der  bisher  allein 
behandelten  Mechanik  des  materiellen  Punktes  zu  derjenigen 
von  Körpern  mit  endlicher  Ausdehnung.. 

Um  dieses  Problem  zunächst  für  die  Ebene  zu  lösen,  be- 
trachten wir  in  Fig.  120  eine  am  Punkte  A  mit  den  Koordinaten 
X  und  y  angreifende  Kraft  P,  deren 
Richtungslinie  mit  der  Abszissenachse 
den  Winkel  a  bilden  möge.  Dann  ist 
das  vom  Anfang  0  auf  diese  Linie 
gefällte  Lot  Z,  d.  h.  der  Hebelarm  der 
Kraft  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt 
gegeben  durch 

l  =  y  cos  «  —  X  sin  a. 

Durch  Multiplikation  mit  P  ergibt 
sich    hieraus    unter   Einführung    der 
Komponenten  P  cos  a  =  X  und  P  sin  a  =  Y  für  das  Moment 
der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Anfang  der  Ausdruck 

Pl'^yX  —  xY (3) 

Bei  einer  Reihe  von  Kräften  Pj  P2 . .  P«  mit  verschiedenen 
Angriffspunkten  in  der  Ebene  Xi  y-i,  x^  2/2  ••  •  ^n  yn  können  wir 
die  Resultante  graphisch  leicht  durch  Verschiebung  [je  zweier 
Kräfte  in  ihrer  eigenen  RichtungsHnie  bis  zum  Schnitte  und 
darauffolgende  Vereinigung  nach  dem  Parallelogrammsatze  nach 
Grölse  und  Richtung  bestimmen.  Analytisch  gelangt  man  hierzu 
durch  Aufstellung  der  Gleichungen  für  die  Richtungslinien 

(2/  —  y\)  cos  cei  =  (;r  —  ^1)  sin  «i 
{y  —  ^2)  cos  «2  =  (.r  —  x^  sin  ce2 


Flg.  120. 


(y  —  Vn)  COS  «n  =  (^  —  Xj^  sin  «n 
Lorenz,  Techn.  Mechanik. 
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oder 

y  cos  «1  —  X  sin  «i  =  yi  cos  «j  —  x^  sin  «i 

^  cos  «2  —  iP  sin  «2  ^=  Vi  cos  «2  —  Xi  sin  02 

*  ■  • 

"  •  • 

y  cos  ttn  —  X  cos  a«   =  yn  cos  a«  —  a;«  cos  «n 

Multipliziert  man  jede  derselben  mit  der  ihr  zugehörigen  Kraft 
und  beachtet  wieder,  dafs  z.  B.  Pi  cos  a^  =  -Xi,  Pi  sin  «1  ^  Yi 
ü.  s.  w.,  die  Komponenten  von  Pi  darstellen,  so  ergibt  sich  nach 
Addition  sämtlicher  Gleichungen 

y^X  —  x^Y^^{yX  —  xY)      ....     (4) 

Bedeuten  nun  die  Summen 

2"X=  X  und  2T=  r (5) 

wie  früher  bei  gemeinsamem  Angriffspunkt  die  Komponenten 
der  Resultante  H  aller  Einzelkräfte,  so  daTs  wir  unter  Einführung 
des  Lotes  Ir  von  0  auf  dieselbe  auch  statt  (4)  mit  Rücksicht  auf 
(3)  schreiben  dürfen 

Blr  =  ^{:yX—xY)  =  ^'Bl.     ....    (4a) 

d.  h.  die  Summe  der  Momente  von  Einzelkräften  mit 
verschiedenen  Angriffspunkten  ist  gleich  dem  Mo- 
mente der  Resultante  dieser  Kräfte,  wobei  die  letz- 
tere in  ihrer  Gröfse  und  Richtung  genau  so  zu  be- 
stimmen ist  wie  bei  Kräften  mit  gemeinsamem  An- 
griffspunkt. 

Schreibt  man  die  Gl.  (4)  in  der  Form 

yX^xY=-mr (4b) 

so  erkennt  man,  dafs  sie  für  x  und  y  bei  gegebenem  Mo^pente 
jRZr  und  bekannten  Komponenten  X  und  Y  der  Resultante  eine 
Gerade  darstellt.  Diese  Gerade  ist  aber,  wie  der  Vergleich  mit 
der  für  eine  beliebige  Einzelkraft  gültigen  Formel  (3)  zeigt, 
nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  Richtungslinie  der 
Resultante,  welche  somit,  ohne  dafs  ihr  Angriffs- 
punkt angegeben  werden  kann,  in  ihrer  Lage  durch 
die  Momentengleichung  (4)  bestimmt  ist.  Verschwindet 
das  Moment  der  Resultante,  so  geht  dieselbe  wegen 

f=i •■(«' 
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durch  den  Anfangspunkt,  besitzt  also  keinen  Hebelarm.  Ver- 
schwinden dagegen  beide  Komponenten  der  Resultante,  so 
braucht  nicht  auch  das  Moment  E^  zu  verschwinden,  da  dieses 
Produkt  f  ür  jR  =  0  einen  endlichen  Wert  bei  unendlich  grolsem 
Hebelarm  Ir  behalten  kann.  Dieser  scheinbar  gesuchte  Fall  ist 
nun  von  grölster  praktischer  Wichtigkeit.  Man  kann  sich  näm- 
lich in  demselben  das  ganze  System  von  Kräften  in  zwei  Gruppen 
mit  entgegengesetzt  gleichen,  aber  nicht  in  eine  Rich- 
tungsUnie  fallenden  Resultanten  B'  und  JR"  zerlegt  denken 

tt' R' 


Fig.  121 


(Fig.  121),  welche  nach  Poin  so  ts  Ausdrucksweise  ein  Kräfte - 
paar  bilden.  Alsdann  ist  i^'  +  JR"  =  0,  und  es  werden  auch 
die  Komponenten 

so  dafe  eine  Gesamtresultante  in  der  Tat  nicht  existiert.  Da- 
gegen behält  das  resultierende  Moment  der  beiden  Resultanten 
nach  (4a) 

immer  noch  einen  endlichen  Wert,  da  es  das  Produkt  einer 
derselben  mit  ihrem  Abstand  von  der  anderen  dar- 
stellt. Dieses  endliche  Produkt  heilst  darum  auch  das  Moment 
des  Kräftepaares.  Für  die  Grölse  desselben  ist  die  Lage  der 
Angrifepunkte  der  beiden  Kräfte  B'  und  -B''  wegen  ihrer  Ver- 
schiebbarkeit in  sich  selbst  ganz  gleichgültig.  Legt  man  in  Fig.  122 
durch  ein  Kräftepaar  eine  Gerade  und  läTst  an  den  Schnitt- 
punkten A'  und  J."  derselben  mit  JR'  und  JR"  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  P'  und  P"  angreifen,  so  kann  man  die- 
selben mit  den  beiden  Kräften  iJ'  und  jB"  in  zwei  neue  Resul- 
tanten Q'  und  Q"  vereinigen,  welche  wiederum  ein  Kräftepaar 
bilden.    Wenn  nun  a  den  Winkel   der  Kräfte  -B,  ß  denjenigen 

17* 
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der  Q  mit  Ä' Ä'^   bezeichnet,   so   ist   in   dem   Dreieck   Ä' Q' R 

bezw.  Ä"  Q"  R" 

Q'  sin  ß  =  B'  sin  « 


oder,  da 


A'A"=     ^  ^' 


so  ist  auch 


sin  a       mi  ß^ 

Q'lq  =  R'lr  y 

so  dals  das  neue  Kräftepaar  dasselbe  Moment  wie  das  ursprüng- 
liche besitzt.  Daraus  folgt  aber,  dals  man  Kräftepaare, 
ohne  ihre  Momente  zu  verändern,  beliebig  in  ihrer 
Ebene  verschieben  und  verdrehen  kann.  Dieser  Satz 
ist  schon  darum  einleuchtend,  weil  man  in  dem  System  von 
Kräften,  aus  dem  das  Kräftepaar  hervorging,  auf  sehr  ver- 
schiedene Weise  zwei  Gruppen  mit  entgegengesetzt  gleichen  Re- 
sultanten bilden  kann.  Sind  mehrere  Kräftepaare  in  der  Ebene 
vorhanden,  so  braucht  man  blols  von  einem  Punkte,  z.  B.  dem 
Ursprung  des  Koordinatensystems  aus  Lote  auf  dieselben  zu 
fällen,  um  zu  erkennen,  dals  ihre  Momente  sich  einfach 
algebraisch  addieren. 

Um  eine  Kraft  oder  die  Resultante  R  eines  Systems  von 
Einzelkräften  parallel  zu  sich  selbst  nach  einem  anderen  Angriffs- 
punkt, also  in  Fig.  123,  etwa  von  Ä  nach  B,  zu  verschieben, 
f('  3  könnten  wir  auch,  ohne  sonstige  Än- 

"■  '^  ^*    derungen,   in  B  zwei   entgegengesetzt 

2  gleiche  Kräfte  R'  ^=R  anbringen.  Eine 

derselben   bildet   aber   mit    der   in  A 


Fig.  123.  angreifenden  ein  Kräftepaar  mit  dem 

Lote  l  von  B  auf  jB  als  Hebelarm. 
Ein  Kräftepaar  kann  man  sich  demnach  durch  Pa- 
rallelverschiebung einer  Einzelkraft  erzeugt  denken, 

Ist  umgekehrt  eine  Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar  vor- 
handen, so  kann  man  durch  Verschiebung  der  ersteren  ein 
neues  Ej-äftepaar  mit  entgegengesetzt  gleichem  Moment  zu  den 
vorhandenen  erzeugen.  Da  sich  alsdann  die  Momente  der  beiden 
Paare  aufheben,  so  haben  wir  den  Satz,  dals  ein  Kräfte - 
paar  sich  mit  einer  Einzelkraft  immer  zu  einer  Re" 
sultante,  welche  der  Einzelkraft  gleich  und  parallel 
gerichtet  ist,  vereinigen  läfst. 
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Die  Bewegungsgleichungen  zweier  starr  verbundener  materieller  Punkte. 
Hilfskräfte  oder  innere  Kräfte.  Verallgemeinerung  auf  beliebige  ebene 
Systeme.  Lineare  und  Flächenbelegung.  Das  D'Alembertsche  Prinzip 
der  verlorenen  Kräfte.  Der  Flächensatz  und  das  Moment  der  Be- 
wegungsgröfse.  Mittelpunkt  der  Kräfte  und  Schwerpunkt.  Das  Träg- 
heitsmoment. Gleichgewichtsbedingungen.  Die  Arbeit  der  äuTseren 
und  inneren  Kräfte  (Formänderungsarbeit).  Die  kinetische  Energie 
der  fortschreitenden  Bewegung  und  der  Rotation.  Beispiel  der  herab- 
rollenden Walze.  Das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen.  Die 
potentielle  Energie  im  stabilen  und  labilen  Gleichgewicht. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Bemerkungen  über  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  gehen 
wir  zur  Untersuchung  ihrer  Wirkung  an  einem  ebenen 
System  über.  Wir  wählen  als  einfaches  Beispiel  zwei  in  einer 
Ebene  bewegliche  Massenpunkte  mi  und  W2  mit  den  augen- 
blicklichen Koordinaten  xi  y^  bezw.  x^  y^^  welche  durch  eine  an 
sich  masselose  Stange 
starr  miteinander  verbun- 
den sein  mögen  (Fig.  124), 
während  an  ihnen  die 
Kräfte  Pi  bezw.  P2  mit 
den  Komponenten  X^  Z2, 
Fl  Y2  angreifen.  Die  starre 
Verbindung  der  Punkte 
hat  nun  zur  Folge,  dafs 
ihre  Bewegung  eine  gegen- 
seitig bedingte  ist,  die 
wir  genau   wie   bei   der 

Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche  oder  auf  einer 
Kurve  durch  Hinzufügung  von  Hilfskräften  Q  in  eine  freie  ver- 
wandeln können.  Diese  Hilfskräfte  Qi  und  Q2»  cÜ©  wir  im 
Gegensatze  zu  den  äulseren  Kräften  P  als  innere  bezeichnen, 
können  einerseits  nur  in  der  Richtung  der  Ver- 
bindungslinie mi  m2  liegen  und  müssen  anderer- 
seits infolge  des  Satzes  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung einander  entgegengesetzt  gleich  sein.  Als- 
dann haben  wir,  unter  ß  die  Neigung  der  Verbindungslinie  mit 
der  XAchse  verstanden,  die  Gleichungen 


Fig.  124. 
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^2  +  Ö2  COS  /?  =  »»2  -jt^  ,       Y2  +  Q2Binß  =  m2  -j^ 

Die  Addition  der  gleichgerichteten  Komponenten  ergibt  nunmehr 
mit  Qi  +  Q2  =  0 

^i  +  X2  =  i»i-^  +  m2-^2-    [ 

Bilden  wir  nunmehr  die  Momente  der  Kraftkomponenten 
(1),  indem  wir  dieselben  mit  ihren  Hebelarmen  in  Bezug  auf  0 
multiplizieren,  so  folgt  für  die  beiden  Angriffspunkte 

yiXi  —  x^Yi  +  Qi  (1/1  cos  ß  —  x^  sm  ß)  =  nii  Ui  -j^  —  x^  -^ 

I     d^xo  d^y^ 

y^X^  —  X2Y2  +  Q2  O2  cos  ß  —  X2  sm  ß)  =  m^  [y^  -jß  "^  ^2  "^ 

Addieren  wir  auch  diese  Gleichungen  und  beachten  Qi  =  —  Qi 
sowie 

(^2  —  ^1)  cos  ß  =  {X2  —  x^  mnßy 

so  fallen  die  Hilfskräfte  wieder  heraus  und  es  bleibt 

yiXi  —  XiYi  +  ^2^2  —  ^2^2  =  wii  1^1  -^  —  xi  ^^ 

I     d^X2  d2y  \ 

+  ^2(^2/2^,--^2-^-^2-j (3) 

Durch  die  Formeln  (2)  und  (3),  auf  deren  linken  Seiten 
lediglich  die  Summen  der  Komponenten  bezw.  der  Momente 
der  äufseren  Kräfte  P  stehen,  ist  die  Bewegung  des  untersuchten 
Systems  vollständig  bestimmt.  Hätten  wir  mehr  als  zwei  Massen- 
punkte, so  würden  wir  für  jeden  derselben  zwei  Gleichungen 
von  der  Form  (1)  anschreiben  können,  in  denen  nur  ebenso 
viel  innere  Kräfte  vorkommen,  als  Verbindungen  mit  anderen 
Punkten  bestehen.  Jeder  dieser  Kräfte  entspricht  indessen  eine 
entgegengesetzt  gleiche  an  einem  anderen  Punkte,  so  dals  die- 
selben bei  der  Bildung  der  Komponenten-  und  Momentensumme 
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wieder  herausfallen.  Wir  haben  demnach  ganz  allgemein  für 
ein  ebenes  starres  System  materieller  Punkte  die  drei  Gleichungen 

JZ  =  Jm^2,         jy=v^^|,    ...    (4) 

(d'^x  d'^v\ 

y-dr^-^-m^  ...  (5) 

in  denen  keine  auf  die  Verbindung  der  einzelnen  Massenpunkte 
bezügUchen  Gröfsen  mehr  auftreten.  Sie  behalten  daher,  da 
aUe  derartigen  Verbindungen  entsprechenden  inneren  Kräfte  (zu 
denen  u.  a.  auch  die  Anziehung  getrennter  Massen  gehört)  paar- 
weise auftreten,  auch  ihre  Gültigkeit  für  den  Fall,  dafs  die 
Massenpunkte  unmittelbar  nebeneinander  liegen  bezw.  konti- 
nuierlich längs  einer  Linie  oder  auch  auf  der  Ebene  verteilt 
sind.  Alsdann  spricht  man  wohl  auch  von  einer  linearen 
bezw.  von  einer  Flächenbelegung.  SelbstverständHch  hat 
man  in  diesen  Fällen  statt  der  endlichen  Massen  deren  Differen- 
tiale einzuführen,  denen  dann  auch  Integrale  statt  der  Summen 
entsprechen.  Der  den  Gl.  (4)  und  (5),  auf  denen  infolge  ihrer 
allgemeinen  Gültigkeit  die  ganze  Dynamik  ebener  Systeme  sich 
aufbauen  lälst,  zu  Grunde  liegende  Gedanke  des  Verschwindens 
der  inneren  oder  verlorenen  Kräfte  heiM  wohl  auch  das 
Prinzip  von  D'Alembert. 

Um  die  Wirkung  des  auf  der  linken  Seite  von  (5)  stehenden 
resultierenden  Momentes  der  äulseren  Kräfte  leichter  zu  er- 
kennen, wollen  wir  die  rechte  Seite  umformen,  indem  wir  von 
der  Identität 

d'^x  ^  __  _^  /    ^  _      ^} 

^~dr^'~^~di^'~dt\^dt''^Ji 

Gebrauch  machen.  Führen  wir  dann  noch  die  Polarkoordinaten 
r  und  (f)  vom  Anfangspunkt  0  aus  durch 

X  =  r  cos  (p  y  y  =  r  sin  (f 

ein,  so  ergibt  sich  leicht 

if  dx  —  X  dy  =  —  r^dcf  , 

und  damit  wird  aus  (5) 

^{xY-yX)  =  :^m^Jr^jl'^     ....     (5a) 
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Nun  ist  aber  r'^d(f>  nichts  anderes  als  das  doppelte  Element  der 
vom  Fahrstrahl  r  bestrichenen  Fläche  F  (siehe  auch  §  11),  so 
daTs  wir  auch  schreiben  dürfen 

^{xY-^yX)  =  2^m^^ (5b) 

Unsere  Momentengleichung  hat  damit  dieselbe  Form  erhalten  wie 
die  GL  (4)  für  die  Kräfte,  nur  dafs  hier  statt  der  linearen  Be- 
schleunigungskomponenten jedes  einzelnen  Massenpunktes  die 
doppelten  Flächenbeschleunigungen  auf  der  rechten 
Seite  erscheinen.  Man  bezeichnet  darum  auch  die  Momenten- 
gleichung als  den  Flächensatz  der  Mechanik.  Die  Existenz 
einer  Flächenbeschleunigung  haben  wir  aber  schon  in  §  11  als 
gleichbedeutend  mit  einer  Drehbeschleunigung  kennen 
gelernt,  welche  somit  als  Wirkung  eines  Momentes  von 
Kräften,  bezw.  eines  Kräftepaares  erscheint. 

Eine  weitere  Umformung  der  Gl.  (5)  erhält  man  durch  Ein- 
führung der  wirklichen  Geschwindigkeit  v  jedes  Massenpunktes. 
Ist  «  deren  Neigung  gegen  die  a?-Achse,  so  hat  man 

dx  dy  . 

y  -j-T  —  X  jj  =^  {y  cos  a  —  a?  sm  a)  v. 

Hierin  ist  aber  der  Klammerausdruck  nichts  anderes  als  die 
Länge  des  Lotes  l  vom  Koordinatenanfang  0  auf  die  Bewe- 
gungsrichtung (siehe  z.  B.  Fig.  120),  so  dafs  wir  auch  statt  (5) 
schreiben  dürfen 

2(.rr— 2/Z)  =  -5'm-^ 

oder  auch 

2"  {xY  —  yX)  -^  ^^  :^mlv (5c) 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Summe  bezeichnet  man 
wohl  auch  analog  der  Bewegungsgrölse  mv  als  das  Moment 
der  Bewegungsgrölsen  des  Systems,  dessen  Ände- 
rung mit  derZeit  dem  Momente  der  äulseren  Kräfte 
gleich  zu  setzen  ist. 

Ganz  besonders  einfach  gestalten  sich  unsere  Formeln,  wenn 
wir  die  Resultante  so  lange  verschieben,  bis  sie  durch  einen 
ausgezeichneten  Punkt  des  Systems  hindurchgeht.  Hierzu  ge- 
langen wir  durch  folgende  Überlegung.    Vereinigen  wir  nämlich 
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sowohl  sämtliche  Komponenten  der  X-  wie  der  Y-Richtung  ge- 
trennt für  sich  zu  zwei  Kräften  ^X  und  2"  Y,  so  schneiden  sich 
deren  Richtungslinien  in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  a^o  yo 
nach  Gl.  (4)  des  vorigen  Paragraphen  durch 

2xY  2yX  .^^ 


Xq    


^Y 


2Z 


gegeben  sind.  Diesen  Punkt  nennen  wir  den  Mittelpunkt 
der  Kräfte,  er  Hegt,  wie  aus  Gl.  (4)  hervorgeht,  naturgemäfs 
auf  der  Richtungslinie  der  Resultanten.  Fassen  wir  nun  von 
vornherein  blols  parallele  Kräfte  ins  Auge,  z.  B.  die  Schwerkraft, 
so  ist  deren  Wirkung  auf  einen  Massenpunkt  unseres  Systems 
durch  das  Gewicht  iw^,  unter  g  die  als  konstant  zu  betrachtende 
Beschleunigung  der  Schwere  verstanden,  dargestellt.  Die  Rich- 
tung der  Schwerkraft  möge  weiter  um  den  Winkel  a  gegen  die 
Abszissenachse  des  gewählten  Koordinatensystems  geneigt  sein. 
Damit  folgt  für  die  einzelnen  Kraftkomponenten 

X  =  mg  cos  a  ,         Y  =  mg  sin  « 

und  wegen  der  allen  Massenpunkten  gemeinsamen  Faktoren 
^  cos  a  bezw.  ^  sin  a  für  den  Mittelpunkt  der  Schwerkraft, 
den  man  der  Kürze  halber  auch  als  Schwerpunkt  bezeichnet. 


^0  ^ 


2xm 
2m 


yo  = 


lym 
2  m 


(6a) 


Die  hierin  auftretenden  Produkt-   y 
summen  2xm  und  2ym  heifsen 
die     statischen     Momente 
des  Massensystems  in  Bezug 
auf  die  x-  und  y-Achse. 

Die  Verlegung  der  Resultante  ^ 
eines  Kräftesystems  nach  dem 
Schwerpunkte  geschieht  nun 
einfach  durch  Einführung  eines 
neuen  beweglichen  Koordinaten- 
systems 5?/,  dessen  Anfang  fl  mit    qI 1 — • X 

dem  Schwerpunkt  zusammenfällt  Yig.  125. 

(Fig.  125).     Wir  haben  alsdann, 

wenn   dieses   neue  System  dem  ursprünglichen  fest  gedachten 

stets  parallel  bewegt  wird, 


V. 
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X 


dt^ 


dt^ 
und  wegen  (6a) 

dn 


d^x^    dn 


df- 


^m 


Im 


dt^ 

d^x 
dt^ 


=  0; 


y  =  yo  +  n 

dt'^       dt^  "^ 


d^  tj 


d^f} 
dt^ 


(7) 


dp' 


Im 


Im 


Im 


dt'^='^ 
dV^        dt^ 


0   V 

Im 


(8) 


Damit  aber  gehen  die  Formeln  (4)  über  in 


IX  = 


d^Xo 


Im 


IY== 


d^yo 


Im 


(9) 


dt^  — ,  --        ^^2 

d.  h.  also,  der  Schwerpunkt  eines  ebenen  Systems  von 
Massenpunkten  bewegt  sich  so,  als  wenn  die  Gesamt- 
masse und  alle  Angriffspunkte  der  Kräfte  des  Systems 
in  ihm  vereinigt  wären.  Sind  insbesondere  keine  äulseren 
Kräfte  vorhanden,  bezw.  heben  sich  dieselben  vollständig  auf^ 
so  wird 


d^x^ 


'Im 


0 


d^yo 


Im 


0 


(9a) 


dt^ ,         ^^2 

oder,  da  Im  nicht  verschwinden  kann, 

Xq  =  a  -\-  Cit ,        yQ  ^  b  -{-  c^t    .     .     .     .     (9b) 

d.  h.  der  Schwerpunkt  eines  ebenen,  keinen  äulseren 
Kräften  unterworfenen  Systems  bewegt  sich  gleich- 
förmig und  geradlinig  fort.  Führt  man  die  Schwerpunkts- 
koordinaten Xq  Po,  sowie  die  Relativkoordinaten  S^  der  Massen- 
punkte auch  in  die  Momentengleichung  (5)  ein,  so  vereinfacht 
sich  dieselbe  wegen  der  Beziehungen  (8),  sowie  mit  Rücksicht 
auf  (9)  sofort  in 


I{,iX^'^Y)  =  Im 


dn    .,d^i 


dt^ 


dt^, 


(10) 


In  dieser  Formel  treten  im  Gegensatz  zu  (&)  nur  mehr  die  rela- 
tiven Koordinaten  auf,  während  die  absoluten,  bezw.  Schwer- 
punktskoordinaten verschwunden  sind.  Das  durch  unsere 
Verlegung  der  Resultante  nach  dem  Schwerpunkt  er- 
zeugte, bezw.  modifizierte  Kräftepaar,  dessen  Moment 
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durch  die  linke  Seite  von  (10)  gegeben  ist,  hat  mithin' 
lediglich  eine  Drehung  des  Systems  um  den  Schwer- 
punkt zur  Folge,  welche  unabhängig  von  der  durch  (9) 
gegebenen  Fortbewegung  verläuft. 

Nach  Einführung  von  Polarkoordinaten  q  und  cp  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt  dürfen  wir  analog  (5  a)  und  (5  b)  auch 
statt  (10)  schreiben 

^(iY-,X)  =  :Sm§-^{e-^=2Im^      .    (10a) 

worin  0  die   vom   Fahrstrahl  q  beschriebene  Iläche  bedeutet. 

Verschwindet  das  auf  der  Unken  Seite  stehende  Kräftepaar,  so- 

geht  nach  (4  c)  des  §  34  die  Resultante  durch  den  Schwerpunkt 

und  es  folgt 

:Sm0  =  Ä-\-Ct (10b) 

d.  h.  lassen  sich  die  auf  ein  ebenes  System  wirkenden 
Kräfte  zu  einer  Resultante  durch  den  Schwerpunkt 
vereinigen,  so  dals  kein  Kräftepaar  auftritt,  so  wächst  die 
Summe  der  von  den  Fahrstrahlen  der  einzelnen  Punkte 
beschriebenen,  mit  den  zugehörigen  Massen  multipli- 
zierten Flächen  proportional  mit  der  Zeit. 

Ist  das  System  von  Punkten  ein  starres  Gebilde,  so 
kommt,  wie  wir  in  der  Bewegungslehre  gesehen  haben,  jedem 
Elemente  oder  Massenpunkte  gleichzeitig  derselbe  Drehwinkel  7) 
zu,  während  andererseits  die  Abstände  q  vom  Schwerpunkte  unver- 
änderUch  sind.  Infolgedessen  dürfen  wir  in  Gl.  (10a)  die  Gröfse  q^ 
vor  den  Differentialquotienten  und  die  noch  übrig  bleibende 
Winkelbeschleunigung  vor  das  Summenzeichen  setzen,  wodurch 
die  Formel  in 

I(iY-r^X)  =  f^2m^ (10c> 

übergeht.  In  dieser  Gleichung  tritt  die  drehende  Wirkung  de& 
Kräftepaares  der  linken  Seite  besonders  deutlich  hervor.  Auch 
ist  sie  für  den  praktischen  Gebrauch  sehr  bequem,  sobald  es 
gelingt,  den  Summenausdruck  2m q^,  den  man  als  Trägheits- 
moment des  starren  Gebildes  bezeichnet,  zu  berechnen.  Ist  die 
Form  des  Gebildes  sowie  die  Massenverteilung  analjrtisch  ge- 
geben, so  bietet  diese  Ermittelung  eventuell  unter  Zuhilfenahme 
der   Integralrechnung   keine  Schwierigkeiten,   während   wir   für 
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nur  empirisch  bezw.  graphisch  vorgelegte  Formen  und  Massen- 
verteilungen noch  besondere  Methoden  kennen  lernen  werden. 

Die  Frage  nach  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
eines  ebenen  Systems  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften  mit  ver- 
.schiedenen  Angriffspunkten  läfst  sich  nunmehr  leicht  beant- 
worten. Gleichgewicht  besteht  offenbar  dann,  wenn  keiner  der 
Massenpunkte  des  Systems  einer  Beschleunigung  unterworfen 
ist.  Damit  verschwinden  in  den  GL  (4)  und  (5)  die  rechten 
.Seiten,  und  es  bleiben  als  Gleichgewichtsbedingungen 

2X  =  0,  2Y=0, (11) 

2(t^X^xY)  =  0 (12) 

Die  Gl.  (11)  sind  aber  identisch  mit  den  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  von  Kräften  mit  geraeinsamem  An- 
griffspunkt, für  den  wir  in  unserem  Falle  den  Schwerpunkt 
uns  denken  können.  Wir  dürfen  also  auch  hier  die  sämtlichen 
Kräfte  nach  der  Polygonregel  zusammensetzen  und  haben,  wenn 
•die  Figur  geschlossen  ist,  nur  noch  zu  untersuchen,  ob  auch 
•die  Momentensumme  (12)  verschwindet.  Dafs  die  inneren,  stets 
paarweise  auftretenden  Kräfte  untereinander  im  Gleichgewichte 
stehen,  geht  schon  daraus  hervor,  dafs  sie  in  den  Formeln  (4) 
und  (5)  nicht  mehr  auftreten.  Aulserdem  aber  erkennt  man 
aus  den  Gl.  (1),  dafs  im  Falle  des  Verschwindens  der  Be- 
schleunigungen die  äufseren  und  inneren  Kräfte  zu- 
sammen genommen  an  jedem  Systempunkte  sich  das 
Gleichgewicht  halten  müssen,  ein  Satz,  von  dem  wir  bei 
•der  Behandlung  deformierbarer  Körper  öfters  Gebrauch  machen 
werden. 

Die  Formeln  (1)  gestatten  uns  schliefslich,  noch  die  Arbeit 
^ei  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  zu  berechnen.  Multipli- 
zieren wir  nämlich  jede  X-  und  Y- Komponente  mit  dem  zu- 
rgehörigen  Wegelemente  dx  bezw.  dy,  und  addieren,  so  erhalten 
wir  für  den  Fall  zweier  Massenpunkte  mi  und  m2  im  momen- 
tanen Abstände  l 

+  Qi  (cos  (i  d  Xi -j- sin  fi  dpi)  \=  .^^^ 

-\-  <?2  (cos  (i  dx^  +  sin  fi  dy^)  \      +  "^  \"d^  ^^2  + 


§  35.    Die  Bewegungsgleichungen  eines  ebenen  Systems.     269^' 

Wegen  Q2  =  —  Qi  =  Q  können  wir  aber  die  beiden,  den  inneren 
Kräften  entsprechenden  Glieder  der  linken  Seite  zusammen- 
ziehen in 

—  Q  {  cos  ßd  (xi  —  0C2)  +  Binßd  (pi  —  2/2)  }• 

Hierin  vereinfacht  sich  der  Klammerausdruck  durch  Einführung 
des  Abstandes  l  der  beiden  Massen 

(Xi  -  X2)2  +  (yi  -  2/2)2  =  12 

bezw. 

(xi  —  X2)  d (xi  —  a^a)  +  (^1  —  2/2)  «^ (yi  —  2/2)  =  Idl 
mit 

X2  —  Xi=^l  cos  ß  f        ^2  —  yi  =  l%\n  ß 
in 

cos  ß  d(xi  —  X2)  -{-An  ß  d  {jßi  —  ^2)  =  —  ^  ^• 

Setzen   wir   dies   in  unsere  obige  Gleichung  ein   und    beachten 

ferner,  dafs 

d^x  d^y 

j^-  dx  -\-  j^dy  =  Vx  dvx  +  ^y  ^^y  =  ^^^ » 

so  geht  dieselbe  über  in 

Xxdxy^  4-  X2dx2  -\-  Yidyi  -\-  Y^dy^  -{-  Qdl  =^  m^Vidvi  -\-  W2t^2^^2- 

Sind  mehr  als  zwei  Massenpunkte  vorhanden,  so  lälst  sich  die 
vorstehende  Überlegung  auf  jede  vorhandene  Verbindung  l 
zwischen  zweien  derselben  anwenden  und  wir  erhalten  die 
Arbeitsgleichung  durch  Summierung  über  das  ganze  System 
in  der  Form 

2(Xdx-\-Ydy  +  qdl)  =  :^mvdv     .     .     .     (13)^ 

Hierin  bedeutet  Qdl  die  von  der  inneren  Kraft  Q  bei  der  Ver- 
änderung des  Abstandes  l  geleistete  Arbeit,  welche  wir,  da  die 
Veränderung  dl  einer  Formänderung  des  Systems  entspricht, 
als  Formänderungsarbeit  bezeichnen  und  damit  den  Satz 
aussprechen  können:  Die  bei  der  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  von  den  äulseren  Kräften  geleistete  Arbeit 
dient  einerseits  zur  Formänderung,  andererseits  zur 
Erhöhung  der  kinetischen  Energie  des  Systems.  Für 
starre  Gebilde  vereinfacht  sich  unter  Wegfall  der  Formänderungs- 
arbeit unsere  Gleichung  in 

^{XdX'\-  Ydy)  =  Imvdv (13a)- 

welche  mit  der  Arbeitsgleichung  eines  in  der  Ebene  bewegten. 
Systems  freier  materieller  Punkte  identisch  ist. 
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Die  kinetische  Energie  des  Systems,  deren  Element  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht,  lälst  sich  nun  sofort  in 
zwei  Teile  zerlegen.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir,  unter  (p  die 
Neigung  des  vom  Schwerpunkte  ausgehenden  Fahrstrahles  gegen 
•die  a?-Achse  verstanden,  von  den  beiden  Gleichungen 

X  =  xq  -\-  Q  cos  </) 

y  =  !/o  +  Q  sin  ff 
aus,  deren  Differentiation  nach  der  Zeit,  da  ^  hierbei  wegen  der 
.Starrheit  sich  nicht  ändert, 

dx         dxQ  d  ff 


dt  dt         ^  dt 


sm  (f} 


dy         dyQ  dif 

di^lTt   +^77"^«^^ 

oder  nach  Einführung  der  Geschwindigkeitskomponenten  Vx  Vy, 
^xo  %o  sowie  der  Winkelgeschwindigkeit  ot 

Vx  =  t;.ro  —  Q  cf  sin  ff 

Vy    =     VyQ   -\-  Q  ff)    COS    (f 

•ergibt.  Quadrieren  wir  beide  Formeln  und  addieren,  so  folgt, 
unter  v  bezw.  vq  die  Geschwindigkeiten  eines  beUebigen  und  des 
Schwerpunktes  verstanden, 

i;2    =   |;q2  .^  ^2  f,^2  _|_  2  to  (VyQ  Q  COS  q)  —  V^-q  ^  slu  ff). 

Hierin  ist  aber  (siehe  die  vorige  Figur  125) 

Q  COS  (f  =  '^    ,    Q  sin  (f  =  ?/, 
so  dafs  wir  für  die  kinetische  Energie  eines  Massenpunktes 
mv^        mv{p-    .    iwo2ff>2     ... 

schreiben  dürfen.  Summieren  wir  schlielslich  über  das  ganze 
System  von  Punkten,  so  wird,  da  §  und  tj  Relativkoordinaten 
in  einem  Achsenkreuz  durch  den  Schwerpunkt  sind,  nach  GL  (8) 

^m  §  =  0 ,    —  wi  1]  =  0, 

und  es  bleibt  für  die  kinetische  Energie 

^-^  =  f^m  +  —  2mQ^^      ....     (14) 

Wir  können  demnach  die  kinetische  Energie  eines 
starren   ebenen  Systems   stets   in   zwei  Teile   zerlegen, 


r 
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von  denen  der  erste  der  fortschreitenden  Bewegung 
der  im  Schwerpunkt  konzentrierten  Gesamtmasse,  der 
zweite  dagegen  der  Rotation  des  Systems  um  den 
Schwerpunkt  entspricht.  Mit  dieser  Zerlegung  dürfen  wir 
nun  auch  statt  (13a)  schreiben 

:S{Xdx  +  Ydy)  =  v^dv^^m  +  (odto^mg^  .     .  (13b) 

Diese  Gleichung  führt  besonders  dann  rasch  zu  einer  Über- 
sicht der  Bewegungserscheinungen,  Avenn  einerseits  sich  leicht 
das  vollständige  Integral  der  linken  Seite  angeben  läfst,  anderer- 
seits aber  der  Zusammenhang  zwischen  der  Rotation  und  der 
fortschreitenden  Bewegung  expHcite  gegeben  ist. 

Als  einfachstes  Beispiel  wollen  wir  das  Herabrollen  einer 
Walze  auf  einer  schiefen  Ebene  unter  dem  Einfluls  der 
Schwere  betrachten.  Der  Halbmesser  der  Walze  sei  a,  die  Masse 
sei  homogen  im  Volumen  derselben  verteilt.  Dann  erhalten  wir 
beim  Herabsinken  des  Schwerpunktes  um  die  Höhe  ä,  unter  Vq 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  v  die  Endgeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  verstanden,  denen  die  Winkelgeschwindigkeiten  (o 
und  (üQ  entsprechen  mögen,  aus  (13  b)  durch  Integration  die  ein- 
fache Beziehung 

ghim  =  — 2 —  ^^  +  2 ^^^ 

Ist  die  Ebene  vollkommen  rauh,  d.  h.  jedes  Gleiten  aus- 
geschlossen, so  mulis  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  Walze 
mit  der  fortschreitenden  ihres  Schwerpunktes  übereinstimmen, 
d.  h.  es  muls  sein 

toa  =  V  j       (oqu  =  VQy 

und  damit  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 


2gh  =  (v^-Vo^)[l   +    ^). 


welche  die  Endgeschwindigkeit  v  und  damit  auch  die  ent- 
sprechende Winkelgeschwindigkeit  aus  dem  Anfangswerte  bei 
bekanntem  Trägheitsmoment  und  bekannter  Gesamtmasse  zu  be- 
rechnen gestattet.  Man  erkennt,  dals  infolge  des  Hinzu- 
tretens  der  Rotationsenergie  die  lineare  Endge- 
schwindigkeit geringer  ausfällt  als  beim  freien  Falle 
eines  materiellen  Punktes. 
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Sind,   wie  z.  ß.  an  einem  Fahrzeug  die  Räder,   mehrere  ro- 
tierende Teile  vorhanden,    so   tritt  jedes  derselben  mit   seinem 
Trägheitsmoment    und    seiner    Winkelgeschwindigkeit    in    die 
Formel  (14)  ein,  während  an  dem  ersten  Gliede,  falls  nur  keine 
Relativbewegungen    der   Räder  gegeneinander   stattfinden,    sieb 
nichts  ändert.     Wir  haben  alsdann,  unter  2m  die  Gesamtmasse 
des  ganzen  Systems,    sowie  unter  mi  ^2  . .    die   den  einzelnen 
rotierenden   Teilen    entsprechenden   Massenelemente    mit   ihren 
Schwerpunktsabständen  ()i  (>2  •  •  •  und  Winkelgeschwindigkeiten 
0)1  W2  .  .  .  verstanden,  statt  (14) 


^mv^ 


=  ^  Jm  +  ^  :5mipi2  .+  ^  Im^Q,^  +  .  .  .       (14a) 


wozu  eventuell  noch  Gleichungen  über  den  Zusammenhang 
zwischen  den  Rotationen  und  der  fortschreitenden  Bewegung 
treten. 

Befindet  sich  das  ebene  System  im  Gleichgewichte,  so 
ist  eine  Vermehrung  der  kinetischen  Energie  ausgeschlossen  und 
wir  haben  statt  (13) 

^2{Xdx+Ydy-^Qdl)=0,      ....     (15) 

welche  sich  für  ein  starres  Gebilde  in 

2{Xdx+  Ydy)  =  0 (15a) 

vereinfacht.  Da  nun  im  Falle  des  Gleichgewichts  das  Gebilde 
ohnehin  keine  Formänderungen  erleidet,  so  kann  man  es  hiebei 
stets  als  starr  ansehen  und  deshalb  die  letzte  Formel  (15)  ganz 
allgemein  verwenden.  Die  in  derselben  auftretenden  Verschie- 
bungen dx  und  dy  treten  natürlich  in  Wirklichkeit  nicht  ein,  sie 
sind  nur  möglich,  wenn  das  Gleichgewicht  unendlich  wenig  ge- 
stört wird.  Man  bezeichnet  sie  darum  auch  als  virtuelle  Ver- 
schiebungen und  den  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Satz, 
der  nichts  als  einen  speziellen  Fall  des  sog.  D'Alembertschen 
Prinzipes  darstellt,  als  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen. Für  die  inneren  Kräfte,  welche,  wie  wir  schon 
erkannten,  sich  selbst  das  Gleichgewicht  halten,  gilt  natürlich 
infolge    der    gleichzeitigen    Existenz    von    (15)    und    (15a)    die 

Formel 

^qdl  =  0 .  (15b) 
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Die  linke  Seite  von  (15a)  stellt  nun  den  negativen  Zuwachs 
der  potentiellen  Energie  V  bei  einer  elementaren  Lageveränderung 
des  ebenen  Systems  dar  (siehe  §  33).  Beim  Verschwinden 
dieses  Zuwachses  im  Falle  des  Gleichgewichts 
müssen  wir  demnach  auf  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum der  potentiellen  Energie  schlielsen.  Nun  sei  V 
diese  potentielle  Energie  des  Systems  in  irgend  einer  Lage,  der 

iß 
die  kinetische  Energie   2  m  —  entsprechen  möge.    Für  den  Fall 

des  Gleichgewichts  verschwindet  die  letztere  und  die  demselben 
entsprechende  potentielle  Energie  wird 

Da  die  kinetische  Energie  nur  aus  positiven  Gliedern  besteht, 
so  mufs  auch  die  Differenz 

Vo—V=  2m'^>  0 

sein.  War  demnach  Vq  ein  Minimum,  so  ist  der  Übergang  in 
die  andere  Lage  nur  durch  Energiezufuhr  möglich.  Bei  einem 
Maximalwerte  von  Vq  bleibt  dagegen  stets  ein  Überschuls  zur 
Erzeugung  der  kinetischen  Energie  in  einer  neuen  Lage  verfüg- 
bar. Den  ersten  Fall  haben  wir  z.  B.  vor  uns  bei  einem  ruhig 
herabhängenden  Pendel,  den  zweiten  beim  Pendel  in  seiner 
oberen  Vertikalstellung.  Wir  nennen  darum  die  Gleich- 
gewichtslage eines  Systems  stabil,  wenn  seine  po- 
tentielle Energie  hierbei  ein  Minimum,  und  labil, 
wenn  sie  ein  Maximum  ist. 

§  36.    Statische  und  Trägheitsmomente  ebener  Gebilde. 

Verschwinden  der  statischen  Momente  für  Schwerachsen.  Achsiale 
und  polare  Trägheitsmomente.  Steinerscher  Satz.  Zentrif ugalmomente, 
Hauptachsen  und  Haaptträgheitsmomente.  Trägheitsradien  und  Träg- 
beitsellipse.  Anwendungen  auf  ebene  Kurven  und  Flächen:  Gerade, 
Kreisbogen,  Rechteck,  Kreisring.    Verfahren  von  Vojaiek  für  beliebig 

gestaltete  Flächenstücke. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Begriffe  des 
statischen  und  des  Trägheitsmomentes  sind  für  die  praktische 
Anwendung   der  gewonnenen  Sätze  von  so  grolser  Bedeutung, 
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dals  wir  uns  noch  etwas  eingehender  mit  ihnen  beschäftigen 
müssen.  Für  ein  ebenes  Massensystem  wvirden  wir  zunächst  auf 
zwei  statische  Momente  geführt,  welche  durch 

Mx  =  ^xm,        Wy  =  2ym (1) 

definiert  waren.  Die  hierin  auftretenden  Koordinaten  x  und  y 
bezogen  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz,  dessen  Lage 
zu  den  Massen  selbst  ganz  willkürlich  blieb.  Hätten  wir  andere 
Achsen  gewählt,  so  würden  auch  die  demselben  entsprechenden 
statischen  Momente  andere  Werte  angenommen  haben,  so  dafs 
wir  bei  Angabe  derselben  auch  die  Bezugsachsen  nennen  müssen. 
Da  wir  z.  B.  die  statischen  Momente  auch  als  Produkte  der 
Gesamtmasse  mit  der  entsprechenden  Schwerpunktskoordinate 
darstellen  konnten,  so  folgt  sofort,  dals  für  jede  durch 
den  Schwerpunkt  selbst  gehende  Achse  (eine  sog. 
Schwerpunktsachse  oder  Schwerachse)  das  statische 
Moment  verschwinden  muls,  wie  auch  aus  der  ersten 
Gl.  (8)  des  vorigen  Paragraphen  ersichtlich  war."", 

Wesentlich  anders  verhält  sich  das  ebenfalls  im  vorigen 
Paragraphen  für  einen  speziellen  Fall  definierte  Trägheits- 
moment. Wir  gelangten  zu  demselben  in  Gl.  (15  c)  als  Pro- 
duktensumme 2mQ^y  worin  q  den  Abstand  eines  Massenpunktes 
vom  Schwerpunkte  bedeutete.    Da  nun 

Q^    =:'^^  +  ,f (2) 

ist,  so  dürfen  wir  auch  setzen 

2"m(>2  =  vm§2  -j-  2m7f (3) 

und  wollen  die  beiden  rechts  stehenden  Produktsummen  als 
Trägheitsmomente  des  Massensystems  in  Bezug  auf 
zwei  zu  einander  senkrechte  Schwerpunktsachsen 
bezeichnen.  Im  Gegensatz  hierzu  heilst  der  links  stehende  Aus- 
druck das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt. 

Alle  drei  Summenausdrücke  können  nun  offen- 
bar niemals  verschwinden,  da  sie  aus  lauter  posi- 
tiven Gliedern  bestehen.  Dasselbe  gilt  auch  für  achsiale 
und  polare  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  ein  anderes  paral- 
leles Koordinatensystem.  Setzen  wir  nämlich,  unter  XqPq  wieder 
die  Schwerpunktskoordinaten  verstanden. 
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so  wird 

2m  r^^  =  2my^  —  2yo  2my  +  y^^  2m 
oder,  da  2mx  =  iCo-^w,  2my  =  yo-wi, 

2mip  =  2mx^  —  oc^2m 


2m  ij 


2    —     V 


^my 


—  0CQ^2m    ) 

—  yo'^^ni    ) 


(4) 


Man  erhält  also  das  Trägheitsmoment  eines  ebenen 
Systems  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Achse  als 
Summe  des  Produktes  aus  der  Gesamtmasse  in  das 
Quadrat  des  Schwerpunktsabstandes  von  derselben 
und  des  Trägheitsmomentes  für  die  parallele  Schwer, 
punktsachse  (Satz  von  Steiner).  Daraus  folgt  weiterhin,  dals 
von  allen  achsialen  Trägheitsmomenten  dasjenige  in  Bezug  auf 
eine  parallele  Schwerpunktsachse  den  kleinsten  Wert  besitzt. 

Addieren  wir  schlielslich  die  beiden  Formeln  (4)  und  setzen: 

^2  + t/2  :=  r\        XQ^  +  yo^  =  ro2, 

so  folgt  für  die  polaren  Trägheitsmomente  um  den  Schwerpunkt 
und  einen  um  vq  davon  entfernten  Pol 

2mg^  =  2mr^  —  ro^2m  -. (4a) 

woraus    hervorgeht,     dale 
auch  das  polareTräg-  ^ 

heitsmoment   um    den^ 
Schwerpunkt  ein  Mi- 
nimum ist. 

Wir  wollen  nunmehr 
die  Beziehungen  zwischen 
den  Trägheitsmomenten  für 
die  Achsen  '^'tj'  des  um  den 
Winkel  q>  gegen  das  ur- 
sprüngliche, durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Sy- 
stem '^.Tf  geneigten  Kreuzes  untersuchen.  Hierzu  gelangen  wir 
einfach  durch  Gleichungen  zwischen  den  neuen  und  ursprüng- 
lichen Koordinaten  (Fig.  126) 

g'  =  §  cos 
ri*  =  ri  cos 

18» 


Fig.  12a 


9)  -(-  iy  sin  9    \ 
(jp  —  g  sin  9)    j 


(5) 
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Multiplizieren  wir  diese  Formeln  mit  m  und  summieren  über 
das  ganze  System,  so  folgt  wegen  2mlS  =  0,  2m7]  =  0  auch 

2mr  =  0,        2m^'  =  0, 

ein  Satz,  der  nur  eine  Bestätigung  des  schon  oben  gefundenen 
über  das  Verschwinden  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
beliebige  Schwerpunktsachsen  liefert.  Bilden  wir  dagegen  die 
Quadrate  der  Koordinaten  (5),  multiplizieren  nüt  m  und  sum- 
mieren, so  folgt 

^w5'2  =  cos  2^  2m'§^  +  2  cos  (p  sin  qp  Im  '^ij  +^in  ^(p  ^rntj^ 
JSmrj'^  =  cos  2qp  2mri^  —  2  COS  (p  Bincp  2m  gi;  -j-  sin  ^(p2mlp 

Die  Berechnung  der  achsialen  Trägheitsmomente  für  das 
um  9  geneigte  System  erfordert  hiemach  auüser  der  Kenntnis 
der  beiden  ursprünglich  gegebenen  Trägheitsmomente  2m^ 
und  2mrj^  noch  diejenige  der  Summe  ^ml^t},  welche  man  als 
das  Zentrifugalmoment  für  die  Achsen  'irj  bezeichnet. 

Da  die  rechnerische  Ermittelung  dieser  Orölse  vor  allem  bei 
kontinuierlicher  Massenverteilung  recht  unbequem  ist,  so  erscheint 
es  erwünscht,  hierzu  auf  indirektem  Wege  zu  gelangen.  Wir 
wollen  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Abkürzungen 

-2'mr2=©|',         2m^'^=er/    [  .     .     .     .     (6) 
2m^ri  =  W-i,  j 

einführen,  wodurch  unsere  letzten  beiden  Gleichungen  die  Form 
Q^'  =  @|  cos  2(jp  -^  ©^  Bin  2^  -[-  W^^  sin  2y  ) 
e^'  =  &c  sin  2qp  4-  Gn  cos  2^  —  W^^  sin  2  9  j     *     ^^ 

annehmen.    Aulserdem  folgt  für  das  Zentrifugalmoment  in  Bezug 
auf  die  neuen  Achsen  g'^'  mit  Hilfe  von  (5) 

W^fj  =  2m  (§  cos  qp  +  ^  sin  y)  (iy  cos  (jp  —  5  sin  qp) 

^Iq  -—  —  (0|  —  &fj)  sin  (p  co&if  -\-  W-^^  cos  2  rp    .     .     (8) 

Setzen  wir  nun  die  Difierentialquotienten  der  beiden  achsialen 
Trägheitsmomente  ©|'  und  Q^'  nach  (p  gleich  Null,  so  ergibt 
sich  in  beiden  Fällen  als  Bedingungsgleichung  für  den  Maximal- 
bezw.  Minimalwert  derselben 

—  (©I  —  Q^)  sin  qp  cos  qp  +  ^^^  cos  2  y  =  0     .     .     (9) 

Für  den  diese  Gleichung  befriedigenden  Winkel  q>Q  ver- 
schwindet  aber,    wie   der  Vergleich   mit  (8)   sofort   ergibt,    das 
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Zentrifugalmoment  V'^^,  so  dals  wir  also  für  jedes  ebene 
Massensystem  zwei  Achsen  angeben  können,  für  welche 
das  eine  Trägheitsmoment  ein  Maximum,  das  andere 
dagegen  ein  Minimum  wird,  während  das  Zentrifugal- 
moment  verschwindet.  Diese  beiden  zu  einander  senkrechten 
Achsen,  welche  gegen  die  ursprünglich  gegebenen  ^17  um  den 
Winkel  yo>  der  sich  mit  (9)  zu 

'^^fo-w^, '""^ 

berechnet,  geneigt  sind,  heilsen  die  Hauptachsen  des  ebenen 
Massensystems,  die  ihnen  entsprechenden  Trägheitsmomente 
die  Hauptträgheitsmomente  desselben.  Hat  man  einen 
Winkel  (po  gefunden,   welcher   der  Gl.  (9a)   genügt,   so  erkennt 

TT 

man,   dals  dies  auch  für  den  Winkel  9o  +  "T"   gilt,   womit  in-. 

dessen  nur  gesagt  ist,  dafs  eines  der  beiden  Hauptträgheits- 
momente  ein  Maximum,  das  andere  dagegen  ein  Minimum  dar- 
stellt. Besitzt  das  Massensystem  eine  Symmetrieachse, 
welche,  wie  leicht  nachzuweisen,  durch  den  Schwerpunkt  gehen 
muls,  so  läüst  sich  von  vornherein  einsehen,  dals  dieselbe 
eine  Hauptachse  bildet.  Jedem  Term  m^rj  entspricht  näm- 
lich in  diesem  Falle  ein  entgegengesetzt  gleicher,  von  dem 
symmetrisch  gelegenen  Massenpunkte  herrührender  Term,  so  dals 
das  Zentrifugalmoment  verschwindet.  Durch  eine  Symmetrieachse 
und  den  Schwerpunkt  sind  demnach  die  Hauptachsen  in  ihrer 
Lage  gegeben. 

Kennt  man  nunmehr  die  Hauptträgheitsmomente  &a  und  &b 
des  Systems,  so  lassen  sich,  für  ein  um  den  Winkel  (p  gegen 
die  Hauptachsen  geneigtes  Kreuz  sofort  die  Trägheitsmomente 
und  das  Zentrifugalmoment  anschreiben.  Man  hat,  da  für  die 
Hauptachsen  a  und  b  das  Zentrifugalmoment  Wab  verschwindet, 
aus  (7)  und  (8) 

©4    =  ©o  cos  2(jp  -|-  ©5  sin  2(jp    \ 

©^    =  ©«  sin  ^(f  -f-  ©fr  cos  2y    i      ...    (10) 
W'^^  =  (©6  —  ©a)  sin  9  cos  (p    ' 

Für  die  spätere  Verwendung  der  Formeln  erscheint  es 
nützlich,  die  Massen  m  aus  denselben  zu  eliminieren.  Dies 
gelingt  durch  Einführung  von  den  Schwerpunktsabständen  analog 
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gebildeten  Strecken,  den  sogenannten  Trägheitsradien,  be- 
zeichnen wir  dieselben  mit  k^  k^  für  die  Achsen  5  und  »^,  mit 
a  und  b  für  die  Hauptträgheitsachsen,  so  haben  wir 

A;$2  2'm  =  0;c  =  Im'f,      krj^ :Sm  =  ©^  =  ^mr^^  \ 
a^JSm   =  0a,  b^  :Sm  =  Gb  j  '  ^    ^ 

Damit  aber  schreiben  sich  die  ersten  beiden  Formeln  (10) 

kS  =  a2  cos  '^(p  -f-  ^  sin  ^)  ) 

V  ==  a2  sin  2<p  4-  «>2  cos  '^(p  ]'  '     '     '    '  ^^^^^ 

tragen  also  einen  rein  geometrischen  Charakter.  Denken  wir  uns 
a  und  b  als  Halbmesser  einer  Ellipse,  so  stellt  k^  das  im  Mittel- 
punkt gefällte  Lot  auf  die  unter  den  Winkel  (p  gegen  a  geneigte 
Tangente  dar,  k^  dagegen  das  auf  die  hierzu  senkrechte  Tangente 
gefällte  Lot.i)    Die  so  definierte  Ellipse  Fig.  127,  welche  in  be- 


^)  Der  Beweis  dieses  Satzes  ergibt  sich  folgen  der mafsen  :   Ist 

?1  _j_  yl  —  1 

die  Mittelpunktsgleichung   der  Ellipse,   so   lautet  die  Gleichung   der 
Tangente  durch  den  Punkt  x^y^ 

X  Xr 


^0  ■  yyo  _  i 


Diese  Tangente  schneidet  die  grofse  und  kleine  Achse  in  den  Punkten 

a«    ^  b* 

X,  =  —  bezw.  Vi  =  — . 

Das  von  0  auf  die  Tangente  gefällte  Lot  l^  ergibt  sich  alsdann^ 

wenn  f  den  Tangentenwinkel  bedeutet,  zu 

,  .  a'     . 

*i  =  api  sm  9?  =  —   sin  9p 

Xq 

Zj  =  yj  cos  9p  =  —  cos  y. 

Da  nun  der  Punkt  x^  y^  selbst  die  Ellipsengleichung  befriedigt,  so  hat 
man  hieraus 

b*  cos  *9P 


^    I    yo*  __  g*  sin  V    , 
a«   "^    6«   ~"         Zj«        "^ 


=  1 


oder 

Zj«  =  q}  sin  '9p  +  ^  cos  *9P. 

Ebenso   erhält  man    auch   für   das  Lot  Z,  auf   die   dem   ersten  Lote 

parallele  Tangente 

Z,'  =  a'  cos  '9?  -f-  6*  sin  '9p, 

so  dafe  die  Quadratsumme  beider  Lote  Z,*  -|-  ^2^  =  a*  4"  ^*  konstant  ist. 
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quemster  Weise  die  Ennittelung  beliebiger  achsialer  Trägheits- 
momente bei  bekannten  Hauptträgheitsmomenten  gestattet,  heilst 
die  Trägheitsellipse. 

Da  man  nun  jeder  Ellipse  ein  Quadrat  umschreiben  kann,  so 
gibt  es  für  jedes  ebene  System  zwei  zueinander  senkrechte  Achsen 
Miit  gleich  gro&en  Träg- 
heitsmomenten. Die- 
selben bilden  mit  den 
Hauptachsen  Winkel 
von  450. 

Für  a  =  h  geht 
übrigens  die  Trägheits- 
elHpse  selbst  in  einen 
Kreis  über,  woraus  wir 
den    Schluls     ziehen 

können,  date,  wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente 
einander  gleich  sind,  dies  [auch  für  alle  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  Schwerpunktsachsen  gilt. 

Ist  die  Massenverteilung  homogen,  so  können  wir  auch  von 
statischen  bezw.  Trägheitsmomenten  geometrischer  Figuren 
sprechen.  An  Stelle  der  Massen  treten  bei  linearer  Verteilung 
alsdann  die  Bogenlängen,  bei  der  Plächenverteilung  die  Inhalte 
der  entsprechenden  Gebilde.  Bei  Einführung  des  Schwerpunkts- 
abstandes und  des  Trägheitsradius  fallen  alle  diese  Gröfsen 
naturgemäls  ebenso  aus  den  Gleichungen  heraus,  wie  oben  die 
Massen. 


Fig.  127. 


Fig.  128. 


Flg.  129. 


Auf  diese  Weise  erhalten  wir  für  eine  ebene  Kurve  (Fig.  128) 
y  =f{x)  mit  dem  Bogen  s  —  Sq  für  die  statischen  und  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  die  Achsen  die  Werte 


I 

L 
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3Ka.  =  J  xds  =  Xo  (s— So);  3Wy  =  J  t/eis  =  yo  (s—Sq) 


«0 


»0 


©^  =  J  ar2d5  =  Ä:a?(s— So);    ©!/  =  I  y^ds  =  A:y2(s— 5o) 

^0  8q 


•    (12) 


Es  handle  sich  beispielsweise  um  eine  Gerade  (Fig.  129), 
welche  mit  der  o;- Achse  den  Winkel  a  bildet  und  sie  im  Ab- 
stände c  von  Anfang  schneidet.  Von  diesem  Schnittpunkt  aus 
möge  die  Länge  s  gerechnet  werden,  so  dals  Sq  =  0  wird.    Alsdann 

ergeben  sich  mit 

_  x  —  c  y 


ds  = 
die  statischen  Momente: 


COS  a 

dx 
COS  a 


sm  a 

dy 
sin  a 


C    ,  C  xdx  x^  —  c2 

=   \xds  =    \ = ; 

J  J  cos  a  2  cos  a 

0  c 


2  sin  a ' 


Daraus  folgt  weiter  für  die  Schwerpunktsabstände 

mx        x  +  c 


Xq 


my  _    y 


s  2     ' 

Für  die  Trägheitsmomente  erhalten  wir  ebenso 


C  C  x^dx         sfi  —  c"^ 

Q^  =      4;2d5  =      ^-^  =  ^- 

J  J  cos  a         3  cos« 

0  c 

^        J  ^  J  sm  «        3  sm  6e 


mithin  sind  die  Trägheitsradien  durch 


*.^  =  ^ .. 


X^  -\-  ex  -\-  C2 

3 


@. 


'     '^^    -    s    ~    3 


gegeben.     Legen    wir   nun    ein    dem  ursprünglichen   paralleles 
Achsenkreuz  durch  den  Schwerpunkt  Q  der  Linie,  so  ergeben 
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fiich  die  demBelben  zugeordneten  achsialen  Trägheitsradien,  wenn 
wir  nach  dem  Steinerschen  Satze  von  den  vorstehenden  Werten 
die  Quadrate  der  Schwerpunktsabstände  abziehen.  Wir  erhalten  so 

(X  —  C)2  «2  COS  2« 


Ä;|2  =  A:x2  — aiö2  = 


V  =  ky^^y^^  = 


12 

y2 


12 
«2  sin  2  a 


12  12 

Da  nun  sowohl  sin  2«  wie  auch  cos  2  c  für  alle  Werte  von  a 
zwischen  0  und  -\-  1  liegen,  so  erkennt  man,  dals  die  beiden 
Hauptträgheitsradien  die  Werte 

«2 


a2  = 


12' 


&2  =  0 


Fig.  130. 


haben  müssen,  dals  also  die  Trägheits- 
ellipse in  die  Gerade  hineinfallt. 

Sehr  einfach  gestalten  sich  auch 
die  Ergebnisse  der  Rechnung  für  einen    X" 
Kreisbogen   (Fig.  130).    Der  Radius 
desselben    sei  r,    dann    ist    zunächst, 
wenn  9  den  Winkel  eines  beliebigen  Fahrstrahls  bedeutet 

X  =  r  cos  (f)  ,      y  =  r  sin  9  ,       ds  =  rd(f. 

Daraus  folgt  aber 

8  y, 

3Rjr  =   I  xds  =   1  r2  cos  q)dq>  =  r^  (sin  (p2  —  si'i  ^i) 


«0 


Vi 

9t 


3Ry  =  \  y^*  =  \  r2  sin  (p  d(p  =  r-  (cos  (fi  —  cos  9)2), 

«0  Vi 

80  dafs  wir  für  die  Schwerpunktsabstände  haben: 


3Slx  sm  (»2  —  sm  opj 

Xq  =  —  ==  r  — ~      -     -    - 

<r  2  —  9^1 


9Ky  cos  (jpi  —  cos  ff  2 

=  r  — 


S  Wo  —  CPi  "^  S  (f2  —  fpi 

Liegt  der  Kreisbogen  symmetrisch  zur  y- Achse,  so  ist  (jP2  +  7^1  =  ^r, 

aRx=  0,  ÄTo  =  0 


folglich 


3Ry=  2  r2  cos  (/i ,    yQ  =  r 


2  cos  (jTi 
92  —  Ti 
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Nun  ist  aber  2  r  cos  (p  identisch  mit  der  Länge  der  Sehne  A  Hy 
ßo  dals  der  Schwerpunktsabstand  des  Bogens  sich  zum 
Radius  verhält  wie  die  Sehne  zum  Bogen  selbst.  Infolge 
der  Willkürlichkeit  des  Koordinatensystems  gilt  dieser  Satz  für 
jede  Lage  des  Bogens  und  erlaubt  sofort  eine  bequeme  geome- 
trische Ermittelung  des  Schwerpunktes.  Für  die  Trägheits- 
momente folgt  nunmehr  weiter 

©a;  =  l  ofids  =   \r^  cos  ^(f  dfp 


*o  Vi 


=  2"  {'^2  —  71  +  2"  (^^^  2  <p2  —  sin  2f/i)  | 
&y  —.  [y^ds—   \f^  sin  ^fp  d  rp 

»0  Vi 

=  2"  W2  —  Ti  —  Y  (siJ^  2  72  —  ein  2  «/O  V 

und  damit  für  die  Trägheitsradien 

jr^  /  sin  2  72  —  sin  2  71 

^'    -   2  \^+  2(r^2-7i) 

t  2  _  Zf  / 1  _  sin  272— 8iD2f/i 
''^    -   2   \^  2{fp2-ipi) 

Bei  symmetrischer  Lage  zur  t/- Achse  ist  sin  2  72  =  —  sin  2  71, 
also,  wenn  1//  =  7^2  —  71  den  Zentriwinkel  des  Bogens  bedeutet» 
auch  sin  2  7^1  =  sin  t//,  so  dafs  wir  für  diesen  Fall  haben 

W-j(i-T).   V-|(i  +  ?^*' 

Von  diesen  Werten  stellt  der  erstere  der  Symmetrie  wegen 
schon  einen  Hauptträgheitsradius  dar,  während  wir  zum  anderen 
durch  Abzug  des  Quadrates  des  Schwerpunktsabstandes  ^0  ^^m 
zweiten  gelangen.  Alsdann  steht  dem  Entwürfe  der  Trägheits- 
ellipse nichts  mehr  im  Wege. 

Ganz  analog  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  statischen 
und  Trägheitsmomente  von  begrenzten  Flächenstücken. 
Bezeichnen  wir  den  Gesamtinhalt  einer  solchen  Fläche  mit  i^, 
mit  dF  ein  Element  derselben,   so  haben  wir  nur  die  Integrale 
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W.  =  JirfF    =  XoF,       my  =  JydF    =  !foF      I 
0^  =  Ja^rfF  =  kJ^F,      0„  =  la^dF  =  VF    I      ^*^^ 
über  die  gesamte  Fläche  auszuwerten. 

Unter  den  in  der  Praxis  auftretenden  Fällen  ist  das  Recht- 
eck (Fig.  131)  wohl  am  häufigsten.  Sind  b^  und  b^  die  Seiten- 
längen, 80  ergibt  sich  mit  F  —  &i  ö^  und  dF  =  bi  dy  das- 
statische  und  Trägheitomoment  lür  eine  Seitenlinie 

aS(,  =   Tfiiyc^y    =   ^,  also  So  =  ^ 


W»  =    \  b^ißdy  =    -^,  o<lerV=  y- 
Ganz  analog  erhält  man  natürlich  auch  für  die  andere'Seite 

Der  Schwerpunkt  liegt  also  im  geometrischen  Mittelpunkte  der 
Figur.     Die  Trägheitsradien  in  Bezug  auf  ein  paralleles,   durch 


denselben  geführtes  Achsensystem,  welche  der  Symmetrie  halber 
mit  den  Hauptträgheiteradien  identisch  sein  müssen,  ergeben  sieb 
alsdann  mit  Hilfe  des  Steinerschen  Satzes  zu 

womit  auch  die  l'ragheitsellipse  gegeben  ist. 
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Bei  einer  Kreisringfläche  (Fig.  132),  deren  Schwerpunkt, 
wie  sofort  ersichtlich,  im  Zentrum  liegt,  geht  man  am  bequem- 
sten vom  polaren  Trägheitsmomente  aus  und  führt  als  Flächen- 
element das  Ringelement  dF  =  2nQdQ  ein.    Man  erhält  so 

tund  da  die  Trägheitsmomente  für  alle  Schwerpunktsachsen  ein- 
itnder  gleich  sein  müssen, 

Die  Trägheitshalbmesser  folgen  daraus  zu 

f^x     -   Ky     -    2F  ~    4((>22  — ()l2)    ~  4  ' 

Die  entsprechenden  Werte  für  den  vollen  Kreis  erhalten 
wir  aus  den  vorstehenden  mit  qi  =  0.  Da  die  Durchführung 
der  Rechnung  an  weiteren  Figuren  nichts  Neues  bietet,  so 
wollen  wir  uns  mit  den  vorstehenden  Beispielen  um  so  eher 
begnügen,  als  in  den  verbreiteten  technischen  Taschenbüchern 
(z.  B.  der  »Hütte«)  ein  reichhaltiges  Material  tabellarisch  zusammen- 
gestellt ist. 

Hat  man  es  dagegen  mit  unregelmälsigen,  bezw.  nur 
graphisch  gegebenen  und  daher  analytisch  nicht  exakt 
definierten  Gebilden  zu  tun,  so  wird  man  zweckmälsig  die 
statischen  und  Trägheitsmomente  ebenfalls  auf  graphischem  Wege 
zu  ermitteln  suchen.  Von  den  zahlreichen  hierfür  vorgeschlagenen 
Methoden,  hat  diejenige  von  Vojacek  oder  Nehls  den  Vorzug 
grofser  Einfachheit  und  Anschaulichkeit.  Ist  in  Fig.  133  XX  die 
Achse,  für  welche  das  statische  und  Trägheitsmoment  der  schraf- 
fierten Fläche  ermittelt  werden  soll,  so  zieht  man  zunächst  im 
Abstände  1  eine  Parallele  ZiZi.  Das  Moment  des  Flächen- 
streifens AB  '  dy  ist  alsdann 

dmy  =  ÄB'ydy, 
wofür  wir  auch  setzen  dürfen 

dTly   ^  ÄB'dy 
y      ~        1        ' 
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Projizieren  wir  die  Länge  AB  auf  die  Linie  ^TiXi,  so  ist,  wenn 
wir   von   einem  beliebig  gewählten   Pol  0  auf  XX  die  Strahlem 


Fig.  13S. 


OAi  bezw.  OBi  bis  zu  den  Schnitten  Ä'  und  B'  mit  den  beid- 
seitigen Verlängerungen  von  AB  fortsetzen,  JOAiBi  cv)  JOA'B'\ 
also  auch 

Ä^'       AB 


oder 


y 


A'B' '  dy  _  AB'  dy 


oder 


Daraus  folgt  aber,  dals 

A'B* '  dy  =  dmy 

my  =  lÄ^B*dy, 

d.  h.  das  statische  Moment  wird  durch  eine  Fläche  dar- 
gestellt, deren  Umfang  durch  das  vorstehende  Verfahren 
aus  der  gegebenen  Kontur  abgeleitet  ist.  Der  Inhalt 
dieser  Fläche  ergibt  sich  alsdann  leicht  mit  Hilfe  des  Planimetersy 
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wobei  der  auf  der  unteren  Seite   von  XX  liegende  Teil  infolge 
•einer  Sclileifenbildung  ohnehin  negativ  erscheint. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  nochmals  auf  die  so  ge- 
wonnene Momentenfläche  an,  so  ergeben  sich  die  Punkte  A"  B" 
•der  Fläche  des  Trägheitsmomentes,  welche  ebenfaUs 
lediglich  zu  planimetrieren  ist  Für  die  Ausrechnung  hat  man 
nur  darauf  zu  achten,  dafs  die  Flächen  sämtlich  mit  demjenigen 
Einheitsmalse  gemessen  werden,  welches  man  als  Abstand  der 
beiden  Parallelen  -^1-^1  und  XX  gewählt  hat. 

§  37.    Das  Gleichgewicht  ebener  starrer  Systeme. 

Der  gerade  Stab  auf  zwei  Stützen  mit  Reibung  und  ohne  Reibung. 
Aufiagedruck  and-  Auflagereaktion.  Die  Bockleiter.  Der  einfache 
'Träger  mit  konzentrierter  und  kontinuierlicher  Belastung ;  spezifische 
Belastung  und  Belastungskurve.  Transversalkraft  und  Biegungsmoment. 
Theorie  des  Fachwerks,  Ermittlung  der  Stabspannungen  durch  Kräfte- 
pläne, Ritters  Methode  der  Momente.  Notwendige  und  überzählige 
•Stäbe,  statisch  bestimmte   und   unbestimmte  Fachwerke.     Analytische 

Berechnung  der  Stabspannungen. 

Die  am  Schlüsse  des  vorletzten  Paragraphen  abgeleiteten 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  ebenen  starren  Systems, 
können  wir  in  den  Satz  zusammenfassen,  dals  die  an  dem- 
,selben  angreifenden  äulseren  Kräfte  bei  ihrer  Zusam- 
mensetzung weder  eine  Resultante  noch  ein  Kräftepaar 
ergeben  dürfen,  sich  also  an  einem  Punkte  zu  einem 
geschlossenen  Polygon  zusammensetzen  lassen  müssen. 
Die  in  dem  System  verteilten  Massen  treten  als  solche  gar  nicht 
mehr  in  den  Formeln  für  das  Gleichgewicht  auf;  sie  spielen 
nur  insofern  eine  Rolle,  als  sie,  mit  der  Erdbeschleunigung 
multipliziert,  Gewichte  angeben,  welche  ebenso  wie  andere  äufsere 
Ej-äfte  zu  behandeln  sind. 

Den  einfachsten  Fall  des  Gleichgewichtes  stellt  offenbar  ein 
gerader,  an  irgend  einer  Stelle  C  durch  eine  äufsere  Kraft  P 
oder  ein  Gewicht  belasteter  Stab  dar,  welcher  an  seinen  beiden 
Enden  A  und  B  sibh  gegen  feste  Unterlagen  stützt  (Fig.  134). 
Sieht  man  vom  Einflüsse  der  Reibung  an  diesen  Stellen  zunächst 
ab,  so  ist  das  Gleichgewicht  nur  möglich,  wenn  an  den  Enden 
A  und  B  senkrecht  zu  den  Unterlagen  Kräfte  angreifen,  deren 
Resultante  die  Kraft  P  gerade  aufhebt,  d.  h.  ihr  entgegengesetzt 
gleich   ist  und   dieselbe  Richtungslinie   besitzt.    Diese   zur  Her- 
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etelluDg  des  Gleichgewichts  nötigen  Kräfte  bezeichnet  man  als 
die  Äuflagereaktiooenj  aie  sind  ebenso  wie  die  Kraft  P 
als  äulsere  am  System  angreifende,  den  Auflagedrucken 
entgegengesetzt   gleiche   Kräfte    zu    betrachten.      Man    erkennt 


Frg.  135. 


Übrigens,  dals  in  unserem  Bei- 
spiele die  geforderte  Zusam- 
mensetzung  der  Auflagedrucke 
nur  möglich  ist,  wenn  die 
Hicbtnngslinle  von  P  durch 
den  Schnittpunkt  D  der  Lote 
in  A  und  B  hindurchgeht, 
was  im  allgemeinen  nicht  zu- 
trifft. Der  Stab  wird  demnach 
nur  in  ganz  bestimmten  Lagen 
eich  im  Gleichgewichte  befinden.  Verhindern  wir  ihn  dagegen 
an  einem  der  beiden  Enden  am  Gleiten,  indem  wir  etwa  bei  B 
ein  Gelenk  anbringen,  so  ist  dort  die  Richtung  des  Auflage- 
druckes nicht  mehr  von  vornherein  gegeben,  sondern  erst  durch 
den  Schnitt  E  von  P  mit  dem  Lote  in  A,  also  durch  die  Linie 
BE  bestimmt.  Die  Gröfse  der  Auflagedrucke  ergibt  sich  dann 
sofort  durch  Zerlegung  der  Kraft  P  in  zwei  von  E  nach  A  und  B 
gerichtete  Komponenten. 

Anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  Berücksichtigung 
der  Reibung.  Gehen  wir  wieder  von  dem  Stabe  aus,  der  an 
den  Auflagepunkten  nicht  festgehalten  ist,  so  wissen  wir,  dats 
dort  Gleichgewicht  herrscht,  so  lange  der  Winkel  der  Richtung 
des  Auflagedruckes  mit  der  Normalen  kleiner  als  der  Reibungs- 
winkel  ist.     Wir  können  demnach  in  Fig.  135  sowohl  von  A  wie 
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auch  von  B  aus  je  zwei  Strahlen  ÄÄ\  ÄÄ"  bezw.  BB\  BB** 
ziehen,  welche,  mit  den  Reibungswinkeln  q'  bezw.  q'*  gegen  die  Nor- 
malen in  Ä  und  B  geneigt,  die  Auflagedrucke  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts  zwischen  sich  einschlieXsen  müssen.  Dies  ist  aber 
nur  dann  für  beide  Punkte  Ä  und  B  möglich,  wenn  die  Kraft- 
richtung von  P  das  Viereck  ab  cd  der  vier  Strahlen  schneidet. 
Alsdann  kann  man  an  jedem  Punkte  E  der  Kraftrichtung  inner- 
halb dieses  Vierecks  eine  Zerlegung  von  P  nach  A  und  B  vor- 
nehmen, welche  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügt.  Da  die 
Wahl  des  Punktes  E  selbst  willkürlich  bleibt,  so  gilt  dies  auch 
für  die  Auflagedrucke  wenigstens  innerhalb  zweier  Grenzwerte, 
welche  den  Schnittpunkten  E'  und  E"  der  Kraftrichtung  mit 
den  Strahlen  ÄÄ'  und  BB*  entsprechen.  Die  Aufgabe  ist 
also  nicht  eindeutig  bestimmt.  Sie  wird  es  aber  sofort, 
wenn  die  Kraftrichtung,  ohne  das  Viereck  zu  schneiden,  durch 
einen  seiner  Eckpunkte  hindurchgeht.  Alsdann  genügen  z.  B. 
für  den  Punkt  a  nur  die  beiden  Richtungen  Äa  und  Ba  für  die 
Auflagedrucke  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Schneidet 
die  Kraftrichtung  das  Viereck  ab  cd  überhaupt  nicht,  so  kann, 
da  immer  einer  der  Auflagedrucke  aulserhalb  der  Strahlen  ^J.',  ^^" 
bezw.  BB',  BB"  fällt,  überhaupt   kein  Gleichgewicht   bestehen. 

i)er  hier  geschilderte  Fall  entspricht  voUkommen  dem  Gleich- 
gewichte eines  Mannes  auf  einet  Leiter,  welche  in  Ä  sich  auf 
den  Boden  stützt  und  in  B  an  eine  Wand  anlehnt.  Die  Kraft  P 
ist  hierbei  die  Resultante  aus  dem  im  Schwerpunkte  der  Leiter 
angreifenden  Gewichte  derselben  und  dem  des  Mannes.  Kennt 
man  also  aufser  den  Gewichten  die  Reibungskoeffizienten  und 
damit  die  Reibungswinkel  zwischen  der  Leiter  und  dem  Boden, 
sowie  der  Wandfläche,  so  •  ergeben  sich  sofort  alle  Stellungen 
des  Mannes,  welche  mit  dem  Gleichgewichte  verträghch  sind. 
Die  Unbestimmtheit  der  Lösung  des  Problems  ist  natürlich  ein 
um  so  grölserer  Nachteil,  als  man  auch  über  die  Reibungskoeffi- 
zienten praktisch  kaum  jemals  Genaues  aussagen  kann.  Deshalb 
zieht  man  es  vor,  die  Aufgabe  durch  Anbringung  von  Haken  bei 
Bf  welche  dieselbe  Wirkung  wie  Gelenke  besitzen,  zu  einer  ein- 
deutig bestimmten  zu  machen. 

Sehr  nahe  verwandt  mit  dem  vorstehenden  Beispiel  ist  der 
Fall  der  sog.  Bockleiter,  d.  h.  zweier  in  der  Vertikalebene 
(Zeichenebene)    durch   ein   reibungsloses   Gelenk  C  miteinander 
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Fig.  136. 


verbundener  Stäbe,  welche  in  A  und  B  sich  auf  eine  horizontale 
Unterlage  stützen  (Fig.  136).  Die  Stäbe  seien  vertikal  durch 
die  in  J)  und  E  an- 
greifenden Gewichte  Qt^ 
und  6r2  (die  sich  aus 
den  Eigengewichten  und 
eventuellen  zusätzlichen 
Lasten  zusammensetzen 
mögen)  belastet,  welche 
eine  Resultante 

(t  =  (ti  -|-  (t2 

mit  der  Richtungslinie 
FF^  ergeben  mögen.  In 
diesem  System  können 
wir  jeden  der  Stäbe  für 
sich  betrachten ,  wenn 
wir  die  Reaktion  des 
Gelenkes  bei  C  nach 
Grölse  und  Richtung 
kennen  würden.  Dieselbe 
mufs  sich  für  den  Stab 

AG  mit  der  Richtung  des  Auflagedruckes  in  A  und  derjenigen 
der  Last  6?i  in  einem  Punkte  D^  treffen.  Ebenso  muls  die  gleich 
grolse  und  entgegengesetzt  gerichtete  Reaktion  in  0  für  den 
Stab  BQ  sich  mit  dem  Auflagedruck  in  B  und  dem  Stab- 
gewichte 6r2  in  einem  Punkte  JE7i  schneiden,  während  schlielslich 
die  Gesamtresultante  G  mit  den  beiden  Auflagedrücken  in  A 
Tind  B  in  einem  Punkte  Fx  zusammentrifft,  der  gleichzeitig  in 
der  Fortsetzung  der  Linien  AI>x  und  BF^  liegt.  Um  aber  für 
eine  gegebene  Stellung  AB  der  Stäbe  mit  den  Lasten  Gi  imd  G^ 
die  Richtung  der  Auflagedrücke  zu  bestimmen,  hat  man  nur 
die  Punkte  Di  und  JEi  auf  den  Richtungen  von  Gx  und  G^  so 
festzulegen,  dafs  der  Schnittpunkt  Fx  von  ADx  und  BFx  in  die 
Richtung  der  Resultante  G  fällt.  Am  raschesten  und  genauesten 
kommt  man  hierbei  durch  Probieren  zum  Ziele,  indem  man 
zunächst  den  Punkt  Dx  willkürlich  auf  BGx  festlegt,  womit 
durch  die  Gerade  Dx  C  auch  Ex'  und  Fx  als  Schnitt  von  A  Dx 
mit  BEx  gegeben  ist.  Liegt  nun  jPi'  nicht  auf  der  Kraftrichtung 
von  (t,  so  wiederholt  man  das  Verfahren  mit  einem  Punkte  Dx" 
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und  erhält  Fi".  Liegen  Fi  und  F"  der  Geraden  FG  hinreichend 
nahe,  so  kann  man  den  gesuchten  Punkt  in  erster  Annäherung 
als  Schnitt  von  Fi  Fi'  mit  G  festlegen,  und  dann  durch  Ver- 
bindung von  Dl  mit  Ei,  welche  durch  C  hindurchgehen  muls, 
die  Richtigkeit  des  Verfahrens  kontrollieren. 

Hat  man  so  die  Lage  der  Auflagedrücke  in  A  und  B  be- 
stimmt, so  ergibt  sich  sofort,  dals  Gleichgewicht  nur  bestehen 
kann,  wenn  die  Linien  Ä  Di  jPi,  bezw.  B  Ei  Fi  innerhalb  der 
Reibungswinkel  mit  den  Normalen  zur  Unterlage  in  A  und  B 
liegen.  "Tritt  eine  der  beiden  Auflagedruckrichtungen  aus  diesem 
Gebiete  heraus,  so  wird  dort  das  System  ins  Gleiten  geraten. 
Um  diese,  bei  unserer  unzureichenden  Kenntnis  der  Reibungs- 
koeffizienten fast  stets  vorhandene  Gefahr  zu  umgehen,  verbindet 
man  daher  in  der  Praxis  die  beiden  Stäbe  A  C  und  B  G  durch 
einen  dritten  Stab  oder  auch  eine  Kette  miteinander. 

Ein  solches  System  von  starren  Stäben,  welche  gelenkig 
miteinander  verbunden  sind,  bezeichnet  man  als  ein  Fachwerk. 
Bei  der  Untersuchung  des  Gleichgewichtes  dieser  Fachwerke 
werden  wir  der  Bestimmtheit  der  Aufgabe  wegen  immer  voraus- 
setzen, dafs  in  den  Gelenken,  den  sog.  Knotenpunkten  (oder 
auch  kurz  Knoten  genannt)  keine  Reibung  stattfindet.  Alsdann 
bietet  die  Bestimmung  der  in  den  Stäben  selbst  wirksamen  Kräfte, 
sowie  der  Auflagedrucke  keine  Schwierigkeit,  wenn  die  Belastung 
des  Fachwerkes  gegeben  ist.  Das  einfachste  Fachwerk  bildet 
naturgemäfs   der  gerade,   auf  zwei  Stützen   ruhende   horizontale 

gewichtslose  Stab  l  (Fig.  137), 
n  den  man  wohl  auch  als  ein- 
fachen Träger  bezeichnet. 
Wirken  auf  denselben  die 
vertikalen  Kräfte  Pi  P2  .  .  Pn 
in  den  Abständen  %  02  ...  On 
von  der  linken  Stütze  aus 
gerechnet,  so  ergeben  sich 
sofort  die  beiden  Auflagereaktionen  A  und  B  durch  die  Glei- 
chungen für  das  Verschwinden  der  Resultante  und  des  Kräfte- 
paares. Da  die  Kräfte  sämtlich  in  einer  Richtung  wirken,  so 
brauchen  wir  nur  eine  Formel  für  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  selbst  anzusetzen,  haben  also 

A  +  B  +  2P  =  0 (1) 


A 


Fig.  137. 
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Alsdann  verschwindet  aber  auch  das  Kräftepaar,  wenn  die 
Momentensumme  aller  Kräfte  für  irgend  einen  Punkt  zu  Null 
wird.  Wählen  wir  als  Bezugspunkt  für  die  Momente  wieder 
die  linke  Stütze,  so  folgt  als  weitere  Gleichung 

lB  +  2aF  =  0 (2) 

Aus  (1)  und  (2)  ergeben  sich  dann  die  Auflagereaktionen 

B=^^,     Ä  =  ^-2P    ....    (3) 

Die  Auflagedrucke  selbst  sind  natürlich  den  Grölsen  A  und  B 
entgegengesetzt  gleich. 

Denken  wir  uns  nun  den  Stab  an  irgend  einer  Stelle,  etwa 
im  Abstand  x  von  der  linken  Stütze  durchschnitten,  so  muls 
die  Resultante  der  Elräfte  auf  der  linken  Seite  derjenigen  der 
Kräfte  rechts  von  der  Schnittstelle  das  Gleichgewicht  halten. 
Dies  folgt  auch  schon  aus  Gl.  (1),  da  man  die  Summe  auf  der 
linken  Seite  derselben  stets  in  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Teile 
zerlegen  kann.  Ebenso  kann  man  aber  auch  mit  den  Momenten 
der  Kräfte  verfahren,  da  im  Falle  des  Gleichgewichts  der  Be- 
zugspunkt willkürhch  ist.  Die  Momentensummen  rechts  und 
links  von  der  Schnittstelle  müssen  einander  demnach  entgegen- 
gesetzt gleich  sein.  Bei  diesen  Zerlegungen  ist  ausdrücklich 
darauf  zu  achten,  dafs  die  Auflagereaktionen  genau  wie 
äufsere  Kräfte  wirken. 

In  dem  vorstehenden  Beispiel  ist  vom  Eigengewicht  des 
Stabes  abgesehen  worden.  Dasselbe  kann  aber  auch  als  eine 
stetig  über  die  ganze  Länge  des  Stabes  verbreitete 
Last  angesehen  werden,  die  man  im  Gegensatz  zu  den  oben 
behandelten  sog.  konzentrierten  Lasten  P  als  eine  konti- 
nuierliche Belastung  bezeichnet.  Ist  dx  ein  Längenelement 
des  Stabes,  so  ist,  unter  q  die  auf  die  Längeneinheit  entfallende 
Belastung  an  der  Stelle  x  verstanden,  die  auf  der  Strecke  x 
ruhende  Last  gegeben  durch 

X 

«x  =  j3<^a; (4) 

0 

Eine  bequeme  Übersicht  ergibt  die  Aufzeichnung  der  sog. 
spezifischen  Belastung  g'  als  Funktion  von  x  auf  dem  Stabe 
selbst  (siehe  Fig.  138),    da  hierbei  der  Ausdruck  (4)    einfach  als 
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Inhalt  der  von  der  Belastungskurve  g  =f(x)  und  dem  Stabe, 
bezw.  dessen  Endordinaten  eingeschlossenen  Fläche  erscheint  und, 

im  Falle  die  erstere  em- 
pirisch gegeben  ist,  durch 
Planimetrieren  sofort  ermit- 
telt werden  kann.  Dasselbe 
gilt  auch  von  dem  Momente 
der  kontinuierlichen  Last, 
dessen  Element  in  Bezug  auf  die  linke  Stütze  sich  zu 

f^SK  =  qxdx 

berechnet,  so  dals  sich  für  das  ganze  Stück  von  ^  bis  C 


Fig.  138. 


=  ^ qxdx 


(5) 


ergibt.  Befindet  sich  der  Träger  nur  unter  dem  Einflüsse  einer 
kontinuierlichen  Belastung,  so  berechnen  sich  die  Auflagereak- 
tionen Ä  und  B,  indem  wir  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  die 
Summe  für  die  Kräfte  P  und  deren  Momente  durch  die  über 
die  ganze  Trägerlänge  l  erstreckten  Integrale  (4)  und  (5)  ersetzen, 
also  aus 


A-\-B-\-  ^qdx  =  0 

0 

l 
IB  -\-  ^qxdx       =  0 


(6) 


(7) 


Ist  die  kontinuierliche  Last  nur  über  einen  Teil  von  l  ver- 
breitet, so  braucht  man  auch  nur  die  Integration  hierüber  aus. 
zudehnen.  Die  den  unbelasteten  Strecken  entsprechenden  Be- 
standteile der  Integrale  in  (6)  und  (7)  verschwinden  überdies, 
so  dals  es  nicht  notwendig  ist,  die  Gleichungen  für  diesen  Fall 
noch  besonders  anzuschreiben.  Weitaus  am  häufigsten  tritt 
dagegen  die  gleichförmige  Belastung  auf,  für  welche  q  =  konst 
und  damit  die  Integration  in  (6)  und  (7)  sofort  ausführbar  wird. 
Man  erhält  alsdann 

A-^-B^  ql    =  0 (6a) 

;p  +  |Z2  =  0 (7a) 

Bei  gleichzeitiger  Wirkung  konzentrierter  und  kontinuier- 
licher Belastung  hat  man  einfach  die  von  beiden  herrührenden 
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Kräfte  und  Momente  zu  summieren,  wodurch  wir  für  die  Auflage- 
reaktionen auf  die  Formeln 

Ä+B-\-2P-\-lqdx     =0 (8) 


lB-\-  2aP-\-Uxdx  =  0 (9) 

geführt  werden.  Auch  in  diesem  allgemeineren  Falle  können  wir 
den  Stab  an  jeder  Stelle  x  uns  durchschnitten  und  das  Gleich- 
gewicht durch  Anbringeu  der  am  weggeschnittenen  Teile  wirkenden 
Summe  der  Kräfte  und  Momente  in  der  Schnittstelle  erhalten 
denken.     Wir  erhalten  so  die  Ausdrücke 

Q^  =  :SP  -^^qdx-i-Ä (8a) 

m^  =  2P(x  —  a)  +  Iqxdx  +  Äx     .    .     .(9a) 

und  bezeichnen  für  die  vorhegende  Belastung  die  Resultante  Q^  als 
die  Transversalkraft  an  der  Stelle  a;,  das  Moment  3ßx  da- 
gegen, da  es  den  Stab  zu  biegen  sucht,  als  das  Biegunge- 
moment-  an  dieser  Stelle.  Differenzieren  wir  dasselbe  partiell 
nach  X,  so  folgt 

~  =  ip  +  Jsi.  +  ^  =  e„    .  .   .   (10) 

eine  für  die  Theorie  der  belasteten  Träger  überaus  wichtige  Be- 
ziehung, welche  man  übrigens  auch  leicht  durch  eine  rein  geo. 
metrische  Betrachtung  der  Kräfte  zu  beiden  Seiten  des  Träger 
elementes   dx    verifizieren    kann.     Aus    derselben    geht    weiter 
hervor,    dals    an    Stellen, 
wo     die     Transversal- 
kraft     verschwindet, 
dasMoment  einMazi- 
mumoder  ein  Minimum 
wird.  Es smd  dies  die  sog. 
gefährlichen    Punkte 
des  Trägers.  '  *  ' 

Stützt  sich  im  allgemeineren  Falle  ein  ebenes  Gebilde  von 
behebiger  Form  (Fig.  139)  ohne  Reibung  auf  eine  Gerade,   so  ist 
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Gleichgewicht  nur  möglich,  wenn  die  Resultante  sämtlicher 
äulserer  Kräfte  P  senkrecht  zu  dieser  Geraden  steht  und  aulser- 
dem  dieselbe  zwischen  den  beiden  Stützpunkten  A  und  B  trifft. 
Würde  die  Resultante  12  aulserhalb  AB  die  Gerade  schneiden, 
so  bhebe  stets  ein  Kräftepaar  übrig,  welche  das  Gebilde  um  den 
der  Resultante  nächstliegenden  Stützpunkt  zu  drehen  oder,  wie 
man  sich  in  der  Praxis  ausdrückt,  zu  kippen  sucht.  Im  übrigen 
bietet  die  Untersuchung  dieses  Gebildes  gegenüber  derjenigen 
des  geraden  Stabes  nichts  Bemerkenswertes. 

Für  die  Wirkung  des  starren  Stabes  nach  aulsen  sind  die 
in  demselben  auftretenden  Biegungsmomente  und  Vertikalkräfte 
natürlich  belanglos,  so  dafs  wir  hierfür  nur  die  Auflagedrücke 
bezw.  deren  Reaktionen  an  den  Stützen  ins  Auge  zu  fassen  haben. 
In  der  Theorie  der  Fachwerke  denkt  man  sich  darum 
auch  alle  Lasten  zunächst  in  den  Knoten  konzentriert, 
so  daÜB  im  Falle  des  Gleichgewichts  überhaupt  keine  Biegungs- 
momente und  Vertikalkräfte  auftreten  und  als  innere  Kräfte  des 
Systems  nur  die  in  die  Stabrichtungen  fallenden  Zug-  oder 
Druckkräfte  übrig  bleiben.  Die  Ermittelung  dieser  Stabspan- 
nungen aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bildet  nun- 
das  Endziel  der  Fachwerkstheorie. 

Diese  Theorie  gründet  sich  auf  den  einfachen  Satz,  dafs  an 
jedem  Knotenpunkte  die  Spannungen  der  dort  zu- 
sammenlaufenden Stäbe  mit  der  äufseren  Kraft  im 
Gleichgewichte  stehen,  sich  also  mit  dieser  zu  einem 
geschlossenen  Polygon  zusammensetzen  lassen  müs- 
sen. Laufen  in  einem  Knoten  nur  zwei  Stäbe  zusammen,  so 
sind  deren  Spannungen  sofort  durch  ein  Kräftedreieck  zu  er- 
mitteln. Daher  bietet  die  Spannungsermittelung  in  einem  aus 
drei  Stäben  bestehenden  Fachwerk  nicht  die  geringsten  Schwierig- 
keiten, wenn  man  nur  wieder  die  Auflagereaktionen  als  äulsere 
Kräfte  einführt.  Ist  z.  B.  in  Fig.  140  das  Stabdreieck  l^^lz  im 
Punkte  C  durch  eine  Vertikalkraft  P  belastet,  so  ergeben  sich  aus 
dem  Kräftedreieck  (Fig.  140  a)  mit  12  =  P  und  OI//Z1,  02//i2 
sofort  die  Stabspannungen  /Si  und  ^2  in  l^  und  l^.  Zieht  man 
darauf  noch  die  Linie  03  //  Z3,  so  erhalten  wir  in  den  Abschnitten  13 
und  23  die  Auflagedrucke  A  und  B^  sowie  in  03  die  Spannung  ^, 
im  dritten  Stabe  ^.  Die  Figur,  welche  die  einzelnen  Kräftedrei- 
ecke in  sich  vereinigt   und    dadurch    eine  bequeme  Ermittelung 
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sowohl  der  Stabspannungen  wie  auch  der  Auflagedrucke  ermög- 
licht, heilst  der  Kräfteplan  des  Fachwerks. 

C 

B 


Fig.  140  a. 


Aus  derartigen  dreieckigen  Stabverbindungen  kann  man  nun 
durch  fortgesetztes  Hinzufügen  von  zwei  Stäben  an  zwei  Knoten- 
punkten beliebig  viele  Fachwerke  ableiten,  welche  alle  die  Eigen- 
schaft der  Starrheit  besitzen.  Ist  die  Zusammensetzung  in  der 
Weise  erfolgt,  dafs,  wie  in  Fig.  141  angedeutet,  mehr  als  zwei 
Stabdreiecke  eine  Seite  gemeinsam  besitzen,  so  kann  man  genau 


Fig.  141. 


Fig.  142. 


nach  der  oben  beschriebenen  Methode  verfahren,  indem  man 
die  Kräfte  an  den  Knotenpunkten  mit  nur  je  zwei  Stäben  auf 
diese  verteilt.  Nachdem  dies  geschehen,  kann  man  auch  sofort 
die  Spannung  des  mehreren  Dreiecken  gemeinsamen  Stabes  er- 
mitteln. Praktisch  von  weitaus  grölserer  Bedeutung  sind  Fach- 
werke, in  denen  kein  Stab  mehr  als  zwei  Dreiecken  angehört. 
Die  Bestimmung  der  Spannung  in  einem  Stabe  EF  geschieht  nach 
dem  Vorschlage  Ritters  hier  am  einfachsten,  indem  man  ihn 
durchschnitten  und  das  Gleichgewicht  durch  Anbringen  der  beiden 
entgegengesetzt  gleichen  Spannkräfte  in  E  und  F  erhalten  denkt 
(Fig.  142).  Fällt  man  dann  von  dem  gegenüberliegenden  Punkte  D 
ein  Lot  a  auf  EF,  so  stimmt  das  Produkt  aS  mit  dem  Momente 
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aller  äulseren  Kräfte  (einschlielslLcli  der  Auflagereaktion)  in  Bezug 
auf  D  auf  einer  Seite  des  Schnittes  überein.  Genau  so  verfährt 
man  zur  Bestimmung  der  Spannung  in  DG^  wobei  man  nur  den 
Punkt  F  als  Ausgangspunkt  des  Lotes  wählt,  um  schliefslich 
die  Spannung  in  DF  zu  finden,  verlängere  man  sowohl  EF  wie 
DG  bis  zu  ihrem  Schnitte  jff,  von  dem  aus  man  auf  DF  das 
Lot  zu  fällen  hat,  dessen  Produkt  mit  der  gesuchten  Stabspannung 
dem  Momente  der  äufseren  Kräfte  auf  einer  Seite  des  Schnittes 
durch  die  drei  Stäbe  in  Bezug  auf  H  gleich  ist.  Die  Einfach- 
heit dieses  Verfahrens  ist  darin  begründet,  daÜB  beim  gleich- 
zeitigen Schnitte  dreier  nicht  in  einem  Knoten  zusammentrefEender 
Stäbe  für  den  Schnittpunkt  je  zweier  derselben  nur  die  gegen- 
überliegende Seite  mit  ihrer  Spannung  in  Betracht  kommt, 
während  die  beiden  anderen  Spannungen  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  keine  Momente  besitzen.  Besonders  bequem  gestaltet  sich 
die  Ermittelung  der  Momente  der  äulseren  Kräfte  auf  einer  Seite 
des  Schnittes  durch  das  Fachwerk,  wenn  man  ihre  Resultante  B 
sogleich  einzeichnet.  Man  hat  alsdann  nur  von  den  Punkten  D, 
F  bezw.  H  Lote  r  auf  B  zu  fällen  und  die  Produkte  rB  und 
aS  einander  gleich  zu  setzen. 

Bezüglich  zahlreicher  anderer  Methoden,  welche  demselben 
Zwecke  der  Spannungsermittelung  in  Fachwerken  dienen,  muls 
auf  die  Lehrbücher  der  graphischen  Statik  verwiesen  werden.  In 
denselben  findet  man  auch  eingehende  Anleitungen  zum  Ent- 
würfe von  Kräfteplänen.  Für  unsere  Zwecke  erscheint  hier  nur 
noch  eine  Bemerkung  wichtig.  Verbindet  man  in  einem  aus 
Dreiecken  bestehenden  Fachwerke  zwei  nicht  direkt  miteinander 
zusammenhängende  Knoten,  z.  B.  E  und  G  in  der  letzten  Figur, 
durch  einen  weiteren  Stab,  so  versagt  die  oben  auseinander- 
gesetzte Methode  der  Spannungsermittelung,  und  die  Spannimgen 
in  diesem  neuen  Stabe,  wie  auch  in  den  drei  anderen  EF,  DF,  DO 
bleiben  unbestimmt.  Derartige  Fach  werke  sind  alsdann  statisch 
unbestimmt  im  Gegensatz  zu  der  nur  aus  einseitig  zusammen- 
hängenden Dreiecken  statisch  bestimmten  Konfiguration, 
und  solche  Stäbe,  welche  die  Unbestimmtheit  hervorgerufen 
haben,  und  daher  unbeschadet  der  Starrheit  entfernt  werden 
können,  überzählig.  Sind  im  ganzen  k  Knoten  in  der 
Ebene  vorhanden,  so  können  wir  offenbar  die  gröfste  Zahl  von 
Verbindungen   herstellen,   wenn   wir  jeden  Knoten   mit  jedem 


(11) 
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anderen  durch  einen  Stab  verbinden.  Die  Zahl  s  der  Stäbe  wird 
in  einem  solchen  Fachwerk  ein  Maximum  sein  und  zwar 

_  kjk  —  l) 

Smax.   —  Q 

Sind  nun  Xi  yi,  o^  ^2  •  •  •  ^»  Vk  die  Koordinaten  der  Knoten 
in  einem  rechtwinkligen  festen  Achsensystem,  so  ergeben  sich 
für  die  Stablängen  l  des  Fachwerkes  die  Gleichungen 

(%        -  ^2?   +    {yi       -   ^2?    =   k2^ 
(P02      -  Xsf   +    (1/2       -  Vzf    =   «28^ 

«  •  •  •  • 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  • 

deren  Zahl  mit  derjenigen  der  Stäbe  s  übereinstimmen  mufs. 
Halten  wir  nun  das  Fachwerk  an  einem  Knoten  fest,  d.  h. 
nehmen  wir  die  beiden  Koordinaten,  z.  B.  x^  yx  desselben  als 
gegeben  an,  so  kann  sich  immer  noch  das  ganze  System  um 
diesen  Knoten  drehen,  wobei  alle  anderen  Punkte  Kreise  be- 
schreiben, um  diese  Drehung  zu  verhindern,  brauchen  wir  nur 
noch  eine  weitere  Knotenpunktskoordinate  vorzuschreiben,  so 
dafs  im  ganzen  durch  unsere  Gleichungen  (11)  nur  mehr  2Ä  —  3 
Knotenpunktskoordinaten  durch  drei  derselben  und  s  Stab- 
längen bestimmt  werden.  Soll  diese  Bestimmung  eindeutig  sein, 
so  muls  die  Zahl  der  Unbekannten  mit  derjenigen  der  unabhängig 
voneinander  bestehenden  Gleichungen  übereinstimmen,  d.  h. 
es  mufs 

s==2Ä;  —  3       (12) 

sein.  Wären  weniger  Stäbe  vorhanden,  so  würde  die  Zahl  der 
Gleichungen  nicht  zur  Bestimmung  der  Knotenpunktskoordinaten 
hinreichen,  d.  h.  einzelne  Knoten  würden  Bahnen  beschreiben 
und  das  Fachwerk  nicht  in  Ruhe  verharren.  Die  Gl.  (12)  be- 
stimmt demnach  für  k  Knoten  die  Mindestzahl  der  Stäbe, 
welche  man  darum  auch  als  notwendige  Stäbe  bezeichnet 
Hat  man  zwei  voneinander  unabhängige,  statisch  bestimmte 
Fachwerke  mit  den  Knoten-  und  Stabzahlen  k^  k^  bezw.  s^  «2»  so 
gelten  hierfür  die  Gleichungen 

«1  =  2  Äi  —  3,        «2  =  2  Ä;2  —  3. 
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Sollen  dieselben  zu  einem  Fachwerk  durch  Hinzufügung  von 
Stäben  verbunden  werden,  so  ergibt  sich  für  eine  KnotenzaM 
von  Äi  -|-  Ä2  die  Zahl  der  notwendigen  Stäbe 

s  =  2  (Äi  +  Äa)  —  3  =  Si  +  «2  +  3, 

so  dals  also  zur  Vereinigung  drei  Stäbe  hinzugefügt 
werden  müssen.  Soll  dagegen  ein  Fachwerk  von  der  Knoten- 
zahl kl  und  der  Stabzahl  ^i  durch  einen  Knoten  erweitert  werden, 
so  besitzt  das  neue 

s  =  2  (Äi  +  1)  —  3  =  5i  +  2, 

also  zwei  notwendige  Stäbe  mehr  als  das  ursprüng- 
liche. Derartige  Verbindungsstäbe  dürfen  natürlich  nur  so  an- 
gebracht werden,  dafs  die  ihnen  entsprechenden  Gl.  (11)  un- 
abhängig voneinander  sind,  da  andernfalls  wenigstens  elementare 
Verschiebungen  der  Knoten  möglich  bleiben.  Dies  trifft  z.  B. 
zu,  wenn  wir  den  neuen  Knoten  Z>,  welcher  in  der  Fortsetzung 
von  AB  liegt,  durch  einen  Stab  mit  Ä  und  durch  einen  andern 
mit  B  verbinden,  da  zwischen  diesen  beiden  Stäben  die  Be- 
ziehung 

ÄD^BD  =  AB 

besteht  (Fig.  143).  In  der  Tat  kann  hierbei  eine  elementare  Ver- 
schiebung von  D  senkrecht  zu  AB  eintreten,  welche  mit  der 
Starrheit  des  Gebildes  nicht  verträglich  ist. 

Auf  die  oben  durch  rein  geometrische 
Betrachtungen  gewonnene  Zahl  Gl.  (12) 
der  notwendigen  Stäbe  werden  wir  übri- 
gens auch  durch  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen geführt.  Wir  zerlegen  zu  diesem 
Zwecke  die  an  jedem  Knoten  an- 
Fig.  143.  greifenden  äufseren  Kräfte  (ebenso  auch 

die  Auflagereaktionen)  in  ihre  Kom- 
ponenten Xi  und  Yi  nach  den  Achsenrichtungen  eines  festen, 
rechtwinkligen  Koordinatensystems.  Der  Stab  hu  welcher  die 
Punkte  h  und  i  mit  den  Koordinaten  Xh  Vh,  Xi  yi  verbindet,  und 
dessen  Spannung  mit  Sm  bezeichnet  werden  möge,  bildet  dann 
mit  den  Achsen  den  Winkel  a,  gegeben  durch 

Xh  —  Od                       yh  —  yi 
cos  a  =  — = ,      sm  a  :=  — = , 

thi  Chi 
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so  dals  die  beiden  Komponenten  der  Stabspannung  sich  zu 

«         o    ^h  —  Xj  yh  —  yi 

^x   =    OÄi  1 ,         Oy    =    OÄ»  i 

berechnen.  An  jedem  Knotenpunkte  besteht  demnach  Gleich- 
gewicht, wenn  für  denselben  die  Bedingungen 

^^*  ;       .    .     .    .    (13) 

Chi 

erfüllt  sind,  in  denen  die  Summierung  sich  über  alle  im 
Punkte  i  zusammenlaufenden  Stäbe  zu  erstrecken  hat.  Da  nun 
für  jeden  Knoten  sich  diese  beiden  Formeln  anschreiben  lassen, 
so  hat  man  im  ganzen  für  die  Ermittelung  der  unbekannten 
Stabspannungen  2  k  Gleichungen.  Dieselben  sind  indes  nicht 
ganz  unabhängig  voneinander,  da  im  Falle  des  Gleichgewichts 
nicht  nur  die  äulseren  Kräfte  einschlielslich  der  Auflagereaktionen 
sich  aufheben,  aulserdem  aber  auch  ihre  Momentensumme  ver- 
schwinden muls.  Wir  haben  demnach  noch  die  drei  weiteren 
Formeln 

2Xi  = 

2  (Xiyi  —  YiXi) 


0,   :sri  =  0  1 


Kombiniert  man  dieselben  mit  den  2ä  Gleichungen  (13),  so 
bleiben  nur  mehr  2k  —  3  unabhängige  Gleichungen  in  Überein- 
stimmung mit  Gl.  (12)  zur  Bestimmung  von  ebenso  viel  unbe- 
kannten Stabspannungen  übrig.  Man  übersieht  schon  aus  dieser 
Betrachtung,  dafs  die  analytische  Berechnung  der  Stabspannungen, 
trotzdem  es  sich  nur  um  Auflösung  linearer  Gleichungen  handelt, 
im  Vergleich  mit  der  früher  gegebenen  graphischen  Ermittelung 
recht  umständHch  ausfällt,  so  dals  die  Bevorzugung  der  letzten 
durch  die  ausführende  Technik  nicht  Wunder  nehmen  kann. 
Wegen  der  weiteren  Untersuchung  ebener  Fachwerke  müssen 
wir  auf  Spözial werke  verweisen,  von  denen  sich  die  »Technische 
Mechanik«,  Bd.  I  von  Henneberg  sowie  die  »Theorie  des 
Fachwerkesf  von  Foeppl,  der  wir  in  unseren  letzten  Betrach- 
tungen gefolgt  sind,  durch  Vollständigkeit  und  Strenge  besonders 
auszeichnen. 
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§  38.    Das  einfache  materielle  ebene  Pendel. 

Unterschied  zwischen  dem  materiellen  oder  physischen  und  dem  ma- 
thematischen Pendel.  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  mit 
Hilfe  der  Auflagereaktionen.  Die  reduzierte  Pendellänge  und  der 
Schwingungsmittelpunkt.  Ermittlung  von  Trägheitsmomenten  durch 
Schwingungsversuche.  Berechnung  der  Auflagereaktionen.  Das  Re- 
versionspendel von  Bohnenberger  und  Kater.  Das  Zeunersche  Pendel 
mit  drei  festen  Achsen.    Der  Temperaturausgleich  materieller  Pendel. 

In  §  15  haben  wir  die  Bewegung  eines  starren,  mit  einem 
festen  Drehpunkte  verbundenen  materiellen  Punktes  betrachtet, 
also  eines  Gebildes,  welches  sich,  streng  genommen,  nicht  reah- 
sieren  läfst  und  darum  als  mathematisches  Pendel  be- 
zeichnet wird.  Die  Sätze  über  die  Wirkung  von  Kräften  mit 
verschiedenen  Angriffspunkten  ermöglichen  uns  nunmehr  auch 
die  Verfolgung  der  Bewegungserscheinungen  des  wirklichen 
Pendels,    welches   im  Gegensatze   zu   dem    mathematischen   daß 

materielle     oder    physische 
Pendel  heilst.    Dasselbe  ist  ganz 
~^  allgemein  ein  starrer  Körper,  der 
nur  um  eine  durch  ihn  hindurch- 
gehende   Horizontalachse   0    sich 
derart    drehen    kann,    dafs    alle 
Elemente     desselben    kongruente 
vertikale    Kreisbogen   um    0   be- 
schreiben.   Da  dies  auch  für  die 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden 
Elemente  zutrifft,   so  können  wir 
das    ganze    System    uns    als    ein 
ebenes  vorstellen,  wie  wir  uns  nur 
in   jedem   Punkte   des   ins   Auge 
gefafsten  Körperschnittes  (Fig.  144) 
die     vor    und    hinter    demselben 
liegenden  Massenelemente  konzentriert  denken.    Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  im  allgemeinen  ein  ebenes  System  mit  ungleichför- 
miger Flächenbelegung. 

Auf  jedes  Element  dm  dieses  Systems  wirkt  nun  als  äulsere 
Kraft  lediglich  die  Schwere  gdm.  Wir  legen  durch  die  Be- 
wegungsebene ein  rechtwinkliges  Achsensystem  mit  dem  Ursprung 
im  Drehpunkte  0  und  wählen  als  Abscissenachse  die  Horizontale, 


Fig.  144. 
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als  positive  Ordinatenachse  die  nach  unten  gerichtete  Vertikale 
durch  0.  Bezeichnen  wir  alsdann  die  Komponenten  der 
Auf  lagereaktion  in  Oin  horizontaler  und  vertikaler  Rich- 
tung mit  H  und  F,  so  erhalten  wir  durch  Summierung  aller 
Komponenten  in  einer  Richtung  zunächst  die  beiden  Gleichungen 

^  ^  ^'"^  ^  >  (1) 

welche  zur  Bestimmung  des  Auflagedruckes  dienen  können,  wenn 
die  rechts  stehenden  Integrale  ausgewertet  sind.  Verlegen  wir' 
dann  alle  Kräfte  nach  dem  Drehpunkt  0,  so  rufen  die  an  jedem 
Elemente  wirkenden  äufseren  Kräfte  ein  Kräftepaar  hervor, 
welches  im  Bewegungszustande  nach  §  35  Gl.  (5a)  eine  Flächen- 
beschleunigung zur  Folge  hat.  Bedeutet  r  den  Abstand  des 
Elementes  dtn  von  0  und  t//  den  momentanen  Auslenkungs- 
winkel dieses  Fahrstrahles  aus  der  Vertikalen,  so  haben  wir  die 
Momentengleichung  für  das  ganze  System,  da  2  {x  Y  —  y  X) 
=  f  gxdm  ist, 

^gxdm  =  -^dm^{r^^^) (2) 

worin  wir  rechts  das  negative  Vorzeichen  eingeführt  haben,  weil 
durch  die  Wirkung  des  Kräftepaares  der  Winkel  t//  verkleinert 
wird.  Diese  Gleichung  läfst  sich  nun  leicht  vereinfachen  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  das  Pendel  ein  starres  System  dar- 
stellt. Alsdann  ist  nämlich  zunächst  der  Abstand  r  von  der 
Zeit  unabhängig,  so  dals  wir  schreiben  dürfen 


g  I  xdm  =  —  \  r^d 


♦»d^ (2a) 


Legen  wir  nunmehr  von  0  aus  eine  Schwerachse  OS  durch  das 
Pendel,  welche  mit  der  Vertikalen  im  betrachteten  Moment  den 
Winkel  </  bilden  möge,  so  erkennen  wir,  dafs  infolge  der  Starr- 
heit des  ganzen  Systems  die  Änderungen  dieses  Winkels  (p  mit 
denjenigen  von  rfj  übereinstimmen  müssen,  d.  h.  dafs 

d(p  _  dip  d^cp  _  d^xjj 

dt  ~~di'         J^  ~"dW ^^ 
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wird.  Dadurch  aber  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  dem 
ganzen  System  gemeinschaftliche  Winkelbeschleunigung  vor  das 
Integralzeichen  zu  setzen  und  statt  (2a)  zu  schreiben 


ja:^m  =  ^f|j 


r^dm (2b) 


Beziehen  wir  nunmehr  die  Lage  des  Elementes  dm  auf  die 
Schwerachse  selbst,  so  zwar,  dafs  wir  seinen  Abstand  von  der- 
selben mit  §,  die  Projektion  von  r  auf  dieselbe  dagegen  mit  tj 
bezeichnen,  so  haben  wir 

X  =  '^  cos  qp  -(-  ^  sin  9, 

mithin,  da  der  Drehwinkel  cp  der  Schwerachse  wiederum  dem 
ganzen  System  gemeinsam  ist, 

g  \xdm  ==  g  cos  (p\ '^dm -\- g  sin  (p  \  1]  dm   ...     (4) 

Hierin  verschwindet  aber,  dsi  OS  eine  Schwerachse  bildet,  das 
erste  Integral  der  rechten  Seite  und  wir  erhalten  unter  gleich- 
zeitiger Einführung  von  (4)  in  Gl.  (2b) 

g  sin  cp  \  TJ  dm  =  —  -j^  \  r^dm (5) 

Die  in  dieser  Gleichung  auf  der  linken  und  rechten  Seite 
stehenden  Integrale  sind  nun  nichts  anderes  als  das  statische 
Moment  des  ebenen  Systems  in  Bezug  auf  eine  durch  0  gehende 
Normale  zur  Schwerachse  OS  bezw.  das  polare  Trägheitsmoment 
um  0  selbst.  Setzen  wir  dieselben  der  Kürze  halber  analog  den 
Bezeichnungen  in  §  36 

\fjdm=:Tl  und   \r^dm  =  Q, 

so  haben  wir  statt  (5) 

0  d^q> 
(7sm(jP  =  -^^ (5a) 

Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  des  mathematischen 
ebenen  Pendels  von  der  Länge  l  können  wir  hieraus  sofort  wieder 
ableiten,  wenn  wir  beachten,  dafs,  unter  m  dessen  punktförmige 
Masse  verstanden,  für  dasselbe 

3K  =  Z.m,  0  =  l^m 
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wird,  so  dafs  wir  erhalten 

g&m(p=  —Ij^ (5b) 

Die  Integration  dieser  formell  mit  (5  a)  übereinstimmenden 
Gleichung  haben  wir  schon  in  §  15  durchgeführt  und  ins- 
besondere dort  die  Abhängigkeit  der  Schwingungsdauer  vom 
Ausschlags  Winkel  bestimmt.  Aus  dem  Vergleich  von  (5  a)  und 
(5  b)  geht  nun  unmittelbar  hervor,  dals  ein  materielles  Pendel 
sich  genau  so  wie  ein  mathematisches  verhält,  wenn  einerseits 
die  Länge  desselben  durch 

'  =  w («) 

gegeben  und  andererseits  die  Ausschläge  —  für  das  materielle 
Pendel  auf  die  Schwerpunktsachse  bezogen  —  übereinstimmen. 
Die  durch  die  Gl.  (6)  definierte  Länge  des  gleichwertigen  mathe- 
matischen Pendels  heilst  die  reduzierte  Länge  des  ma- 
teriellen Pendels;  trägt  man  dieselbe  vom  Drehpunkte  aus 
auf  der  Schwerachse  OS  ab,  so  nennt  man  ihren  Endpunkt  den 
Schwingungsmittelpunkt  des  Systems. 

Der  praktische  Wert  der  Formel  (6)  beruht  nun  vor  allem 
in  der  durch  sie  gebotenen  Möglichkeit,  Trägheitsmomente 
unregelmälsig  gestalteter  Körper  in  Bezug  auf  be- 
stimmte Achsen  d  u  r  c  h  Schwingungsversuche  empirisch 
zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmt  man  zuerst  das 
statische  Moment  in  Bezug  auf  die  gewünschte  Achse,  indem 
naan  den  Körper  in  dieser  Achse  stützt  und  in  einem  beliebigen 
Abstände  a  auf  eine  Wage  drücken  läfet.  Ist  O  das  von  der- 
selben angezeigte  Gewicht,  so  hat  man  sofort 

Man  läfst  ihn  alsdann  um  die  Achse  Schwingungen  voll- 
ziehen, deren  Dauer  bei  sehr  kleinen  Ausschlägen 

direkt  gemessen  (siehe  §  15)  werden  kann  und  so  auf  die  redu- 
zierte .Pendellänge  l  führt.  Durch  Einsetzen  der  gefundenen 
Werte  von  3R  und  l  in  Gl.  (6)  ergibt  sich  schlielslich  das  ge- 
suchte polare  Trägheitsmoment. 
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Nachdem  wir  lediglich  aus  der  Betrachtung  der  Momenten- 
gleichung  die  Bewegung  des  materiellen  Pendels  abgeleitet  haben, 
kehren  wir  zu  den  Formeln  (1)  für  die  Komponenten  der 
Auflagereaktion  zurück,  deren  Berechnung  insbesondere 
dann  von  praktischer  Wichtigkeit  ist,  wenn  wir  es  mit  sehr 
schweren  Pendeln  zu  tun  haben.  Die  in  den  Gl.  (1)  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Integi*ale  lassen  sich  mit  Hilfe  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  leicht  umformen.  Bezeichnen  wir  nämlich 
die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  mit  Xq  2/0  ^^^^  seinen  Ab- 
stand von  0  mit  s,  so  haben  wir  aus 


sofort 


Xq  =  s  8in  q)  y  yo  =  s  cos  (p 

d2; 


xo  (d^ff  ld(f\^   .       { 


dp' 
Da  nun  nach  dem  Schwerpunktssatze 

ist,  so  folgt  mit  ws  =  3K  auch 


,     d^y  d^f^    .  [d'fY^ 


(7) 


Die  Winkelbeschleunigung  können  wir  nun  hieraus   mit  Hilfe 
von  (5a)  bezw.  (5b)  eliminieren.     Die  Integration    der  Formel 

d:^fp        g  .  m  . 

j^  =  -j8m<p  =  -g-QSin,p 

liefert  uns  schlielslich  für  die  Winkelgeschwindigkeit   unter  Ein- 
führung des  grölsten  Ausschlagswinkels  a 

di]   ^T  ^^^®  ^^  ~  ^^®  "^  ' 
und  damit  gehen  die  Gleichungen  (7)  über  in 


d'^x  mg 

dm  -T^  =  —  -y-  sin  ({  (3  cos  i\>  —  2  cos  a) 


j 

r ,    AH     mg(.  ^       ,.  ,        Y   ^^*^ 

1  dm  ^-Tg-  =  —7-  -jsm  2  (^-  —  2  (cos  ^  —  cos  a)  cos  ^j- 
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Die  beiden  Komponenten  der  Auf  lagereaktion  ergeben  sich  nun- 
mehr durch  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  in  die  Gl.  (1).  Dieselben 
nehmen  dann  eine  einfache  Form  an,  wenn  wir,  unter  G  das 
Gewicht  des  Pendels  und  8  seinen  Schwerpunktsabstand  von  0 
verstanden, 

^gdm  =  G  und  Sß^r  =  Gs 
setzen.     Alsdann  haben  wir  für  die  gesuchten  Komponenten 

H=  —  6?  y  sin  r/)  (3  cos  (p  —  2  cos  a) 


F=  —  ö-J1-|-t(2  cos  ^(f  —  sin 2(^)  —  2  cos  q^ 


cos 


Der  Auflagedruck  ist  demnach  in  seiner  Grölse  und 
Richtung  abhängig  vom  momentanen  Ausschlagswinkel 
des  Pendels.    Die  Horizontalkomponente  erreicht  ihr  absolutes 

Maximum  für  cos  ^  =  ^  (cos  a  i  j/  cos  2  a  -|- 18) ,  die  Vertikal- 
komponente dagegen  für  </)  =  0,  so  zwar,  dafs 


max 


=  —  G 


(s         ^a\ 
l+4y8in^J      .     .     .     .     (8a) 


Die  Gl.  (6)  für  die  reduzierte  Pendellänge  gestattet  weiterhin 
noch  eine  Umformung  mit  Hilfe  des  Steinerschen  Satzes.  Mit 
dem  soeben  eingeführten  Schwerpunktsabstand  s  des  Pendels 
von  der  Drehachse  0  schreiben  wir  zunächst  9K  =  sm;  auXser- 
dem  aber  folgt  aus  Gl.  (4  a)  §  36,  wenn  wir  für  das  polare  Träg- 
heitsmoment um  den  Schwerpunkt  ©0  =  ^0^^  setzen,  worin 
ko  den  zugehörigen  polaren  Trägheitshalbmesser  bedeutet, 

folglich 

-!=¥+• (») 

Durch  diese  Gleichung  ist  der  einer  gegebenen  reduzierten 
Pendellänge,  also  auch  einer  vorgeschriebenen  Schwingungsdauer 
zugeordnete  Schwerpunktsabstand  der  Drehachse  bestimmt.  Sie 
hat  ersichtlich  die  beiden  Wurzeln 


s  =  |-±]/j-V, (9a) 
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welche   nur  so  lange   reell   sind,    als  Z  >  2A:o   oder,    wenn   die 
Schwingungsdauer 


to>2 


'f-f- 


Daraus  ergibt  sich,  dals  ein  materielles  Pendel  eine  ge- 
ringste Schwingungsdauer  besitzt;  dieselbe  wird  dann 
erreicht,  wenn  der  Schwerpunktsabstand  der  Drehachse  mit  dem 
polaren  Trägheitshalbmesser  um  den  Schwerpunkt  übereinstimmt 
Im  allgemeinen  aber  befinden  sich  nach  Gl.  (9)  auf  jeder  Schwer- 
achse zu  beiden  Seiten  des  Schwerpunktes  je  zwei  Drehpunkte 
in  den  Abständen  «i  und  s^,  denen  dieselbe  Schwingungsdauer 
^0  zukommt,  und  welche  durch  die  Gleichung 

«i  +  s2  =  i  =  ¥ri (10) 


n 


verknüpft  sind.  Mit  diesen  beiden  Abständen  ist  demnach  die 
reduzierte  Pendellänge  selbst  gegeben.  Liegen  die  Endpunkte 
dieser  beiden  Abstände  Si  und  s^  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Schwerpunktes,  so  kann  man  folglich  einen  derselben  als  Dreh- 
punkt wählen,  während  der  andere  den  zugehörigen  Schwin- 
gungsmittelpunkt ergibt  und  umgekehrt.  Auf  dieser  Tatsache 
beruht  die  Verwendung  des  Bohnenberger-Katerschen 
Reversionspendels,  welches  zwei  zu  beiden  Seiten  des  Schwer- 
punkts verschiebbare  Achsen  (Schneiden)  besitzt  imd  die  Be- 
stimmung der  reduzierten  Pendellänge,  bezw.  aus  derselben  die- 
jenige der  Erdbeschleunigung  ohne  Zuhilfenahme  des  Trägheits- 
momentes ermöglicht.  Allerdings  ist  hierzu  eine  äulserst  ge- 
naue Messung  der  Schwerpunktsabstände  Si  und  s^  erforderlich. 

Durch  die  Einstellung  der  beiden  Achsen  wird  naturgemäß 
das  Arbeiten  mit  dem  Reversionspendel  aulserordentlich  mühsam 
und  zeitraubend.  Zeuner^)  hat  darum  vorgeschlagen,  statt 
desselben  ein  Pendel  mit  drei  auf  der  Schwerachse  in  beliebigen 
Abständen  festen  Achsen  0,  A,  B  zu  verwenden ,  denen  die 
reduzierten  Pendellängen  Zq,  la,  fe,  sowie  die  Schwingungszeiten 


^)  Die  obenstehende  bisher  nicht  veröffentlichte  Ableitung  ist  einer 
Vorlesung  über  technische  Mechanik  am  Polytechnikum  zu  Dresden 
im  Wintersemester  1886/87  mit  freundlicher  Genehmigung  des  Herrn 
Geh.-Kat  Prof.  Dr.  Zeuner  entnommen. 
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to,  ta,  th  entsprechen  (Fig.  146).  Dann  sind  die  Längen  OA  =  a 
und  OB  =^b  bekannt,  nicht  aber  der  Schwerpunktsabstand  der 
ersten  Achse  08  =  8  und  der  polare  Trägheitshalbmesser  Äq  ^^r 
den  Schwerpunkt.  LäM  man  das  Pendel  um  jede  der  Achsen 
schwingen,  so  hat  man  für  die  Schwingungszeiten  und  die  zu- 
gehörigen reduzierten  Pendellängen  die  Gleichungen 


l, 


la  = 


h=: 


s2  + V 
s 

a  —  s 

(b  —  8)2  -}-  ArpZ 
b  —  s 


(11) 


und    daraus   durch  Elimination   der  l   die  beiden 
Formeln 


(g  -  sy  +  kp^ 

(b  ^  sy  +  v 

52  -f  Äo2  b 


toi 

2 


i 


js lux 


■    (12) 


Fig.  145. 


zur  Bestimmung  der  Unbekannten  s  und  Äq»  i^t  denen  dann 
aus  den  rechtsstehenden  Gl.  (11)  auch  die  reduzierten  Pendel- 
längen für  alle  drei  Achsen  gegeben  sind.  Aus  den  links- 
stehenden Formeln  (11)  folgt  schlielslich  die  gesuchte  Erd- 
beschleunigung. Bei  dem  von  Zeuner  in  der  technischen 
Hochschule  zu  Dresden  untersuchten  Pendel  ergab  die  Messung 

a  =  850,728  mm ,         b  =  492,831  mm , 

die  halben  Schwingungszeiten  dagegen  fanden  sich  zu 

1 


to  =  0,810 125 


^ta  =  0,860  288  " ,        I  fo  =  0,879  350" 


und  damit 

s  =  312,185  mm,        la  =  652,52  mm, 

^  =  9,8127  m/sek  2, 

entsprechend    einer   für   Dresden  gültigen  Sekundenpendellänge 
von 

9 


h  = 


71' 


994,24  mm. 


20' 
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Bei  der  groJfeen  praktischen  Bedeutung  des  materiellen  Pendels 
als  Zeitregulator  genau  gehender  Uhren  erscheint  es 
wichtig,  den  vor  allem  störenden  Einfluls  der  Temperatur  kennen 
zu  lernen.  Derselbe  äulsert  sich  im  allgemeinen  in  der  Ver- 
änderung aller  Längen ;  wenn  wir  es  mit  einem  aus  durchgehends 
gleichem  Materiale  bestehenden  (sog.  homogenen)  Pendel  zu  tun 
haben,  so  werden  alle  Strecken  bei  einer  bestimmten  Temperatur- 
änderung im  gleichen  Verhältnis  geändert.  Bezeichnen  wir 
dieses  Verhältnis  für  1^  des  hundertteiligen  Thermometers 
(Celsius),  den  sog.  Unearen  Ausdehnungskoeffizienten 
mit  a  und  betrachten  diesen  für  alle  in  Frage  kommende 
Temperaturen  als  konstant,  so  nimmt  ein  Stab,  der  bei  0^  die 
Länge  Xq  besals,  bei  S-^  die  Länge 

X  =  Xq^I  -{-  ad-) 
an.    Daraus  folgt  aber  durch  Differentiation 

dx  _  d^x 

Für  die  Schwingungsdauer  des  materiellen  Pendels  ist  nun  allein 
dessen  reduzierte  Länge  malsgebend,  deren  Änderung  mit  der 
Temperatur  wir  demnach  festzustellen  haben.  Wu*  setzen  dabei 
eine  Temperatursteigerung  um  J  S-^  voraus  und  haben  alsdann 
nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  die  Längenänderung 

dl  1  d^l 

Jl  =  l^l,^  —  j^  +  -—^jm  +  .,.       .     (13) 

wobei  Iq  die  ursprüngHche  Länge  bedeutet.  Führen  wir  die 
hierin  angedeuteten  Differentiationen  unter  Zugrundelegung  der 
Formel  (6)  aus,  so  folgt 

dd^       W^y    dS^       ^dd, 

dd-^  ~~m  dd^       33^2  ^^2       33^3  y^^  d&       ^  d&j  d& 

u.  s.  w. 

u.  s.  w.  Soll  infolge  der  Temperaturänderung  z/ ^  keine  Änderung 
von  l  eintreten,  so  müssen  alle  diese  Ausdrücke  verschwinden. 
Da  es  sich  meist  um  kleine  Temperaturänderungen  handelt,  so 
werden   die  Glieder  mit  höheren  Potenzen   von  Jd^  jedenfallß 
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ohnehin  klein  gegen  das  erste  Glied  der  Taylorechea  Reihe  aus- 
fallen, Bo  dab  man  das  Hauptaugenmerk  auf  das  Verschwinden 


des  ersten  DiSerentialquotienten  - 
immer  dann  ein,  wenn 


r  richten  wird.    Dies  tritt  aber 


(14) 


wird.  Wäre  diese  Gleichung  für  alle  Werte  von  &  erfüllt,  so 
würde  das  Pendel  schon  vollständig  kompensiert  sein,  da  sich 
durch  Integration  desselben  sofort  &  ^  'iOi,  unter  l  die  konstante 
reduzierte  Pendellänge  verstanden,  ergehen  würde.  Da  dies  nun 
im  allgemeinen  nicht  durchführbar  ist,  80  müssen  wir  uns  be- 
gnügen, die  obige  Bedingung  für  irgend  eine  mittlere  Tem- 
peratur zu  erfüllen.  Dazu  ist  es  indessen  schon  notwendig,  das 
Pendel  aus  einzelnen  Teilen  mit  verschiedenen  Aus- 
dehnungskoeffizienten zusammenzusetzen,  da  für 
ein  homogenes  Pendel 

äR*-j''?{i  +  «*)<i«  =  (!  +  «») aR.    ^  = 

wird  und  damit  der  Ausdruck 


©tf  = 


=  2«(i+«*)e 


am 


de» 
*  d» 


d» 


auch  bei  kleinen  Werten  von  « inner- 
halb praktisch  in  Frage  kommender 
Temperaturen  nicht  verschwinden 
kann.  Man  setzt  darum  die  Pendel- 
Stangen  aus  mehreren  Stäben  von  ver- 
schiedenem Materiale  (z.  B.  Eisen  und 
Zink)  so  zusammen,  dafs  die  Aus- 
dehnungen der  einen  Stabgruppe 
O^Bund£i^von  denen  der  anderen 
verschieden  langen  CD  kompensiert 
werden  (Fig.  146_),  oder  aber  man 
verhindert  die  Senkung  des  Schwin- 
gungemittelpunktes  durch  die  nach 
oben  gerichtete  Ausdehnung  einer 
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Quecksüberf  üUuDg  in  der  hohlen  Stange  (Fig.  147),  ein  Verfahren, 
welches  von  dem  Ingenieur  Rief  ler  in  München  zu  hoher  Vol- 
lendung gebracht  wurde.  In  beiden  Fällen  werden  die  genauen 
Rechnungen,  auf  welche  die  Erfüllung  der  obigen  Bedingungs- 
gleichung führt,  recht  umständlich  ^),  so  dals  wir  an  dieser  Stelle 
darauf  verzichten  und  die  61.  (14)  durch  geeignete  Zusammensetzung 
des  Pendels  uns  erfüllt  denken  wollen.  Damit  vereinfacht  sich 
aber  auch  der  zweite  Differentialquotient  in  Gl.  (13  a)  und  wir 
erhalten  für  die  Änderung  der  reduzierten  Pendellänge  durch 
die  Temperatur  unter  Beibehaltung  des  quadratischen  Gliedes 
der  Taylorschen  Reihe 

\  aK    dd-^       9^2  dd-^j  ^^    •     •    •    •    vAö; 

Bleiben   wir  wie   oben   bei  linearer  Abhängigkeit   der  Längen  r 
und  tj  von  der  Temperatur,  setzen  also 

_-  0  — '-  =z  0 


')  Für  das  in  Fig.  146  dargestellte  sog.  Rostpendel  begnügt  man 
sich  häufig  mit  folgender  Überschlagsrechnung.  Ist  F  der  Schwingungs- 
mittelpunkt des  in  0  aufgehängten  Systems,  so  ist  OF=l  die  redu- 
zierte Pendellänge.  Setzt  man  nun  die  Längen  der  Fisenstäbe 
Oä  "{'  AB  =  üi,  EF  =^a^  und  ihren  Ausdehnungskoeffizienten  =  a, 
die  Längen]  der  Zinkstäbe  CD  =  h  mit  dem  Ausdehnungskoeffizienten  /9, 

so  hat  man  zunächst 

Z  ="ai  -j-  flj  —  h 

und  die  Längenänderung  von  l  für  eine  Temperatursteigerung  Jd' 

jl  =  (a^  +  ttj)  aJ»  —  bßJd- 
oder 

Dieselbe  verschwindet,  wenn  die  Länge  b  des  Zinkstabes,  welche  darum 
einstellbar  angeordnet  wird,  die  Bedingung 

b  ^      a 
l  ""  ß-^a 

erfüllt.  Hierbei  ist  ^auf  die  Änderung  der  Trägheits-  und  statischen 
Momente  der  Stangen  selbst  keine  Rücksicht  genommen,  weshalb 
dieses  Rechnungsverfahren  für  genaue  z.  B.  astronomische  Uhren  nicht 
hinreichend  ist. 
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so  wird 

'  dm  =  0 


=i 


dm 


und  (15)  geht  über  in 

Hierin  treten  aber  nur  positive  Grölsen  auf,  so  dals  auch  Jl 
nur  positiv  sein  kann.  Wir  kommen  also  mit  Riefler i)  zu 
dem  überraschenden  Schlüsse,  dals  ein  für  eine  bestimmte 
Temperaturkompensiertes,  im  übrigenaberbeliebig 
gestaltetes  und  zusammengesetztes  Pendel  sowohl 
beim  Steigen  wie  auch  beimSinken  der  Temperatur 
eine  Zunahme  seiner  reduzierten  Pendellänge  und 
damit  der  Schwingungsdauer  erfährt. 

§  39.    Das  zusammeDgesetzte  materielle  Pendel. 

Identität  mit  dem  Problem  von  Glocke  und  Klöppel.  Aufstellung  der 
Gleichungen  für  die  Auflagereaktionen  und  die  Bewegung.  Bedingung 
des  Versagens  der  Glocke.  Unmöglichkeit  der  Aufrechterbaltung  einer 
festen  Kichtung  auf  einem  schwingenden  Schiff.  Untersuchung  kleiner 
Schwingungen.  Bedingung  für  das  richtige  Zusammenwirken  von 
Glocke  und  Klöppel.    Theorie  der  Pendelregulatoren. 

Im  Anschluls  an  die  Bewegung  des  einfachen  Pendels  wollen 
wir  noch  diejenige  eines  Systems  von  zwei  aneinander 
gehängten  Pendeln  untersuchen,  wie  sie  z.  B.  bei  der  Glocke 
und  dem  in  derselben  drehbaren  Klöppel  sich  vollzieht.  Da 
die  Glocke  stets  in  zwei  horizontalen  Zapfen  gelagert,  selbst 
also  nur  in  einer  Vertikalebene  drehbar  ist,  so  hat  auch  der 
Klöppel,  vorausgesetzt,  dals  keine  seitlichen  Kräfte  auf  ihn 
wirken,  keinen  Anlafs,  aus  dieser  Bewegungsebene  herauszu- 
treten. Wir  sind  demnach  berechtigt,  dieses  seit  dem  Versagen 
der  Kaiserglocke  des  Kölner  Domes  wichtig  gewordene  Problem 
als  ein  ebenes  zu   behandeln,    wobei  wir,   wie   beim   einfachen 


*)  Siehe  An  ding:    Bericht   über   den    Gang   einer    Rieflerschen 
Pendeluhr,  Astronomische  Nachrichten  Bd.  1«S3. 
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Flg.  148. 


Pendel  von  der  Reibung  der  Zapfen  und  dem  Luftwiderstande 
absehen  wollen.  Aulserdem  setzen  wir  voraus,  dals  der  Dreh- 
punkt Ä  des  Klöppels  auf  der  Schwerachse  der  Glocke  liegen 
möge.  Die  beiden  Schwerachsen  sind  in  Fig.  148  mit  OÄ^=r  und 
V  AB   bezeichnet,    auf  ihnen 

-^ ^ X  Hegen      die     Schwerpunkte 

Si  und  S2  mit  den  Koordi- 
naten    iCi^i  beZW.   052^2   '^^^ 

den  Abständen  OSi  =  Si, 
AS2  =  «2.  Die  Neigungs- 
winkel der  Schwerachsen 
gegen  die  vertikal  nach  unten 
gerichtete  «/-Achse  seien  (jPi 
und  ^2,  die  Massen  der  beiden 
Pendel  nii  und  W2',  sowie  ihre 
polaren  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  0  und  A  bezw.  ©i 
und  ©2. 
Zur  Formulierung  der  Aufgabe  gelangen  wir  nun  am  nächsten, 
indem  wir  unter  Einführung  der  Auflagerkomponenten  H  und  V 
in  0  sowie  der  Komponenten  Hi  und  Vi  des  am  Drehzapfen  A 
wirkenden  Zwanges  die  beiden  Pendel  als  freie  Körper  betrachten 
und  für  jedes  derselben  die  beiden  Komponenten-  und  die  Mo- 
mentengleichungen anschreiben.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir 
sechs  Formeln  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  H,  F,  Hi  7i, 
9?i,  <jP2  als  Funktionen  der  Zeit,  aus  denen  sich  die  beiden  Be- 
wegungsgleichungen für  qpi  und  qp2  durch  Elimination  der 
Grölsen  H  7,  Hi  Vi  ergeben.  Hierbei  ist  zu  berücksichtigen, 
dafs  die  Komponenten  Hi  und  Vi  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
einzuführen  sind,  je  nachdem  man  ihre  Wirkung  auf  das  Pendel 
nait  festem  Drehpunkt  oder  auf  dasjenige  mit  beweglichem 
Drehpunkt  ins  Auge  falst.  In  Bezug  auf  das  ganze  System 
heben  sich  diese  entgegengesetzt  gleichen  inneren  Kräfte  infolge- 
dessen auf. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  x'  y'  die  Koordinaten  eines  belie- 
bigen Elementes  drrii  des  ersten  Pendels,  mit  x'*  y"  die  ent- 
sprechenden eines  Elementes  dm 2  des  Pendels  mit  beweglichem 
Drehpunkt.  Dann  können  wir  sofort  die  Bewegungsgleichungen 
für  die  x-  und  ^/-Richtung  des  ersten  Pendels  anschreiben,  nämlich 
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TT  TT  l     ^  ^^  ^^1 


I 


•    (1) 


Diese  Formeln  dienen,  genau  wie  oben  beim  einfachen  Pendel, 
zur  Berechnung  der  Komponenten  7  und  H  des  Auflagedruckes, 
nachdem  wir  die  Werte  von  Fi  und  Hi  vorher  ermittelt  haben. 
Diese  letzteren  Grölsen  treten  nun  zunächst  mit  denselben  Vor- 
zeichen in  die  Momentengleichung  für  das  erste  Pendel  ein,  auf 
welches  als  äulsere  Kraft  aulserdem  ein  im  Schwerpunkt  angreifende 

Gewicht   mig  wirkt.     Wir   erhalten   alsdann,  unter   ^i  =  "^7" 

die  Winkelgeschwindigkeit  dieses  Pendels  verstanden,  als  Mo- 
mentengleichung 

•  I         -rr  -rr  '  ^~\       ^  ^1 

nhgsi  sm  qpi  +  Hir  cos  (pi  —  Vir  sm  9?i  =  —  &i  -~      .     (2) 

Für  das  zweite  Pendel  ergeben  sich  dann  unter  Berücksichtigung 
des  entgegengesetzten  Vorzeichens  von  H^  und  Y^  sowie  nach 
Einführung  der  Schwerpunktskoordinaten  x^  und  ^2  analog  (1) 
die  Gleichungen 

.  J^  •     .     .    (3) 

Fl  +  ni25'  =  \  dm^  -^  =  m^  -jj^ 

Bevor  wir  diese  Werte  von  Hi  und  Fi  hieraus  in  (2)  einsetzen, 
wollen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Formeln  noch  umgestalten, 
indem  wir  statt  der  Schwerpunktskoordinaten  den  Schwerpunkts- 
abstand «2  und  die  Entfernung  OA^  r^  sowie  die  Ausschlags- 
winkel cpx  und  qp2  der  Schwerachsen  gegen  die  Vertikale  einführen. 
Aus  den  Formeln 

«2  =  r  sin  cpi  +  s^  sin  9?2    \  ... 

y2  =  r  cos  (fi  --f-  «2  cos  ^2    j 

erhalten  wir  sofort  unter  Benutzung  der  Abkürzungen  wi  =  -^, 
dw2 
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doc2  , 

-j—  =       rcoi  cos  (pi  +  S2(02  cos  92 

dt/2 

-TT  =  —  rwi  sin  (fi  —  «2^2  sin  92 


•         • 


{4a) 


d^0C2  ,        ld(Oi 

zzz  -4-  r   '  — ^ —   ^^f*'  f^-   —  tt*-^ 


dti 


-TT  COS  (fi  —  wi^  sm  9)1 


d<2 


id(x)i 
~dt 


'  ^^  \~57"  ^^^  ^^  ~~  ^^  ^^°  ^^ 

sin  (fi  +  ^i'^  cos  ^1 

—  82  i-jf  sin  ^2  +  (02^  cos  ^2! 


(4b) 


Mit  diesen  Ausdrücken  gehen  die  Gleichungen  (3)  über  in 

^d  Oll 


Hl  =  W2r 


, .   cos  (fi  —  wi^  sin  (pA 
+  ^2^2  \-TT  cos  9^2  —  f'^2^  sm  (3P2 


) 


^dwi 
Vi +  ^29  =  —  w»2r(-^  sin  (pi  +  oii2  cos  ffi 


—  WI2S2 


'dtü2     , 


sin  (p2  +   ^'^2^  cos  (f2\ 


(3a) 


Wenn  wii'  ebenso  die  noch  einfacheren  Ausdrücke  für  die 
ßeschleunigungskomponenten  des  .  Schwerpunktes  Si  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  Xi  =  Si  sin  ffi  und  yi  =  Si  cos  (pi  entwickeln, 
und  die  Formeln  (3  a)  in  (1)  einsetzen,  so  erhalten  wir  für  die 
Lagerreaktionen  H  und  7  in  0 

'dwi 


(la) 


H  =  (miSi  4"  wi2^)  I  ~j/"  cos  (pi  —  Wi2  gin  qp^^ 

I  /^^2  o      .  1 

+  ^^2  |-^  COS  (p2  —  0)^  sm  (p2 
y-\'{^i  +  ni2)g  =  --'  {miSi  +  »»2*")  {-jf  sin (jri+ ^'^1^ cos 9)ij 

—  WI2S2  \-jr  sin  (/'2  +  tu2^  cos  7^2) 

Andererseits  können  wir  mit  Hilfe  von  (3a)  die  Komponenten 
Hl  und  Vi  der  inneren  Kräfte  des  Systems  aus  (2)  eliminieren 
und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 
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(wiSi  +  Wgr)  ^  sin  qPi  +  (m^r^  +  ®i)  "^  1 

+  ^rs2  \-^  cos  (<jPi  —  qpa)  +  ^2^  sin  (yi  —  <jP2)|  j 

In  derselben  ist  nun  nicht  allein  der  Ausschlagswinkel  q)i 
des  ersten  Pendels,  sondern  auch  derjenige  qp2  des  zweiten,  beide 
mit  ihren  Ableitungen  nach  der  Zeit  enthalten.  Wir  müssen 
uns  daher  zur  vollen  Bestimmung  der  Aufgabe  nach  einer 
weiteren  Gleichung  umsehen,  welche  uns  die  Elimination  eines 
dieser  Winkel  gestattet.  In  der  Tat  fehlt  uns  noch  die  Momenten- 
gleichung für  das  zweite  Pendel,  an  deren  Stelle  wir  natürHch 
auch  die  Energieformel  für  das  ganze  System  verwenden  dürfen. 
Es  hat  dies  den  Vorteil,  dals  in  derselben  die  Hilfskräfte  Hi 
und  Fl,  die  wir  ja  schon  bestimmt  und  eliminiert  haben,  nicht 
nochmals  auftreten,  so  dals  die  Rechnung  sich  voraussichtlich  ein- 
facher gestaltet.  Bezeichnen  wir  die  kinetische  Energie  des  ersten 
Pendels  mit  Ji,  diejenige  des  zweiten  Pendels  mit  Jjj,  so  ent- 
spricht den  Zuwüchsen  dJi  -und  dJ^  dieser  Werte  ein  Sinken  der 
Schwerpunkte  Si  und  S2  um  dyi  und  dy2  so  zwar,  dals 

nh9dyi-{'m2gdy2  =  dJi-{-dJ2      ....     (6) 

Hierin  haben  wir  wegen  y^  =  Si  cos  cjpi,  sowie  wegen  (4) 

dyi  =  —  Si  sin  (pi  dcpi 

dy2  =  —  r  sin  (pi  dtfi  —  $2  sin  9^2  ^^2- 

Aulserdem  aber  ist 

Ji  =  ®i  ~9"'     ^^^^     dJi  =  &iWidioi     ...     (7) 

und  wenn  wir  beachten,  dafs  nach  dem  Steinerschen  Satze  das 
polare  Trägheitsmoment  des  zweiten  Pendels  für  den  Schwerpunkt 
durch  ©2  —  m2S2^  gegeben  ist,  so  folgt  für  dasselbe 


=  ?{(W+(W} +<«•—-> 


(02^ 


2 
Mit  den  Werten  von  (4a)  wird  aber  hieraus 

J2  =  fihr^  ~2~  ~^  ^~2~  ~^  f'hrs2 «1^3  cos  ((pi  —  (5^2) 

dJ2  =  n^r^ofidioi  -j-  ©2W2^^'>2+  in2rs2d  {(0i(02CO8  {(pi  —  qp2)} 


(8) 
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so  dals  wir   schlielslich    für  die  Energiegleichung  (6)   schreiben 
dürfen 

|(m2r2  4-  @i)  -^  -f.  (miSi  +  mar)  öT  sin  cpAwi 
+  |®2  -j^  +  W2S2  9  sin  9)2|  0/2 


Tt{ 


+  wi2rs2  31  V'^i  ^2  cos 


(<jPi  —  n)]  =  0    .  (6a) 


Führen  wir  die  Differentiation  der  letzten  Klammer  aus  und 
eliminieren  die  erste  Klammer  mit  Hilfe  von  (5),  welche  Glei- 
chung wir  nochmals  der  Übersicht  halber  anschreiben,  so  ist  die 
Bewegung  des  Doppelpendels  durch  die  beiden  simultanen  Dif- 
ferentialgleichungen 

m282g  sm  <P2  +  &2-ji 


=  —  W2rS2 


i-^  cos  ((pi  —  ^2)  —  wi2  sin  (<jpi  —  92)  J 


d(Oi 


(9) 


(wtiSi  +  wa**)  9  sin  yi  +  (»»2^2  +  ©i)  -^ 

=  —  m2  r  «2  |-j^  cos  (qpi  —  ^2)  +  ^^2^  sin  (cf^i  —  qpa)  | 

bestimmt.  Die  linken  Seiten  dieser  Formeln  tragen  ganz  den 
Charakter  der  Schwingungsgleichungen,  welche  sonach  durch  die 
rechts  stehenden  Glieder  modifiziert  erscheinen,  d.h.  die  Schwingung 
des  zweiten  Pendels  erleidet  durch  die  Bewegung  des  ersten  und. 
umgekehrt  diejenige  des  ersten  Pendels,  an  dem  man  sich  noch 
die  Gesamtmasse  des  zweiten  im  Punkte  Ä  konzentriert  zu  denken 
hat,  durch  die  Eigenbewegung  desselben  je  eine  Störung.  Leider 
erweisen  sich  nun  die  Differentialgleichungen  (9)  schon  daruna 
nicht  in  voller  Allgemeinheit  als  integrabel,  weil  es  nicht  gelingt, 
eine  der  beiden  Variabelen  cpi  oder  ({2  aus  ihnen  zu  eliminierea. 
Wir  werden  uns  daher  mit  der  Verfolgung  des  Näherungspro- 
blems der  kleinen  Schwingungen,  für  welche  die  Integration 
durchführbar  ist,  begnügen  müssen.  Vorher  jedoch  erscheint  es 
zweckmälsig,  einige  Schlüsse  aus  den  Gl.  (9)  zu  ziehen,  welche 
keine  neuen  Rechnungsoperationen  erfordern  und  von  prak- 
tischer  Bedeutung    sind.     Es   kann   nämlich   bei   Glocken    vor- 
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kommen,  dafs  der  Klöppel  überhaupt  nicht  zum  Anschlage  ge- 
langt, so  dals  die  Glocke  versagt.  Dies  wird  mit  Sicher- 
heit dann  eintreten,  wenn  der  Klöppel  gar  keine  Relativbewegung 
zur  Glocke  besitzt,  d.  h.  wenn  das  ganze  System  sich  wie  ein 
starrer  Körper  verhält.  Da  nun  in  der  Ruhelage  die  Schwer- 
achsen an  Glocke  und  Klöppel  in  der  Vertikalen  zusammen- 
fallen, so  werden  sie  bei  Wegfall  der  Relativbewegung  in  jeder 
Lage  der  Glocke  eine  Gerade  bilden.  Wir  haben  also  für  diesen 
Ausnahmefall  (pi=z  q)2=  cp,  coi  =  C02  =  w  zu  setzen  und  damit 
gehen  die  Gleichungen  (9)  über  in 

g  (miSi-^  m^r)  sin  cp  +  {m^r^  +  ©i  +  rn^rs^i)  ^  =  ^ 

S'  W2S2  sm  qp  +  (©2  +  wi2^«2)  ~JJ  =  ^ 

Diese  Formeln  können  aber  nur  dann  für  jedes  9  bezw.  -rj 
nebeneinander  bestehen,  wenn  die  Bedingung 

W^«2  ""  ©2  +  W2r52 

erfüllt  ist.  Führen  wir  nun  noch  die  reduzierten  Pendellängen 
beider  Körper  durch 

®^=^^x,  ^=h (10) 


(9a) 


ein,  so  erhalten  wir  als  Bedingung  für  das  Versagen  der  Glocke 

h-h-r='^\h-H) (11) 

Da  nun  die  Masse  m^  des  Klöppels  gewöhnhch  sehr  klein 
gegenüber  derjenigen  Wi  der  Glocke  ist,  weiterhin  r  klein  gegen  % 
und  schlielsHch  bei  normaler  Klöppelgestalt  auch  Z2  —  s^  nur 
wenig  von  Null  verschieden  ausfällt,  so  kann  man  auch  statt 
(11)  angenähert  schreiben 

\=.l2-^r (IIa) 

d.  h.  eine  Glocke  wird  unbrauchbar,  wenn  ihr  Schwin- 
gungsmittelpunkt in  der  Ruhelage  mit  demjenigen 
des  Klöppels  zusammenfällt. 
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Beispielsweise  ermittelte  Veitmann i)  durch  Schwingungs- 
versuche an  der  Kaiserglocke  des  Kölner  Domes  eine  reduzierte 
Pendellänge  von  ^i  =  3,282  m ,  diejenige  des  Klöppels  zu 
I2  =  2,629  m,  so  dals  die  DifEerenz  li  — ^  =  0,653  m  betrug, 
während  sich  der  Abstand  der  Drehpunkte  durch  direkte  Mes- 
sungen zu  r  =  0,667  m  ergab.  Die  Bedingung  (IIa)  war  dem- 
nach fast  genau  erfüllt;  in  der  Tat  versagte  die  Glocke  voll- 
ständig und  konnte  erst  durch  Änderung  der  Pendellänge  des 
Klöppels  später  zum  Läuten  gebracht  werden. 

Weiterhin  gestatten  uns  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung des  zusammengesetzten  Pendels  die  Beantwortung  der 
häufig  in  der  Praxis  gestellten  Frage  nach  der  Möglichkeit, 
auf  einem  in  Schwingungen  begriffenen  Körper, 
z.  B.  einem  Schiffe,  die  Stellung  einer  Ebene  zu  er- 
halten. Wäre  dies  durchführbar,  so  könnte  man  nicht  allein 
auf  einer  solchen  Ebene  Instrumente  erschütterungsfrei  auf- 
stellen, sondern  auch  Räume  schaffen,  in  denen  Personen  nicht 
durch  die  Schiffsbewegungen,  vor  allem  das  Rollen  gestört 
würden.  Die  Versuche  mit  einem  in  horizontalen  Zapfen  drehi- 
baren  Kasten  haben  nun  nicht  zu  dem  gewünschten  Erfolge 
geführt,  worüber  auch  unsere  Gleichungen  (9)  Aufschlufs  geben. 
Denken  wir  uns  nämUch  den  Schiffskörper  als  erstes  Pendel,  den 
Kasten  als  ein  zweites  darin  aufgehängtes  und  verlangen,  dals 
dieses   letztere   bei   den  Schiffsschwankungen  in  Ruhe  verharrt, 

so  haben  wir  wie  in  (9) 

dwo 
(jP2  =  0,  W2=-0,  "57  =  ^ 

zu  setzen,  wodurch  sich  die  Gleichungen  auf 


)  =  0 


^2^  \~jT  cos  9i  —  f^i^  sin  (jpi 

(mi5i  +  m^r)  g  sin  9^1  +  (^1^2  -f-  0^)  -^  =  0 


(9b) 


reduzieren.     Aus    der   zweiten   dieser   Gleichungen    folgt    aber, 
unter  «i  den  Maximalausschlag  des  ersten  Pendels   verstanden. 


*)  Siehe  dessen  Abhandlung  »Über  die  Bewegung  einer  Glocke« 
in  Dinglers  Polytechnischem  Journal  1876  Bd.  220,  wo  sich  auch  die 
Gleichungen  (9),  wenn  auch  in  ganz  anderer  Weise  abgeleitet,  zuerst 
finden- 
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Wi  SiA-  mor  ^ 

Setzen  wir  diesen  Wert  und  denjenigen  der  Winkelbeschleunigung 
-^  aus  der  zweiten  Gl.  (9b)  in  die  erste  ein,  so  wird  aus  dieser 

tWi  St       \      Whn  IT 

^2^  •  mir2  +  ©1   ^  ^^^  «1  —  3  008  yO  sin  yi  =  0     .     (12) 

In  dieser  Gleichung  kann  nun  der  die  Massen  enthaltende 
Faktor  nur  verschwinden,  wenn  gleichzeitig  Sx  und  r  zu  Null 
werden,  was  praktisch  unzulässig  wäre.  Auch  der  Klammeraus- 
druck kann  nicht  verschwinden,  da  absolut  genommen  allgemein 
9>i  £  «1,  also  cos  <jPi  =  cos  a^  =  0,  oder  y^  =  ai  =  90^  sein  mülste, 
was  unmöglich  ist.  Somit  bleibt  nur  die  Wahl,  da  auch  sin  <jPi 
wegen  der  Eigenbewegungen  des  ersten  Pendels  nicht  allgemein 
verschwindet,  entweder  r  =  0,  oder  «2  =  0  zu  machen.  Davon 
ist  r  =  0  schon  darum  für  Schiffe  nicht  streng  realisierbar,  weil 
der  Drehpunkt  des  Schiffes  selbst  in  jedem  AugenbUcke  sich 
verlegt,  während  mit  «2  =  0  die  Durchführung  der  Achse  des 
zweiten  Pendels  durch  dessen  Schwerpunkt  dasselbe  wohl  vom 
Einflüsse  der  Bewegung  des  ersten  befreien,  sein  Gleichgewicht 
aber  indifferent  gestalten  würde.  Die  Aufgabe  der  Er- 
haltung einer  Ebene  auf  Schiffen  durch  Pendel- 
apparate erweist  sich  mithin  als  praktisch  unlösbar. 

Nach  diesen  Einschaltungen  kehren  wir  zur  Untersuchung 
der  Bewegung  des  Doppelpendels  zurück  und  zwar  unter  der 
Annahme  so  kleiner  Ausschläge  beider  Schwerachsen  aus, der 
Vertikalen,  dals  die  Quadrate  von  yi  und  (jP2  und  damit  auch 
von  wi  und  ^2  vernachlässigt  werden  können.  Alsdann  dürfen 
wir  auch  schreiben 

sin  qPi  =  (jPi ,         sin  qP2  =  <y2  >        cos  (yi  —  yg)  =  1 » 
womit  (9)  übergeht  in 

\  (13) 

Setzen  wir  nunmehr  zur  Abkürzung 

®2         ;         W2  r^  +  Qi        7  '^2rs2  .... 


^2*2  miSi  -f-  m2r         '       Wi^i  ~|-  m2r 
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so  haben  wir  auch  statt  (13) 

^^'^  g    dt^   '^  g    dt^   ~ 

Eliminieren  wir  weiterhin  aus  diesen  beiden  Formehi  z.  B.    .7^, 

so  wird 

^2  ^h  —  ^5  d^^>i 

f2  =  -n-\ ^s     ~dt^ 

also 

d^ff2        h  d^^i    i_  ^h  —  ^s  d^q)i 
~dW~  ^  7  ~Jß~~  ■•         Js         JK' 

Eingesetzt  in  die  zweite  Gl.  (13a)  ergibt  dies 

'^^+~T~~di2-  +  g2—-ät^  =  0         .       .       (15) 

Auf  genau  dieselbe  lineare  Differentialgleichung  4.  Ordnung  würden 
wir  auch  durch  Elimination  von  cpi  aus  (13a)  gelangen,  wie  man 
sofort  daraus  erkennt,  dals  (15)  für  r/2  dann  gilt,  wenn  man  I2 
und  l ,  bezw.  r  und  s  vertauscht.  Das  allgemeine  Integral  von 
(15)  besitzt  nun  die  Form 

(p=Cie     +026     +036     +046    ,    .     .     .     (16) 

worin  die  Konstanten  Ci,  C2,  O3,  C4  willkürlich  sind,  die  Faktoren 
^1»  ^2,  ^3,  Ä:4  in  den  Exponenten  dagegen,  wie  man  sofort  durch  Ein- 
setzen von 

in  (15)  erkennt,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

^      g         ^       g^ 

darstellen,  mithin  durch 

2  II2  —  rs  ^     ^ 

gegeben  sind.    So  lange 

II2  —  rs>0 
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ist,  bleibt  auch 

^  +  ^2  ±  i(l  —  hf  +  4,rs  >  0 
und  k^  negativ.^)    Alsdann  aber  dürfen  wir,  mit  i  =  y  —  1  und 


«1  =  + 


«2  =   + 


l  +  h  +  iil-l2f+4.rs 


11 


rs 


l  +  h  —  i(l  —  l2y  +  4:rs 


lU  —  rs 


(18) 


ia^t 


(16a) 


für  das  allgemeine  Integral  (16)  auch  schreiben 

H-iajt  —ia^t  -^-ia^t 

oder  auch  nach  Zusammenfassen  je  zweier  Glieder  mit  entgegen- 
gesetzt gleichen  Exponenten  zu  je  einer  Winkelfunktion 

(pi=^  Äi  sin  («!<  4-  fii)  +  -^1  sin  («2^  +  ^i) 
(p2  =  Ä2  sin  (ait  +  ß2)  +  -^2  sin  («2^+  y2)- 

In  diesen  Lösungen  der  beiden  Differentialgleichungen  (13a)  sind 
nun  8  Integrationskonstanten  vorhanden,  wahi'end  nach  (16a)  nur 
deren  4  berechtigt  erscheinen.  In  der  Tat  sind  dieselben  auch 
nicht  alle  unabhängig  voneinander,  wie  man  durch  Einsetzen 
der  Lösungen   in  (13  a)   feststellen   kann.    Man   findet   so,    dafs 

A  =  /^2  =  ßj 


g^a^2l 

M  =  — zr^i —  -^1  = 


iX^B 


^2  =       a^U       ^^  = 


n  =  r2  =  r 


oi^r 


g  —  a^h 


a^r 


/,„2 


(^^h 


Bi 


(19) 


^)  Dafs  z.  B.  ein  aus  2  materiellen  Punkten  m^  und  m,  an  masse- 
losen Fäden  bestehendes  Doppelpendel  diese  Bedingung  erfüllt^  ergibt 
sich  leicht,  indem  man  hierfür 

r  =  Zi  =  »1 ,  Öj  =  m^  r* 

folglich  nach  (14) 


Z  =  r, 


8 


m< 


~it 


bat.    Damit  wird  aber 


m^  -f-  m, 


m. 


11^  —  r8  =  rs  --  =  IJ^ 


m, 


m. 


Wj-j-  m, 


>0. 
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und  damit  gehen  die  Lösungen  über  in 

(fi  =z  A  Bin  (ait  -\-  ß)  -{-  B  sin  (c^t  -{-  y) 

Nun  sollen  bei  Beginn  der  Zeitrechnung  beide  Pendel  sich  in 
ihrer  vertikalen  Ruhelage  befinden,  d.  h.  es  soll  für  ^  =  0,  (jPi  =  0, 
(^2  =  0  sein.  Dies  ist  aber,  da  Ä  und  B  von  Null  verschieden 
und  die  Faktoren  von  diesen  Konstanten  in  der  zweiten  Gl.  (20) 
einander  nicht  gleich  sind,  nur  möghch,  wenn  gleichzeitig 

ß  =  0  und  y  =  0 (19a) 

wird.  Erteilt  man  nun  zur  Zeit  ^  =  0  dem  ersten  Pendel  die 
Winkelgeschwindigkeit  wq,  während  das  zweite  unbehelligt  bleibt, 
so  bestehen  die  Gleichungen 

aus  denen  man  erhält 

^^o^g^z^        s^ü^l^a!!.   (19b) 

g     (f^  —  a<^'  g     o^  —  «1^       "^      ^ 

Damit  sind  alle  Konstanten  bestimmt  und  wir  dürfen  für  die 
Lösung  des  Problems  schreiben 

qpi  =     ^^^2!.  a^p)  |«i  (^  — «2^0  sin  a^t  —  a^  {g  —  f^^l)  sin  aa^jl 
Wo  =  /    9  9N \—  sin  «1^  —  —  sm  a2t\ 

Jedes  der  beiden  Pendel  vollzieht  demnach  Schwingungen, 
welche  aus  zwei  einfachen  Sinusbewegungen  zusammengesetzt 
sind  und  bei  geringen  Unterschieden  der  Schwingungsdauern  der 
Elementarschwingungen  bezw.  der  ai  und  «2  zu  Schwebungen 
führen  müssen.  Um  nun  unsere  Ergebnisse  auf  das  Problem 
von  Glocke  und  Klöppel  anzuwenden,  wollen  wir  die  Formeln 
vorher  noch  durch  die  praktisch  vollkommen  gerechtfertigte  An- 
nahme vereinfachen,  dals  die  Masse  W2  des  Klöppels  gegen  die- 
jenige mi  der  Glocke  vernachlässigt  werden  darf.  Damit  aber 
wird  nach  Gl.  (14) 
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1  = 
und  weiterhin  in  (18) 

2         ^ 


niiSi 


=  /i, 


5  =  0 


(14  a) 


2  ^ 

«2^  =  1 


^1 


ao2?  =  0 


g  —  a^2l^  =  gl^ 


(18a) 


Damit  verschwindet  in  der  ersten  Gl.  (20a)  das  erste  periodische 
Glied,  während  der  konstante  Faktor  in  der  zweiten  Gleichung 
unbestimmt  wird.     Setzen  wir  aber  mit  (19) 


g  —  a<^l 


«2 


^r 


s  g  —  p^W 

so  wird  nach  dem  Übergange  zu  5  =  0 


9i  =  Wo 


92  =  ^0 


-  sin  t 


A 


u 


h  fi  «^" '  ii  -  "">  hh  }T«^ '  l/l. 


(20b) 


Das  erste  schwere  Pendel  (die  Glocke)  vollzieht 
demnach  ganz  unbeeinflulst  von  dem  leichten  Klöp- 
pel seine  Eigensc,hwingungen,  während  der  Klöppel 
zusammengesetzte  Schwingungen  vollführt,  deren 
Ausschläge  um  so  grölser  werden,  je  kleiner  die 
Differenz  ^  — 12  und  je  grölser  der  Abstand  r  der 
beiden  Drehpunkte  ist.   Im  FaUe  der  Resonanz  verschwindet 

Ix  —  I2  und  (p2  wird  unbestimmt  zu  -^.     Denken   wir  uns    aber 

den  Unterschied  von  li  und  I2  und  damit  von  ai  und  «2  zunächst 
noch  bestehen,  so  dürfen  wir  statt  der  zweiten  Gl.  (20b)  auch 
setzen 


q>2  = 


—  sm  aot  —  —  sm  a^t 


«1^  —  «2^ 


cfo  rg 


h  h  («1  "f"  ^^2) 


—  sm  «2  ^ sin  ai  t 

«2  «1 

«1  —  «2 
21* 
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oder  nach  dem  Grenzübergänge 


''2  =  ~  2^ 


da 


=  1rVi"°'/f- 


21 


t  cos  t 


/f.. 


(20c) 


Die  Amplitude  des  zweiten  Pendels,  also  des 
Klöppels,  wächst  also  im  Falle  der  Resonanz  pro- 
portional der  Zeit,  so  dafs  sie 
sehr  bald  einen  das  Gültigkeitsbereich 
der  vorstehenden,  nur  für  kleine  Aus- 
schläge zutreffenden  Untersuchung 
überschreiten  wird.  Im  Falle  der  Be- 
wegung der  Glocke  mit  dem  Klöppel 
sind  nun  die  Ausschläge  durchaus 
nicht  mehr  unendUch  klein,  so  dafa 
wir  unter  ßi  den  Maximalausschlag 
der  Glocke,  /?2  denjenigen  des  Klöp- 
pels aus  der  Vertikalen  und  ßo  den 
relativen  Ausschlag  des  letzteren  ver- 
standen (Fig.  149),  für  die  Schwingungszeiten  nach  §  15  mit 

zu  setzen  haben 


Figr.  149 


3\''  .     .  ß 


Bin 


4^-|-...=/0Si) 


fißi),       h  =  ^^fp(ß2)=27i  f^f(ßi  +  ßo)  (21) 


Im  Falle  der  Resonanz,  welche  für  das  harmonische  Läuten  er- 
wünscht ist,  hätte  man  demnach  ^  =  ^,  also 


H 


'f(ßj  +  ßo) 


fißl) 


)' 


(22) 


Wenn  dieses  Ergebnis  auch  nicht  streng  richtig  ist,  so  ver- 
dient es  doch  als  Analogieschluls  aus  dem  Verhalten  einfacher 
Pendel  bei  unendUch  kleinen  bezw.  endlichen  Ausschlägen  auf 
dasjenige  von  zusammengesetzten  Pendeln  mangels  genauer 
Formeln  einige  Beachtung.    So  findet   man  z.  B.  mit  /Jq  =  25® 
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für  ß  =  200      50<>      800      noo 
^  =  1,07      1,13      1,23      1,39, 

«2 

wobei  gleichzeitig  zu  beachten  ist,  dafe  nicht  mit  (IIa),  d.  h. 
r  =  Ix  —  hi  die  Glocke  ganz  unbrauchbar  wird. 

Schlielslich  möge  noch  auf  einige  Probleme  kurz  hingewiesen 
werden,  welche  sich  unmittelbar  an  die  Theorie  des  Doppel- 
pendels anschlielsen,  bei  denen  man 

aber  nur  dem  zweiten  Pendel  un-  n!  *  ft  '  —  B  rl 
endlich  kleine  Ausschläge  zuzu- 
schreiben braucht.  So  benutzt  man 
z.  ß.  bei  Gasmaschinen  häufig  sog. 
Pendelregulatoren,  d.  h.  an 
einer  geradlinig  hin-  und  hergeführ-  ^«-  i^o. 

ten    Stange    drehbare    Pendel    mit 

einem  Winkelhebel  (Fig.  150),  der  in  bestimmter  Lage  die  Be- 
wegung der  Stange  auf  eine  Ventilspindel  B  überträgt,  in  anderen 
Stellungen  dagegen  an  derselben  vorbeigleitet. 

Hier  ist  der  Einflufe  des  Pendels  AS  auf  die  Bewegung  der 
nait  einem  Maschinengetriebe  verbundenen  Stange  naturgemäls 
verschwindend,  weshalb  wir  die  zweite  Gl.  (9)  nicht  weiter  zu 
beachten  brauchen.  Die  geradlinige  Bewegung  des  Punktes  A 
dagegen  können  wir  als  Drehung  um  einen  unendlich  fernen 
Pol  0  auffassen  und  folglich  in  der  ersten  Gl.  (9) 

<3Pi  =  0,  rwi  =  ^,  r  =  cD,      wi  =  0 

setzen,  wobei  x  von  einem  beüebigen  Anfangspunkte  fl  aus  zu 
rechnen  ist.  Alsdann  verschwindet  auch  rw^  und  es  bleibt, 
wenn  wir   jetzt   die    überflüssig   gewordenen   Indizes   weglassen, 

msg  sm  qp  +  0  -j^  =  —  wä  ^^  cos  9  .     .     .     (23) 

als  Differentialgleichung  für  den  Pendelregulator  übrig.  Für 
kleine  Ausschläge  nimmt  dieselbe  die  Form  an 

^d^w  d^x 

mgs(p'\-G-^=—msj^     ....    (23a) 

d^x 
und  wird  somit  integrabel,  wenn  die  Beschleunigung  t^  als  Zeit- 
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funktion  gegeben  ist.  In  allen  praktischen  Fällen  hat  man  nun 
einen  solchen  Antrieb  der  Stange,  dals  dieselbe  in  ihrer  Achsen- 
richtung nahezu  eine  harmonische  Bewegung  vollzieht,  so  dals 
wir  auch  unter  Einführung  der  reduzierten  Pendellänge  l  sowie 
dreier  Konstanten  a,  a  und  ß  schreiben  dürfen 

gcp  j^l^  =  —  a  Bin  {at-\-ß)  .     .     .     .     (23b) 

Der  Pendelregulatori)  vollzieht  demnach  ein- 
fach erzwungene  Schwingungen,  welche  genau  in  der 
früher  behandelten  Weise  untersucht  werden  können. 

Auch  die  Theorie  der  sog.  Flachregler  oder  Achsen - 
regulatoren  schliefst  sich  eng  an  das  Problem  des  Doppel- 
pendels an;  indes  würde  uns  dieser  Gegenstand  hier  zu  weit 
führen. 

§  40.    Theorie  der  Uebelwagen. 

Zweck   der  Wagen.    Bedingungen   für  richtige  Funktion   der   doppel- 
armigen   Hebelwage.    Empfindlichkeit  und    Schwingungen    derselben. 
Die   einfache    Zeigerwage.    Robervals   Tafelwage.     Das   Übersetzungs- 
verhältnis und  die  Brückenwagen. 

Unter  einer  Wage  verstehen  wir  eine  Vorrichtung  zur  Be- 
stimmung von  Gewichten  bezw.  zur  Ermittelung  von  Kräften 
durch  Vergleich  mit  schon  bekannten  Gewichten  oder  Kräften. 
Dieser  Vergleich  kann  in  einfachster  Weise  dadurch  ermöglicht 
werden,  dals  wir  die  beiden  Gewichte  an  den  Enden  eines  starren 
Stabes  angreifen  lassen  und  denjenigen  Punkt  des  Stabes  auf- 
suchen, der  zur  Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichts  unterstützt 
werden  mufs.  Ein  solches  System  ist  im  wesentlichen  schon 
eine  Wage,  und  zwar,  da  jede  der  beiden  Kräfte  an  einem  be- 
sonderen Hebelarm,  den  wir  vom  Unterstützungs-  oder  Dreh- 
punkte aus  zu  rechnen  haben,  angreift,  eine  doppelarmige 
Hebelwage.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  es  nun,  die  für 
die  Brauchbarkeit  einer  solchen  Wage  mafsgebenden  Bedingungen 
festzustellen. 


*)  Näheres  hierüber  siehe  in  der  Abhandlung  von  Baraz:  »Der 
Pendelregulator  mit  beweglichem  Drehpunkte.  Zeitschrift  d.  Vereins 
d.  Ingenieure  1894.    Die  Gl.  (23)  ist  dort  direkt  abgeleitet. 
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Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  in  Fig.  151  einen  auf  einer 
horizontalen  Schneide  in  0  ruhenden,  doppelarmigen  Hebel,  den 
sogenannten  Wagebalken,  vom  Gewichte  Qq  und  dem  Schwer- 
punkte S  im  Abstände  OS  =  s  vom  Drehpunkte  0.  Derselbe 
trage  in  den  Punkten  Äi  A^^  welche  von  0  die  Abstände  OA^  =  % 
und  OAi  =  «2  besitzen  mögen,  zwei  weitere  horizontale  Schnei- 


den, an  denen  die  Wageschalen  zur  Aufnahme  der  miteinander 
zu  vergleichenden  Gewichte  aufgehängt  werden.  Diese  Schalen 
einschlielalich  ihrer  Aufhängevorrichtungen  mögen  die  Gewichte 
G^i  und  (t2  besitzen;  die  Winkel  der  Abstände  %  und  02  mit 
der  Schwerachse  OS  durch  den  Stützpunkt  des  Wagebalkens 
seien  ai  und  «2,  der  Winkel  der  Schwerachse  OS  des  Balkens 
mit  der  Vertikalen  in  der  Ruhelage  fi.  Alsdann  ergibt  sich  für 
die  Ruhelage,  da  lediglich  vertikale  Kräfte  in  Frage  konamen,  der 
infolgedessen   ebenfalls   nur  vertikale  Auflagedruck  Vq  in  0  aus 

n  +  öo  +  öl  +  Ö2  =  0 (1) 

Weiterhin  aber  ist,  da  die  Momente  sämtlicher  Kräfte  um 
O  im  Gleichgewichtszustande  verschwinden, 

GqS  sin  ß  -{-  Gitti  sin  («i  -\~  ß)  —  0202  sin  (a^  —  ß)  =  0  .     (2) 

Belasten  wir  nun  beide  Schalen  mit  demselben  Gewichte  Q, 
so  soll  die  Wage  ihre  ursprüngliche  Lage  behalten,  insbesondere 
keine  Neigung  des  Wagebalkens,  also  auch  keine  Änderung  des 
Winkels  ß  der  Schwerachse  mit  der  Vertikalen  eintreten.  Dies 
ist  aber,  da  der  neue  Auflagedruck  V  =  Vq  -{-  2Q  bei  starrer 
Schneidenunterlage  (der  sogen.  Pfanne)  von  dieser  aufgenommen 
wird,  nur  möglich,  wenn  auch  für  den  belasteten  Zustand  die 
Momente  verschwinden,  d.  h.  wenn 
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Go8  6mß  +  (Ol  +  «)  Ol  sin  («i  +  ß) 

—  (O2  +  Q)(h^iri{a2  —  ß)  =  0.     (3) 

ist    Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  bleibt,  da  Q  >  0 

ai  sin  (ai  -j-  /?)  —  Og  sin  («2  —  /?)  =  0      .     .     .     (4) 

und  damit  geht  wiederum  (2)  über  in 

OqS  sin  ^  +  (Gl  —  G2)  «1  sin  (ai  +  ^)  =  0  .     .     .    .     (5) 

Soll  nun  die  Ri^helage  der  Wage  unabhängig  sein  vom  Gre- 
wichte  des  Wagebalkens,  wie  auch  von  demjenigen  der  Schalen, 
so  müssen  in  dieser  Formel  beide  Terme  für  sich  verschwinden. 
Das  erste  Glied  kann  aber  nur  zu  Null  werden,  wenn  entweder 
5  =  0,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  des  Balkens  mit  dem  Drehpunkt 
zusammenfällt,  oder  wenn  der  Winkel  /?  =  0  wird.  Da  mit 
5  =  0  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  für  jeden  beliebigen  Wert 
von  ßy  d.  h.  für  jede  Lage  des  Balkens  in  Widerspruch  mit  der 
oben  gestellten  Bedingung  einer  bestimmten  Ruhelage  erfüllt 
sind,  so  bleibt  nur  die  Möghchkeit  des  Verschwindens  von  ß 
übrig.    Damit  wird  aber  aus  Gl.  (4) 

Ol  sin  c»i  =  «2  sin  «2 (6) 

d.  h.  die  Entfernungen  der  beiden  Schneiden  A  und  B 
von  der  Schwerachse  durch  den  Drehpunkt  0,  die  sog. 
Hebelarme  der  Wage  müssen  einander  gleich  sein. 
Im  zweiten  Ghede  dagegen  kann  weder  «i  noch  sin  (aj  -|-  ß) 
verschwinden,  so  dals  dieses  nur  durch 

0^  =  0^  =  G (7) 

in  Wegfall  kommen  kann.  Wir  er- 
kennen also,  daf  s  die  Gleichheit 
der  Schalengewichte  eine 
weitere  Bedingung  für  die 
richtige  Wirkung  der  Wage 
darstellt. 

Wir    wollen     uns    nun    eine 
solche  Wage,   bei   der  die  Höhen 
der  beiden  Schneiden  in  der  Ruhe- 
lage   durchaus  noch  nicht   gleich 
zu  sein  brauchen,   auf  einer  der  beiden  Schalen  durch  das  Ge- 
wicht Q  belastet  denken  (Fig.  152).     Alsdann    entsteht  ein  Aus- 
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schlag  9'  der  Schwerachse  OS,  der  sich  aus  der  Momenten- 
gleichung 

GqS  sin  9'  +  Goi  sin  (%  -(-  9')  =  (G^  +  Q)  ^2  sin  (02  —  9') 

berechnet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  (6)  dürfen  wir 
also  auch  statt  dieser  Formel  schreiben 

{GqS  +  (^  (ßi  cos  «1  -[-  «2  cos  «2)  }  sin  9'  =  Qoz  sin  (og  —  9')  (8) 

Vertauschen  wir  alsdann  die  belastete  mit  der  unbelasteten  Schale, 
so  wird  auf  der  anderen  Seite  der  Vertikalen  durch  0  ein  Aus- 
schlag 9"  der  Schwerachse  sich  einstellen  nach  der  Formel 

{0Q8-\-Q(ai  cos  «1  +  02  cos  02)}  sin  9"  =  Qoi  sin  («i  —  9")   .  (8a) 

Wir  verlangen  nun  von  unserer  Wage,  dafs  beide  Ausschläge 
miteinander  übereinstimmen  und  erhalten  aus  (8)  und  (8a)  für 
9/  =  9"  =  9  die  Bedingung 

üi  cos  tti  =  02  cos  «2  =  0  cos  a ,    .     .     .     .     (9) 

welche  nichts  anderes  besagt,  als  dals  die  beiden  Schneiden 

Ai  und  Ä2  in  der  Ruhelage  gleich  hoch  liegen  müssen. 

Der  Ausschlag  selbst  ergibt  sich  unter  diesen  Verhältnissen  aus 

(8)  oder  (8a)  zu 

Qa  •  sin  a 

^^^  -  Go«  +  (2G^  +  Q)aco8"a  •     •     •     •     C^^) 

und   der  Zuwachs   mit   der   einseitigen  Belastung,   welcher   als 

Mals   für  die  Empfindlichkeit  der  Wage  benutzt  werden 

kann,  aus 

1      d(f  (GqS  +  2  6ra  cos  «)  a  sin  a 

cos  29  dQ  ~  [Gq8  +  (2  Ö^  +  Q)  a  cos  ^ 
cos  ^9 


oder  mit  ^^^  ^     =  1  +  tg  29 


d ff  {GqS  -\-  2  Ga  cos  «)  a  sin  a 

IQ  ~  [öos  +  (2  a  +  Q)  a  cos  a]2  +  Q2  a2Tin2ä     *     <^^^^ 

Der  Ausschlag  einer  justierten  Wage  für  ein  be- 
stimmtes Übergewicht  sowie  die  Empfindlichkeit  der- 
selben sind  demnach  nicht  nur  von  der  Grölse  dieses 
Übergewichtes  sondern  auch  vom  Schalengewichte 
abhängig. 

Sollen  beide  Gröfsen  unabhängig  vom  Schalengewichte  sein, 
so   muls   cos  a  =  0  oder  a  =  90^   gewählt  werden,   d.  h.    die 
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Schneiden  0,  Äi  und  Ä2  der  Wage  müssen  in  der  Ruhe- 
lage des  Balkens  gleich  hoch  liegen.  Alsdann  ist  der  Aus- 
schlag mit  sin  a  =  1 

"^^-Ws. (12) 

und  die  Empfindlichkeit 


dff  GqSu 


(13) 


Diese  Anordnung  ist  schon  darum  vorteilhaft,  weil  man 
hierbei  unabhängig  von  der  Gesamtbelastung  beider  Wag- 
schalen, für  ein  und  dasselbe  Zusatzgewicht  immer  denselben 
Ausschlag  erhält. 

Man  kann  die  EmpfindUchkeit  einer  Wage  noch  über  diesen 
Wert  steigern,  wenn  man  a  >  90^  wählt,  d.  h.  die  Schneide  Äi 
und  Ä2  in  der  Ruhelage  über  dem  Drehpunkt  0  des  Balkens 
anbringt.  Indes  mufs  man  hierbei  sehr  vorsichtig  sein,  damit 
nicht  wegen  cos  a  <;  0  der  Nenner  in  (10)  für  eine  in  Frage  kom- 
mende Last  Q  verschwindet,  und  infolgedessen  mit  7  =  90® 
der  Wagebalken  umschlägt.  Dies  tritt  bei  gleich  hohen 
Schneiden  nach  Gl.  (10  a)  schon  für  die  geringste  Belastung  einer 
Schale  ein,  wenn  der  Schwerpunkt  S  des  Balkens  mit  dem  Auf- 
hängepunkte 0  zusammenfällt,  weshalb  diese  schon  oben  zurück- 
gewiesene Anordnung  als  gänzlich  unbrauchbar  erscheint.     Man 

erkennt  übrigens,  dals  der 
Ausschlag  einer  Wage  für  ein 
bestimmtes  Übergewicht  Q  um 
so  gröfser  ist,  je  kleiner  der 
Schwerpunktsabstand  s  und 
das  Balkengewicht  ausfällt. 
Aus  diesem  Grunde  konstruiert 
man  die  Balken  feiner  Wagen  stets  durchbrochen  und  hängt 
sie  dicht  über  ihrem  Schwerpunkt  auf,  wie  in  Fig.  153  ange- 
deutet ist. 

Nach  den  Formeln  (10)  und  (11)  könnte  es  scheinen,  als 
wüchsen  Ausschlag  und  Empfindlichkeit  der  Wage  unter  sonst 
gleichen  Verhältnissen  mit  der  Balkenlänge.  Berücksichtigt  man 
indes,  dafs  diese  Grölse  auch  im  Gewichte  der  Wage  auftritt, 
so  zwar,    dals,   unter  b  die    mittlere  Höhe  des  Balkens,  unter  c 


Mg.  153. 
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die  Dicke  (senkrecht  zur  Zeichenebene  gemessen)  und  y  das 
spezifische  Gewicht  des  Materials  verstanden, 

Öo  =  2a^c  •  y 

ist,  worin  mit  Rücksicht  auf  die  Festigkeit  die  mittlere 
Höhe  h  mit  der  Armlänge  a  und  der  MazimaJbelastung  Qi 
zunimmt.     Wir  dürfen  darum  für  den  mittleren  Armquerschnitt 

hc  =  Qi/(a) 

und  folglich  für  das  Gewicht 

Öo  =  ^af(a)q^y 

setzen,  womit  die  Pormehi  (10)  bezw.  (12)  übergehen  in 

Q  sin  a 

^  "^  ~  2Qi5r/(a)+ (20  +  0  cos  a       *     *     ^     ^^ 
bezw. 

"^f-A^/fiä) (12a) 

Da  nun  f[a)  mit  wachsendem  a  zunimmt,  so  sinkt  in 
Wirklichkeit  der  Ausschlag  und  die  Empfindlichkeit 
bei  zunehmender  Armlänge;  feine  Wagen  werden  darum 
mit  möglichst  kurzen  Balken  ausgerüstet. 

Die  Empfindlichkeit  einer  Wage  macht  sich  nun  auch  in 
derem  dynamischen  Verhalten  geltend,  welches  wir  bisher  ganz 
aufser  acht  gelassen  haben.  Für  die  praktische  Verwendung 
der  Wage  ist  dasselbe  jedoch  von  grofser  Bedeutung,  da  die 
Wage  auch  bei  der  geringsten  Änderung  ihrer  Belastung  in 
Schwingungen  gerät,  welche  infolge  der  ebenfalls  bisher  nicht  be- 
rücksichtigten Reibung  an  den  Schneiden  und  des  Luftwider- 
standes mit  der  Zeit  erlöschen.  Da  man  nun  besonders  bei 
feinen  Wagen  nicht  warten  kann,  bis  dies  eingetreten  ist,  so 
beobachtet  man  die  beiderseitigen  Schwingungsausschläge  eines 
nait  dem  Wagebalken  fest  verbundenen  Zeigers  an  einer  Skala 
und  fügt  so  lange  auf  der  einen  Seite  Gewichte  hinzu,  bis  beide 
Ausschläge  einander  gleich  werden.  Dies  Verfahren  ist  natürlich 
um  so  zeitraubender,  je  länger  die  Schwingungen  der  Wage  an- 
dauern. Da  es  sich  nur  um  kleine  Ausschläge  handelt,  so  ist 
die  volle  Schwingungsdauer  gegeben  durch 

t  =  2n  1  — » 

r  9 
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worin  l  die  reduzierte  Pendellänge  des  ganzen  Systems  bedeutet. 
Nun  sei  der  polare  Trägheitsradius  des  Balkens  Ä,  die  Schalen 
vom  Eigengewichte  6r  seien  jede  durch  eine  Last  Q  beschwert. 
Diese  Gesamtbelastung  G  -{-  Q  dürfen  wir  uns,  wenn  wir  von 
seitlichen  Schwingungen  der  belasteten  Schalen  absehen,  in  den 
Aufhängepunkten  Ai  und  A^  konzentriert  denken,  so  dafs  ihr  Trag, 
heitsradius  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  des  Balkens  mit  a 
identisch  ist.  Der  gemeinsame  Schwerpunkt  beider  Zusatzlasten 
liegt  dann  um  a  cos  a  unter  dem  Drehpunkte  und  wir  erhalten 
für  die  reduzierte  Pendellänge  des  ganzen  Systems 


/  = 


GqS  -\-2(0  -\-  Q)  aQ>o^  a 


(14) 


Setzen   wir   in   diese  Formel   den  obigen  Wert  für  Gq  ein,   so 
ergibt  sich 


l  = 


«iSy/(«)  +  (ö^+Q)cosa' 


ein  Ausdruck,  der  da  k^  ebenfalls  rasch  mit  a  steigt,  jedenfalls 
mit  wachsender  Armlänge  zunimmt.  Die  obige  Forderung 
geringer  Armlänge  führt  demnach  auf  kurze,  redu- 
zierte Pendellängen  und  damit  geringe  Schwin- 
gungsdauer, wodurch  das 
Arbeiten  mit  der  Wage 
sehr  erleichtert  wird. 

Man  erkennt  übrigens,  daÜB 
die  Pendellänge  (14)  und  mit 
ihr  die  Schwingungsdauer  sich 
mit  der  Belastung  der  Wage 
ändert. 

Nahe  verwandt  mit  der 
vorstehend  untersuchten  zwei- 
armigen Hebelwage ,  welche 
vorwiegend  für  exakte  Wägun- 
gen benutzt  wird,  ist  die  sog. 
einfache  Zeigerwage  (Fig.  154),  welche  aus  einem  in  0 
drehbaren  Winkelhebel  AGB  besteht,  an  dessen  einem  Arm 
bei  A  die  Schale  mit  den  zu  wägenden  Gegenständen  angehängt 
wird,    während    am    anderen    Arm    ein    Gewicht    befestigt    ist. 


Fig.  154. 
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Mit  demselben  möge  der  Winkelhebel  ein  Gesamtgewicht  Gq 
besitzen,  welches  wir  uns  in  seinem  Schwerpunkt  S  mit  dem 
Abstände  0  8  =  0^  von  der  Achse  konzentriert  denken  können. 
Der  Arm  0  Ä  =^  a^  welcher  mit  der  Schwerachse  0  S  B  den 
Winkel  Ä  0  B  ^  a  bildet,  trägt  am  Ende  das  Schalengewicht  G 
und  die  zu  wägende  Last  Q.  Nachdem  Gleichgewicht  eingetreten 
ist,  bilde  der  Arm  0J5,  der  gewöhnUch  mit  einem  Zeiger  ver- 
sehen ißt,  den  hiermit  auf  einer  Skala  ablesbaren  Winkel  (p 
mit  der  Vertikalen  durch  0.  Alsdann  besteht  die  Momenten- 
gleichung    . 

{G  -\-  Q)  a  sin  («  —  cp)  =  Gq  Oq  sin  q), 

aus  der  sich  für  den  Ausschlagswinkel  q) 

cotg  w  =  cotg  a  +  ,^   \   X.^    ' •     •     •     (15) 

^  ^  ^       '    ((?  +  Q)  a  sm  a  ^    ^ 

ergibt.  Bilden  die  beiden  Arme  einen  rechten  Winkel  «  =  90^ 
miteinander,  so  geht  (15)  über  in 

G^a^  ,       ^  (ö  +  e)a        ,,., 

««tg  ^^  =  (G  +  Q)a   ^^^^  *^  '^  =  ^ööoo-      •  ^^^^> 

Die  Empfindlichkeit  der  Zeigerwage  folgt  durch  Differentiation 
von  (15)  zu 

1       dq  ö^o^o 


sin  2 

q  dq         ((?+Q)2asina 

oder  wegen 

1 

1  +  cotg  2  f/) 

sin  ^(f) 

dq 

GoüQa  sin  a 

dQ  Go^ao^  +  (ö+  02a2  ^2Go  (G  +  Q)  aa^  cos  «  ^^^^ 
bezw.  für  «  =  90^ 

dg) Gpapa 

dQ  '^  Go^ao^  +  {G  +  Qfa^      ....    ^iba; 

Die  Empfindlichkeit  der  Zeigerwage  nimmt  also 
mit  wachsender  Belastung  ab;  sie  kann  aufserdem 
ni  cht  vom  Schal  engewicht  e,  welches  hier  einfach  als 
Bestandteil  der  einseitigen  Belastung  erscheint,  un- 
abhängig gemacht  werden.  Die  Zeigerwage  ist  daher  auch 
der   justierten  Hebelwage   mit   zwei  Schalen   nicht  gleichwertig. 
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Obwohl  die  Teilung  der  Skala  nach  Gl.  (15)  leicht  durchgeführt 
werden  kann,  so  zieht  man  in  der  Praxis  doch  ein  rein  empi- 
risches Verfahren  vor,  welches  bei  den  nur  geringen  Ansprüchen 
an  die  Genauigkeit  dieser  Wagen  vollkommen  zulässig  erscheint. 

Die  vorstehend  besprochenen  beiden  Arten  der  zweiarmigen 
Hebelwage  eignen  sich  nun  nicht  zur  Ermittelung  des 
Gewichtes  grolser  Lasten;  da  entweder  das  Auflegen  vieler 
bekannter  Gewichte,  wenn  solche  überhaupt  in  genügender  Zahl 
vorhanden  und  der  Wagebalken  stark  genug  ausgeführt  ist,  sehr 
zeitraubend  wird  oder  aber  bei  der  Zeigerwage  der  Hebelarm  für 
die  Last  so  kurz  gemacht  werden  mufs,  dafs  sehr  geringe  Ver- 
schiebungen des  Aufhängepunktes  schon  beträchtliche  Fehler 
hervorrufen.  Aufserdem  ist  es  mit  Rücksicht  auf  die  Dimen- 
sionen des  zu  wägenden  Körpers  und  dessen  Handhabung  er- 
wünscht, über  von  oben  frei  zugängliche  Wageschalen  zu  ver- 
fügen, womit  die  Aufhängung  derselben  an  Ketten  oder  Seilen 
nicht  verträghch  ist.  Bezeichnet  man  allgemein  die  zu  wägende 
Last  mit  Q  und  das  Vergleichsgewicht  mit  P,  so  erfordert  das 
Gleichgewicht  beider  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschie- 
bungen das  Bestehen  der  Formel 

Pdhi-\-  Qdh2  =  0, 

worin  dhi  und  dh2  die  aus  der  Konfiguration  des  Systems  sich  er- 
gebenden vertikalen  Verschiebungen  des  Gewichtes  und  der  Last 
bedeuten.  Die  einzelnen  Teile  der  Wage  brauchen  wir  in  diese 
Formel  darum  nicht  aufzunehmen,  weil  sie  auch  in  unbelastetem 
Zustande  für  sich  im  Gleichgewichte  stehen  und  daher  eine  ent- 
sprechende Bedingung  erfüllen  müssen.     Das  Verhältnis 

dho        P 

-di=q ^17) 

nennen  wir  nun  das  Übersetzungsverhältnis  der  Wage  und 
bezeichnen  dieselbe  z.  B.  als  Dezimal-  oder  Zentesimalwage, 
wenn  das  Übersetzungsverhältnis  1 :  10  bezw.  1 :  100  beträgt. 
Weiterhin  verlangen  wir,  dals  dieses  Übersetzungsver- 
hältnis unabhängig  ist  von  der  Lage  der  Last  auf 
ihrer  Schale,  deren  sämtliche  Punkte  demnach  bei 
kleinen  Änderungen  der  Konfiguration,  d.  h. 
Schwingungen,  um  die  Gleichgewichtslage  gleiche 
Vertikalwege  zurücklegen  müssen. 
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Diese  Bedingung  ist  z.  B.  erfüllt  bei  der  Robervalschen 
Tafel  wage  (Fig.  155),  bei  welcher  die  Schalen  mit  vertikalen 
Stangen  AAi  BBi  verbunden  sind,  welche  ihrerseits  durch  zwei 
um  0  und  Oi  drehbare  Doppelhebel  Ä  B  und  ^i  B^  parallel  ge- 
führt werden.  Die  Gleichgewichtsbedingung  für  dieses  System 
bereitete   vor   der  Kenntnis  /mfl  u 

0 


Ö, 


a-. 


K 


Fig.  166. 


des  Prinzips  der  virtuellen Ver-  

Schiebungen  grolse  Schwierig- 
keiten, so  dals  man  diese  £ 
Vorrichtung  im  18.  Jahr- 
hundert als  ein  mechani- 
sches Paradoxon  bezeich-  B,^^ 
nete.  Erst  P  o  i  n  s  o  t  gelang 
der  Nachweis  der  Gleichgültig- 
keit der  Liage  der  Last  Q  oder 
des  Gewichtes  P  auf  den 
Schalen,  indem  er  zeigte,  dafs  die  durch  ihre  Parallelverschiebung 
nach  Ä  Äi  bezw.  B  Bi  entstehenden  Kräftepaare,  welche,  wie  wir 
früher  gesehen  haben,  in  ihrer  Ebene  beliebig  verdreht  werden 
können,  in  den  Punkten  Ä  und  Äi  bezw.  B  und  Bi  in  Züge  und 
Druckkräfte  in  den  Hebeln  ^5  und  Äi  B^  aufgelöst  werden  können. 
Sie  setzen  sich  so  zu  einem  resultierenden  Kräftepaar  mit  den 
Angriffspunkten  0  und  0^  zusammen,  welches  die  Säule  der 
Wage  umzukippen  bestrebt  ist,  ohne  für  das  Gleichgewicht  inner- 
halb des  Systems  von  Bedeutung  zu  sein.  Da  hier,  unter  d  (p 
der  gemeinsame  elementare  Drehwinkel  beider  Hebel  verstanden, 

dhi  =  aidfff        dh2  =  —  a^dff , 

so  folgt  aus  (17)  für  das  Übersetzungsverhältnis 


02 

«1 


P 

Q 


(17a) 


Gewöhnlich  werden  allerdings  bei  dieser  Wage  beide  Arme 
^on  gleicher  Länge  gemacht,  so  dafs  sie  wie  die  doppelarmige 
Hebelwage  eine  unmittelbare  Gewichtsvergleichung  gestattet. 

Die  Parallelführung  der  Schale  hat  übrigens  auch  bei  den 
zur  Ermittelung  sehr  kleiner  Gewichte,  z.  B.  von  Briefen  gebräuch- 
lichen Zeiger  wagen  vielfach  Eingang  gefunden  (Fig.  156). 
Man  erreicht  dadurch,  wie  bei  der  Robervalschen  Tafelwage  die 
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Unabhängigkeit  der  Wägung  eines  Körpers  von  seiner  Lage  auf 
der  Schale,  und  damit  die  Anwendbarkeit  der  Gleichgewichts- 
bedingungen der  einfachen  Zeiger- 
wage auf  diesen  Fall,  wobei  immer 
zu  beachten  ist,  dafa  der  zweite 
Arm  Äi  Ol  zum  Gewichte  des  Win- 
kelhebels ebenso  beiträgt,  wie  der 
ihm  parallele  AO. 

Für  die  Wägung  grolser  Lasten 
kommen  diese  Einrichtungen  natur- 
gemäfs  nicht  in  Frage;  hierzu 
dienen  die  sog.  Brückenwagen, 
deren  einfachste  und  gebräuch- 
lichste Form  in  Fig.  157  schema- 
tisch dargestellt  ist.  An  dem  Ende  Ai  des  eigentlichen  Wage- 
balkens hängt  die  Schale  zur  Aufnahme  der  Gewichte,  am 
anderen  Ende  A2  ist  durch  eine  Zugstange  A2B1  eine  Platte 
aufgehängt,  welche  in  Oi  sich  auf  die  Unterlage  stützt  und  eine 


Flg.  156. 


B. 


^ 


^ 


\ 


-1,,^ 


Fig.  157. 

weitere  Schneide  B2  trägt.  Auf  dieser  ruht  die  zum  Wägen  be- 
stimmte sog.  Brücke  BzBfij  deren  Ende  B^  durch  die  Zugstange 
AqBq  mit  dem  Wagebalken  selbst  verbunden  ist.  Das  ganze 
System  wird  so  auf  gestellt, .  dafs  die  leere  Schale  am  Arme  OA^ 
gerade  mit  der  am  anderen  Arme  OA2  hängenden  Platte  bezw. 
der  Brücke  derart  im  Gleichgewichte  steht,  dafs  der  Wagebalken 
Ai  OA2  eine  horizontale  Lage  annimmt.  Alsdann  brauchen  wir  bei 
der  Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  belastete 
Wage  auf  das  Eigengewicht  ihrer  beweglichen  Bestandteile  keine 
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Rücksicht  zu  nehmen  und  können  unsere  Untersuchung  auf 
die  elementaren  Verschiebungen  der  Last  Q  auf  der  Brücke, 
welche  sich  im  Abstände  x  vom  Drehpunkt  B2  befinden  möge, 
und  des  in  Äi  angreifenden  Gewichtes  P  beschränken. 

Das  Gewicht  P  möge  nun  eine  Verschiebung  nach  unten 
um  dhi  erleiden,  dann  entsprechen  derselben  mit  ÄiO=aif 
^2  O  =  02,  A3  0  =  03  Verschiebungen  der  Punkte  Ä2  und  Ä^ 
nach  oben  im  Betrage  von 

dh2  =  —  dhif  dJi^  =  —  dhi      .     .     .     .     (18) 

Die  Verschiebung  dh2  von  Ä2  ist  also,  wenn  wir  von  der 
bei  der  Drehung  des  Armes  Ä1OA2  um  0  sich  einstellenden 
geringen  Auslenkung  der  Stange  Ä2B1  aus  der  Vertikalen  als 
unendlich  klein  von  höherer  Ordnung  absehen,  identisch  mit 
der  Verschiebung  des  Punktes  Bi.  Der  Drehpunkt  B2  der 
Brücke  Oi  Bi  =  fei  im  Abstände  Oi  B2  =  ^2  wird  infolgedessen  um 

dh2^  =  ^dh2  =  ^^  dh^ (19) 

gehoben.  Die  Hebung  dh^  des  Endpunktes  der  Brücke  ^2^3 
=  ^3  setzt  sich  demnach  zusammen  aus  einer  Parallelverschiebung 
dli2  und  einer  Drehung  um  P2»  deren  Ergebnis  eine  weitere 
Hebung  um  dh^,'  ist,  so  dafs  wir  haben 

dh^  =  dh^  +  dh^' (20) 

Die  Last  Q  im  Abstände  P2  Q  =  ^  auf  der  Brücke  erleidet  somit 
eine  Verschiebung  um 

(f A4  =  dh^  +  Y  ^^3'  =  äh2'  +  y  (dh  —  dh^)    .     (21) 
oder  mit  Rücksicht  auf  (18)  und  (19) 

Wir  verlangen  nunmehr,  dafs  das  Übersetzungsverhältnis 
dh^:  dkl  unabhängig  sei  von  der  Lage  der  Last  auf  der  Brücke, 
d.  h.  aber,  dafs  der  Klammerausdruck  des  zweiten  Gliedes,  in 
welchem  die  Strecke  x  diese  Lage  bestimmt,  verschwindet.  Dies 
tritt  dann  ein,  wenn 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  22 


338  Kap.  Y,    Mechanik  ebener  Systeme. 

und  folglich  in  (21)  dh^  =  dh^  wird,  die  Brücke  also  bei  der 
elementaren  Änderung  der  Konfiguration  nur  eine  ParaUelver- 
schiebung  erleidet.  Das  Übersetzungsverhältnis  selbst 
folgt  damit  zu 

kann  somit  an  jeder  Brücken  wage,  für  welche  die  Beziehung  (23) 
gilt,  sofort  abgemessen  werden.  Vor  der  Benutzung  einer  solchen 
Wage  hat  man  sich  daher  zunächst  von  der  Erfüllung  der 
Gl.  (23)  zu  überzeugen  bezw.  einen  der  Auflagepunkte  so  lange 
zu  verlegen,  bis  dieselbe  erfüllt  ist.  Gerät  dabei  im  unbelasteten 
Zustande  der  Wagebalken  A^  OA2  aus  der  horizontalen  Lage 
heraus,  so  hilft  man  sich  durch  Auflegen  kleiner  Korrektions- 
gewichte auf  eme  Hilfsschale  an  der  Aufhängevorrichtung  der 
Schale  für  die  Vergleichsgewichte  oder  aber  durch  Verschieben 
«ines  sog.  Laufgewichtes  auf  dem  Arme  AiO. 

Da  diese  Brückenwagen  beim  Gebrauch  nur  kleinen  Schwin- 
gungen ausgesetzt  sind,  im  Gegensatze  zu  den  Zeiger  wagen,  so 
kann  man  die  sämtlichen  Drehpunkte  als  Schneiden  ausbilden  und 
Drehzapfen  vermeiden,  wodurch  die  Empfindlichkeit  für  praktische 
Zwecke  ziemlich  hoch  ausfällt.  Diese  Wagen  sind  darum  auch 
im  Gegensatze  zu  Zeigerwagen  als  eichfähig  anerkannt.  Trotzdem 
wollen  wir  von  einer  rechnerischen  Ermittlung  des  Ausschlags- 
winkels bei  bestimmtem  Übergewichte  und  der  daraus  folgenden 
Empfindlichkeit  hier  absehen,  da  dieselbe  wegen  der  grölseren 
Zahl  von  Schneiden  und  der  dort  wirkenden  Nebeneinflüsse 
nicht  entfernt  so  zuverlässig  ausfallen  kann  wie  bei  der  einfachen 
Balkenwage.  Die  praktische  Feststellung  dieses  Wertes  bietet 
überdies  bei  einer  vorgelegten  Wage  keine  Schwierigkeiten. i) 


^)  Aufser  den  vorstehend  besprochenen  gebräuchlichsten  Anord- 
nungen gibt  es  noch  eine  grofse  Menge  anderer,  oft  zu  speziellen 
Zwecken  konstruierter  Wagen,  bezüglich  deren  Einrichtung  und  Em- 
pfindlichkeit auf  die  Monographie  >Die  Konstruktion  der  Wage« 
von  E.  Brauer  (Weimar  1880)  oder  auf  Grashofs  »Theoretische 
Maschinenlehre«  Bd.  II  (Hamburg  1883)  S.  722  u.  ff.  verwiesen  werden 
mufs. 
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§  41.   Die  zwangläufige  Bewegung  eines  Stabes. 

Pie  Beschleunigangs-  oder  Massendrücke  bei  der  Bewegung  eines  ge- 
führten Stabes.  Möglichkeit  einer  äquivalenten  Verteilung  der  Masse 
auf  die  Führungspunkte  mit  Bücksicht  auf  das  Massendruckmoment 
und  die  kinetische  Energie.  Bestimmung  der  Auflagereaktionen,  der 
Achsial-  und  Transversalkraft  des  bewegten  dünnen  Stabes.  Ermittlung 
•des  Biegungsmomentes  aus  der  Transversa]  kraft.  Beispiel  des  an  einer 
vertikalen  Wand  ohne  Beibung  herabgleitenden  Stabes. 

Die  Bewegung  eines  starren  ebenenen  Gebildes  oder  Stabes 
iDezeichnen  wir  dann  als  eine  zwangläufige,  wenn  dasselbe  in 
zweien  seiner  Punkte  an  zwei  starre  Kurven,  die  sog.  Führungs- 
kurven  gebunden  ist.  Das  Studium  derartiger  Bewegungen  ist 
besonders  wichtig,  weil  durch  dieselben  in  der  Technik  Energie- 
übertragungen vermittelt  werden.  Dabei  sind  die  beiden 
Führungskurven  oder  Führungen  stets  mit  einem  und  dem- 
selben Körper,  dem  Gestell  fest  verbunden,  während  am  einen 
Ende  des  bewegten  Stabes  eine  treibende  Kraft,  am  anderen 
-dagegen  ein  Widerstand  angreift.  Unsere  Aufgabe  besteht  nun 
einerseits  darin,  die  Änderungen  der  kinetischen  Energie  des 
Stabes  unter  dem  Einflufs  dieser  Kräfte  zu  bestimmen,  andererseits 
aber  die  Rückwirkung  des  ßewegungsvorganges  auf  das  Gestell 
zu  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  in  Fig.  158  die  treibende  Kraft  im  Punkte  A 
mit  P,  den  Widerstand,  d.  h.  die  in  B  angreifende  äufsere  Kraft 
mit  W,  die  Komponenten 
beider  in  den  positiven 
Achsenrichtungen  bezw.  mit 
Txi  Py  und  Wxy  Wy  und  setzen 
iemer  voraus,  dafs  die  Be- 
wegungsebene vertikal  sein 
möge,  also  auch  noch  das 
Oewicht  G  der  bewegten 
Stange  in  Rücksicht  zu 
ziehen  ist,  so  wird  im  Ge- 
stell, wenn  dasselbe  in  Ruhe  *  j^    ,=o 

Flg.  158. 

veAarren  soll,  eme  Auflage- 
reaktion geweckt,  deren  Komponenten  X  und  Y  sich  nach  dem 
-Satze  von  D'Alembert  aus 


0 

ff 

B 

X 

22' 
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Y-G+Py  +  Wy  =  ymj^ 

berechnen  lassen.  Die  Integrationen  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichungen  haben  sich  auf  alle  Elemente  dm  des  bewegten 
Stabes  zu  erstrecken ;  die  hierdurch  ermittelten  Kräfte  bezeichnet 
man  in  der  Technik  meist  als  die  Massendrücke,  seltener  als 
die  Beschleunigungsdrücke  des  Stabes.  Um  die  Integrationen 
in  bequemer  Weise  ausführen  zu  können,  wollen  wir  die  Koor- 
dinaten X  und  y  eines  beliebigen  Punktes  C  des  Stabes  mit  der 
Masse  dm  in  den  Koordinaten  x'y'  und  x"y"  der  Führungs- 
punkte Ä  und  Bf  sowie  in  den  relativen  Abständen  t]  und  ^  von 
der  Verbindungslinie  AB  bezw.  auf  dieser  von  Ä  gemessen  aus- 
drücken. Ist  l  die  unveränderliche  Länge  dieser  Verbindungs- 
linie, so  ergibt  sich  sofort 


x  =  x^  +  ^  (a?"  —  x')  —  j  {y"  —  y') 


y  =  y'  +  j  iy''  -  y')  +  j  {X-  -  x^) 


(2) 


und  daraus 


(d^y''  '     d^y' 


dP  dp- 


i 


rjdm 


,     d'^y       d'^y'  C  1    Id'^y'' 

dm-^  = 


Vi  dm. 


Wir  verlangen  nunmehr,  dals  der  Stabschwerpunkt  auf  der 
VerbindungsUnie  AB  und  zwar  im  Abstände  s  von  A  hegen 
möge,  alsdann  ist,  unter  m  die  Gesamtmasse  des  Stabes  ver- 
standen 

l  c?w  =  m,      \'^dm  =  sm,      \ridm  =  0,      .     .-(3) 

und  die  Gleichungen  für  die  Massendrücke  in  den  Achsen- 
richtungen gehen  über  in 
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i 


,     cßx  l  —  sd^x'  ,        8  d^x" 

,     d^y  l  —  sd^y'-         s  d^y" 


w 


Ebenso  hätten  wir  aber  auch  aus  (2)  mit  Rücksicht  auf  (3)  er- 
halten 

C  l  —  s  s 

\  X  dm  =^  m  — jf —  af  -\~  m  j  x^* 

C  l  —  s  s         h    '    '    '    (S) 

\y  dm  =m  —j—  y'  +  mj  y" 

womit  nur  gesagt  ist,  dafs  wir  die  Gesamtmasse  des  Stabes, 
statt  sie  im  Schwerpunkte  zu  vereinigen,  auch  auf  die 
Stützpunkte  A  und  B  der  Führungen  verteilen  dürfen, 
wenn  der  Schwerpunkt  auf  dieser  Verbindungslinie 
liegt.  Aus  der  Gl.  (4)  geht  nun  hervor,  dafs  dieselbe  Ver- 
teilung unter  der  letzten  Voraussetzung  auch  für  die 
Berechnung  der  Massendrücke  zulässig  ist,  wodurch  die 
letztere  in  hohem  MaTse  erleichtert  wird.  Die  Wirkung  des  be- 
wegten Stabes  von  der  Masse  m  auf  das  Gestell  in  den  Achsen- 
richtungen ist  demnach  identisch  mit  der  vereinigten  Wirkung 

l s 

•einer  in  Ä  konzentrierten  Masse  m  ~^.—y  welche  mit  einer  in  B 

konzentrierten  Masse  m  -j  durch  eine  starre  masselose  Gerade 
verbunden  ist. 

Es  fragt  sich  nun  weiter,  ob  diese  Zerlegung  auch  zulässig 
ist,  für  die  Berechnung  des  auf  das  Gestell  wirkenden  Momentes 
bezw.'für  die  kinetische  Energie  der  gesamten  Stabmasse.  Wir 
setzen  zu  diesem  Zwecke  das  Moment  der  Auflagereaktion  des 
■Gestelles 

und  haben  dann  nach  der  Momentengleichung  in  Bezug  auf  0 

9Ki  +  (y'Px  —  Äj'Py)  +  (y'^W:,  —  af'Wy)  ^  ^  xdG 

C.     I    d^'x  d^y] 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  dO  =  gdm  und  (5) 
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50^1  +  (y'-P*  —  ^Py)-\-  iv"  Wx  -  X"  Wy)  -  G  /^^  x'-\-j  X") 

Mit  Hilfe  von  Gl.  (2)  erhalten  wir  zunächst  für  das  erste  Glied 
unter  dem  Integral  der  rechten  Seite,  da  die  Relativkoordinaten 
£  und  f}  von  der  Zeit  unabhängig  sind 

^dt^~~      ^'      \df-     ^    l\dt^    '^  d^]        l   [df^         dt^j] 

+      l      \dW^^T\d^  "  d^J^  l   \dt^  ~  d^j] 

+       l       \dP^'^^'^T\dt^    ~  df-j"   l    [df^  ~  d^)\ 
und  ebenso  für  das  zweite 

+       Z       t6Z^2  ^'+  ;   ^^^2  — -^^2J+  ;    \d/2  —  ^^  jl 


2/"— y 


Gehen  wir  nunmehr  an  die  Ausführung  des  Integrals  der  rechten 
Seite  von  (6),  wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dafs  die  Masse 
des  Stabes  symmetrisch  zur  Verbindungslinie  AB, 
die  wir  dann  als  Stabachse  bezeichnen  dürfen,  angeordnet 
sein  möge,  so  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  der  Gl.  (3), 
sowie  Einführung  des  polaren  Trägheitshalbmessers  k  in  -Bezug 
auf  Ay  d.  h.  mit 

Jg7ydw  =  0,  J  ($2 -(- 7y2)  ö[m  =  Ä;2m    ...     (7) 

den  Ausdruck 


.f 
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Hierin  können  wir  den  letzten  Term  noch  umformen  und  zwar 
durch  Einführung  des  Neigungswinkels  t//  der  Stabachse  AB 
gegen  den  Horizont.     Aus 

x"  —  af  =  l  cos  tp,        y'*  —  y  =  Z  sin  t//    .     .     .     (8) 

folgt  nämlich 

--^dt =-'«>'^'^I7'        —dt =  ^<=°«'^I7' 

SO  dals  wir  haben 

(^"  -   ^')  dt^  -  (^'   -  ^  )  -     -dt^- 

_  1  f  (y^^  —  yQ  ^  (X*'  -  agQ  -  (ag"  -  X')  d  jy'^  ^  y')\ 
~'dt\  dt  j 


=  -;2|-^{(8in2^  +  eos2^)g}  =  -; 


2^ 

df^' 


Die  endgiltige  Foi-mel  für  das  sogenannte  Moment  der  Massen- 
drücke oder  kürzer  das  Massendruckmoment  des  Stabes 
AB  lautet  mithin 


I 


Wir  erkennen  daraus,  dafs  die  für  die  Berechnung  der  Massen- 
drücke selbst  unter  der  Voraussetzung  der  Verbindungslinie  AB 
als  Schwerachse  streng  giltige  Verteilung  der  Masse  auf 
die  beiden  Stützpunkte  für  die  Ermittlung  des 
Momentes  nur  dann  zulässig  erscheint,  wenn  das 
letzte  Glied  in  (10)  vernachlässigt  werden  darf.    Dies 

S  1i^ 

setzt  aber,  wenn  nicht  schon  die  Differenz  -v  —  -^    sehr    klein 

gegen  1  ausfällt,  kleine  Drehbeschleunigungen  des  Stabes  voraus, 
wie  sie  glückUcherweise  in  praktischen  Fällen  häufig  vorliegen. 
Der  Näherungsausdruck 

^^\yjw-''m^\^-dt^~'^'dt^j-i'^ 
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ißt  jedenfalls  nur  dann  in  voller  Strenge  giltig,  wenn  der  Stab 
sich  lediglich  parallel  zu  sich  selbst  bewegt,  die  Leitkurven  also 
einander  kongruent  sind. 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse  für  die  kine- 
tische Energie  des  Stabes,  welche  sich  aus 


=lhm+{WHh 


w     .      .      .      (11) 


berechnet.  Statt  dieses  Ausdruckes  können  wir  auch,  unter  Vq 
die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  und  Äq  ^^^  polaren 
Trägheitshalbmesser  des  Stabes  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
ver8ta:nden,  nach  §  35  GL  (14)  schreiben 

Die  beiden  Komponenten  von  Vq  berechnen  sich  nun  aus  den 
Schwerpunktskoordinaten 

Xq  —  X         j        -|-  X     j 

»-»'-,-  +  y"  j 

durch  Differentiation.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit  v^  und  v,;, 
sowie  die  Geschwindigkeitskomponenten  von  Ä  und  B  der  Kürze 
halber  mit  Vx  Vy   bezw.  Vx"  Vy",  so  erhalten  wir 

n  =  Vx'  — ^ h  Vx'  y 

.1-.^  ...^ »'" 

V,  =  vv  —i h  •"!/   J 

und  daraus  mit  v«^  =  vf  +  V.  «'^  =  ^•^^'  +  %'^  ^"^  =  ^""^  +  ^^" 
vi  =  v'^  (^^)  +  «'"'  p  +  2  ^^  •  1"  ("x' «."  +  Vy'  V')- 

Andererseits  ist  aber  wegen  (8) 

d"^  ,,      '    ,       ,  dtp 

Vx"  —  Vx'  =  —  Z  sin  t//  -^ ,      Vy"  --Vy'  =  1  cos  t//  -^, 

folglich 


oder 
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i;^"2  +  vx'2  —  2rx'  tv"  =  P  sin  2  V  f^)'', 

f/'2  +  V,"^  -  IVv'  V,"  =  r-ä  cos  2^/  (ll)', 

2  (r^'  v^"  +  vj,'  v/O  =  «'2  +  r"2  -  P  /^j', 

so  dafs   wir  für  das  Quadrat  der  Scbwerpunktsgeschwindigkeit 
erhalten 

•*'  -  •■=  -7-  +  «■'  f  -  (f  -  S) "  falF  •■('•') 

Führen  wir  dies  in  GL  (IIa)  ein,  und  beachten  noch,  dals 
nach  dem  Steinerschen  Satze  k^  =  Tc^  —  s-y  unter  k  wieder  den 
durch  (7)  bestimmten  polaren  Trägheitsradius  der  Stange  in 
Bezug  auf  A  verstanden,  so  ergibt  sich  für  die  kinetische 
Energie  des  ganzen  Stabes 

Es  lälst    sich   also    auch   die  kinetische  Energie 

des  Stabes  angenähert   durch  diejenige   der  auf  die 

Stützpunkte  nach  dem  Schwerpunktsatze  verteilten 

Massen  ersetzen,   wenn  die  Winkelgeschwindigkeit 

des    Stabes,     bew.    seine    Auslenkungen    aus    einer 

mittleren  Lage  nur  gering  sind  oder  die  Differenz 

6*        k^ 

-T  —  "rö  hinreichend  klein  gegen  1  ausfällt. 

Zur  rechnerischen  Bestimmung  der  in  unseren  Formeln  auf- 
tretenden Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  welche  vor 
allem  für  die  Gröfse  der  Massendrücke  und  deren  Moment  mals- 
gebend  sind,  dient  die  Energiegleichung.  Dieselbe  besagt  nur,  dafs 
der  Überschufs  der  Arbeit  der  treibenden  Kraft  Px  dx'  +  Py  dy' 
über  die  Arbeit  des  Widerstandes  —  {Wx  dx"-\'  Wy  dy'')  einer- 
seits zur  Hebung  des  Stabgewichtes  G  um  dy^,  anderseits  zur 
Erhöhung  der  kinetischen  Energie  J  verwendet  wird,  und  lautet 
somit  unter  ausdrücklicher  Vernachlässigung  von  Rei- 
bungswiderständen 

Px  d(xf  +  Py  dy*  +  Wx  daf'  +  Wy  dy*'  ^OdyQ-\-dJ  .  (15) 
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Die  Kräfte  P  und  W  können  wir  uns  in  den  meisten  Fällen 
als  Punktionen  der  Koordinaten  gegeben  denken,  seltener  als 
Funktionen  der  Geschwindigkeit.  Immerhin  enthält  die  Gl.  (15) 
bei  bekannten  Kräftefunktionen  noch  die  Differentiale  von  x\  y\ 
^"f  y"j  yo  ^^^  V^'  I^iö  beiden  letzteren  Variablen  lassen  sich  sofort 
durch  (12)  bezw.  (8)  eliminieren,  so  dals  (15)  nur  noch  x'  y'  x"  y" 
zu  enthalten  braucht.  Eine  weitere  Gleichung  zwischen  diesen 
Veränderlichen  folgt  aus  (8),  nämüch  die  Bedingung  der  Zu- 
ordnung der  Punkte  Ä  und  ß  der  Führungen  durch  die  Stab- 
länge l 

{af'  —  x')2  +  (j/"  —  y'f  =  Z2 (16) 

oder 

(X"  —  x")  d  (x"  —  X')  +  (y"  —y')d  {y''  —y')  =  0,    .  (16a) 

wozu  schliefslich  noch  die  Kurvengleichungen  der  Punkte  Ä 
und  B 

/i  {^,  y')  =  0,      /2  (X",  t/'O  =  0  .   .   .   .   (17) 

bezw.  deren  Differentialgleichungen 

treten.  Wir  haben  also  im  ganzen  zur  Bestimmung  der  Ab- 
hängigkeit der  vier  Koordinaten  x^  y*  x"  y"  von  der  Zeit  t  die  vier 
voneinander  unabhängigen  Formeln  (15),  (16)  und  (17),  welche 
theoretisch  zur  Lösung  der  Aufgabe  ausreichend  sind. 

Erst  nachdem  die  Geschwindigkeiten  und  daraus  die  Be- 
schleunigungen der  Stützpunkte  Ä  und  B  ermittelt  sind,  können 
wir  an  die  Berechnung  der  Massendrücke  (4)  bezw.  des  Mo- 
mentes (10)  derselben  herantreten  und  daraus  schhelslich  die 
Auflagereaktionen  am  Gestell  mit  Hilfe  der  Gl.  (1)  und 
(6)  folgern.  Wo  wir  uns  dieselben  wirksam  denken,  ist  gleich- 
gültig; am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  wir  einen 
der  Auflagepunkte  des  Gestelles  nach  0  hin,  den  zweiten  da- 
gegen in  die  XAchse  unseres  Koordinatensystems  verlegen.  Als- 
dann bleibt  das  Gestell  in  Ruhe,  wenn  wir  uns  in  0  einen 
Zapfen  angebracht  denken,  der  durch  zwei  Kräfte  Xq  Yq  ersetzt 
werden  kann,  während  in  dem  Stützpunkt  auf  der  X-Achse  im 
Abstände  a  ein  vertikaler  Auflagedruck  Yi  wirksam  ist.  Diese 
drei  Kräfte  ersetzen  vollständig  die  Werte  von  X,  Y  und  3Ki  in 
unseren  Formeln  (1)  und  (6),  so  zwar,  dals 
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Yo+ri  =  r,        aYi  =  -SR, 


(18) 


-Xo  —  X, 
wird  (Fig.  159). 

Wollen  wir  dagegen  die  im  Stabe  selbst  wirksamen  Kräfte 
kennen  lernen,  so  müssen  wir  vorher  die  Bahnreaktionen  er- 
mitteln, welche  in  den  Stütz- 
punkten Ä  und  B  normal 
zu  den  Führungen  an- 
greifen. Bezeichnen  wir  die 
Komponenten  dieser  Bahn- 
reaktionen mit  X'  Y'  und 
X"  Y",  so  wird  dieser  For- 
derung durch  die  Gleichungen 

X'  daf  -^-T  dt/    =  0) 

X'^daf'  +  T'dy'*  =  0)^^^^ 

genügt.  Aus  denselben  geht 
auch  hervor,  dafs  diese  Reak- 
tionen keine  Arbeit  leisten,  mithin  auch  bei  Aufstellung  der  Energie- 
gleichung nicht  zu  berücksichtigen  waren.  Bringen  wir  nun 
aufser  den  Bahnreaktionen  in  A  und  B  die  äulseren  Kräfte  P 
tmd  W  an,  und  berücksichtigen  schliefslich  das  im  Schwer- 
punkte S  angreifende  Stabgewicht  6r,  so  können  wir  den  Stab 
unter  dem  Einflüsse  aller  dieser  Kräfte  als  vollkommen  frei  be- 
trachten und  erhalten  damit  unter  Beachtung  von  (4)  die  Glei- 
chungen 

^  +  A"  +  P.  +  «'.  =  ,»(t:f^  +  f^_  ^^^ 


Fig.  159. 


Hierzu  kommt  noch  die  Momenteugleichung,   welche  mit  (10) 
und  (12)  die  Form  annimmt 

cPx' 


-^y"(X"-\-W,)-x'XY"-\-Wy) 


l—s       I  ,  ^3f        ,  ^y' 


+ll 


Ä2\  ,„       «Pl// 
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Eliminiert  man  aus  diesen  fünf  Gleichungen  (19)  (20)  (21) 
die  vier  Komponenten  der  Bahndrücke,  so  ergibt  sich  natur- 
gemäXs  die  Energiegleichung  (15),  welche  wir  zur  Bestimmung 
der  Abhängigkeit  der  Stützpunktskoordinaten  x'  y'  x"  y"  bezw.  ip 
von  der  Zeit  und  damit  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen benutzen  können.  Um  die  Momentengleichung  (21) 
brauchen  wir  uns  demnach  überhaupt  nicht  weiter  zu  kümmern, 

da  die  vier  Formeln  (19)  und 
(20)  zur  Berechnung  der  Bahn- 
drucke vollständig  ausreichen. 
Sind  dieselben  aber  bekannt, 
so  ergeben  sich  die  im  Stabe 
wirksamen  Kräfte,  wenn  wir 
denselben  an  der  zu  unter- 
suchenden Stelle  xy  im.  Ab- 
stände z  von  Ä  einfach  durch- 
schneiden (Fig.  160)  und  das 
abgeschnittene  Stück  durch 
eine  in  der  Stabachse  an- 
greifende Kraft  mit  den  Kom- 
ponenten H  und  7,  sowie  das  Biegungsmoment  SK  ersetzen.  Als- 
dann bestehen,  je  nachdem  man  das  untere  oder  obere  Stück 
des  Stabes  ins  Auge  falst,  für  H  und  V  die  Gleichungen 


Fig.  160. 


Z'  +  ff  +  P. 


z 

=  1" 


dm 


0 


~dP^ 


oder 


X''  —  H-\-Wa 


i 

=1 


dm 


d^x 
df- 


bezw. 


z  z 

r  +  7+P2,-(7  j  t?m  =  J 


dm 


dt^ 


oder 


Y'—V-\-W^ 


0  0 

i  i 

'y  —  g^dm  =  ^ 


dm 


d^x 
df^ 


.     (22) 
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Durch  Addition  je  zweier  zusammengehöriger  Formeln  er- 
geben sich  natürlich  unter  Wegfall  der  inneren  Kräfte  JTund  Y 
wieder  die  Gleichungen  (20). 

Weiterhin  aber  erhalten  wir  die  in  der  Stabrichtung 
wirksame  Kraft  Q  (Zug  oder  Druck)  und  die  senkrecht  dazu 
am  betrachteten  Querschnitt  angreifende  Transversalkraft  T 
aus 

Q  =  H  cos  t//  +  ysimp 

T  =  H  8in  xp  —  V  cos 


(23) 


Die  letztere  können  wir  auch  bequem  zur  Bestimmung  des 
Biegungsmomentes  3K  benutzen,  da  die  Transversalki-aft 
einfach  als  Belastung  des  Stabes  angesehen  werden  darf,  und 
folglich,  wie  wir  in  der  Lehre  vom  Gleichgewicht  starrer  Systeme 
gesehen  haben,  d'^  =  Tdz  oder 


m  =  J  Tdz 


(24) 


0 


sein  muls.  Bei  Anwendung  dieser  Formel,  in  der 
die  Massenwirkungen  des  Stabes  schon  in  T  enthalten  sind,. 
ist  man  Irrtümern  durch  falsche  Vorzeichen  weit- 
aus weniger  ausgesetzt  als  mit  der  Momenten- 
gleichung. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Bewegung  eines  Stabes,, 
der  an  eine  vertikale  Wand  angelehnt  ist  und,  wenn 
'  wir  von  den  Reibungswiderständen  an 
dieser  Wand  sowie  am  Boden  absehen, 
lediglich  unter  dem  Einflüsse  der  Schwer- 
kraft steht.  Alsdann  haben  wir  in  Fig.  161 
für  die  Koordinaten  der  Stützpunkte  A 
und  B  mit  der  Stablänge  l  und  der 
momentanen  Neigung  i// 

af  ==  l  cos  1//,       y'  =z  0 

rc"  =  0 ,  y"  =^  l  sin  t//. 

Damit  aber  wird  ^^  ^^^ 
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i 


d^x  l  —  sd^x'  d^{co&ip) 

^«»  J72  =  •  »»^  -y-  ä72"  =  *^  (^-*)  ~~df~ 

0 


l 


^     d^y  s   d^"  d^iBiwip) 

dtn  TiFi^  =  m  ^ — Ti^  =  ni  s 


dt^  ""        l    d^    '~  df^ 

0 

i 


"* \i     pi^  dfi' 

0 

80  dais  wir  für  die  Reaktionskomponenten  erhalten 

^^^        [     .     .  (20a) 


dHcosyj)      ^^^       ^  ( 


Statt  die  Momentengleichung  erst  hinzuschreiben,  wollen 
wir  gleich  die  Energieformel  anwenden,  welche  aus  jener  durch 
Einsetzen  der  eben  gewonnenen  Werte  hervorgeht.  Wir  er- 
halten die  durch  das  Sinken  des  Stabschwerpunktes  um 
JyQ==  s  (sin  ipo  —  sin  t/;),  wo  xpQ  den  anfänglichen  Neigungs- 
winkel des  ruhig  angelehnten  Stabes  bezeichnet,  frei  gewordene 
potentielle  Energie  Gs  (sin  i/zq  —  sin  yj),  welche  der  kinetischen 
Energie  in  der  Stellung  ip  gleich  sein  muls.     Da  nun 

dy'        ^      dx" 

so  wird  mit 

dx'  ,  dyj    .  ,,         dy'         ,  dxl/ 

also 

Gs  (sin  %  -  sin  o//)  =  J  =  |z2  J^^  J'  |  gin  2^  |i  _  ?ij  +  ^'|  (25) 

Daraus  folgt  aber,  dals  der  Stab  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 
<o  auf  dem  Boden  aufschlägt,  die  sich  mit  yj  =  0  und  G  =  mg  zu 


(0 


0 


-  (S). = /^^T*  =  iH>-  ■  ('^) 
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ergibt,  wenn  wir  mit  Äq  =  s  sin  ipo  die  anfängliche  Schwerpunkts- 
höhe, für  welche  noch  w  =  0  ist,  bezeichnen.  Die  Horizontal- 
geschwindigkeit des  Stabes  beim  Aufschlagen,  d.  i.  v'q  =  Z  ro  sin  i//, 
verschwindet,  so  dafs  der  abgerutschte  Stab  in  seiner  horizontalen 
Lage  liegen  bleibt,  wenn  er  nicht  etwa  infolge  elastischer  Stofs- 
-wirkung  zurückprallt.  Für  die  Winkelbeschleunigung  finden  wir 
aus  (25)  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 


~di 


(0^  J^ll y)  ßi^  V  +  ^  ^ 


cosi//, 


Z2 


{(l-^^)sinv/  +  |} 
mithin  für  den  Augenblick  des  Aufschiagens  mit  t//  =  0 


(26) 


Da  nun 

^(cosi//) 


'd  (o\ 
'dt  0 


gs 

Ä2 


(26a) 


d^xfj 


—  r«i2 


und  für  i//  =  0 
^  cos  t//\    2  _   2^Äo 

0 


d^isintp)      d^yj 


dt'^ 


=  -T  «>-  cos  rp  —  (0^  sm  \p 


d(^ 


df' 


Ä2 


^d?  sin  xp\ 
"dW 


"  \dt  jo  ~  " 


gs 

Ä2 


ist,    so  ergeben  sich   die   Bahnreaktionen    im  Augenblicke    des 
Aufschiagens  nach  (20  a)  zu 


S' 


Yq   —  Ö^ll— p|, 


Xq"  =  2G 


{l  —  s)  kp 

Ä2 


(20b) 


Um  nun  die  im  Stabe  selbst  wirkenden  Kräfte  zu  ermitteln, 
schneiden  wir  ihn  im  Abstände  e  von  A,  also  im  Punkte  x,  y^ 
durch  und  bringen  dort  die  beiden  Kräfte  H 
und  7  an  (Fig.  162).  Den  Stab  selbst  wol- 
len wir  von  jetzt  ab  als  so  dünn  betrachten, 
dafs  wir  uns  diese  Kräfte  an  der  Stabachse 
AB  selbst  angreifend  denken  und  damit 
von  ihrer  Verteilung  über  den  Quer- 
schnitt an  dieser  Stelle  absehen  können. 
Alsdann  ergibt  sich  für  die  Kräfte  am 
unteren  Stücke,  wenn  wir  mit  mz  dessen 
Masse,  mit  Gz  =  gniz  sein  Gewicht  be- 
zeichnen. Flg.  162. 
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H 


*9 

=1 


Z 


0 


0 


d^  cos  1// 


z 

ilmz  —   \ 


zdm} 


z 


Y=  Gz-^T  ^\dm 
oder  wegen  (20a) 


df^ 


(27) 


7  =  Gz  —  G  —  ^^^  Ims—  [isdm\  .     .    .  (27a) 

0 

Im  Stabe  wirkt  demnach  in  der  Richtung  AB  ein  Druck 
Q  =  V&inip  —  H  cos  yj 


=  {Gz — G)sini//  —  smi/; — Tiii — Ims —  \zdM\ 


—  cost// 


dt^ 


d^cosyj 
dt^ 


I 


ü 


(28) 


IfUzl —  \jefdm, 

0 


und  senkrecht  dazu  eine  Transversalkraft 
T  =  7  cos  t//  +  -H"  sin  t/; 


(29) 


=  {Gz — G)cost//  —  co&xp — -f^ — ims —  \zdm 

0 

-|-smi//  — j^"~  1^2^ —  \zdfi 

Für  1//  =  0,  d.  h.  beim  Aufschlagen  des  Stabes  gehen  diese 
Werte  über  in 


^0   = 


2gh^ 
Ä;2 


imzl  — 


zdm 


(28a) 


0 


y^ 


Oz  —  G^  +  j^ 


2  (ms  —  \  zdm\  .     .     .  (29a) 
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Speziell  in  den  Endpunkten  Ä  und  jB,   d.  h.  für  i?  =  0,  bezw. 
js  =  l  wirken  beim  Aufschlagen  die  Kräfte 

Ho'  =  0,      Ho"  =  -^j^{l-^s)m==  Xo"     .     .  (28b) 

To'  =  -  6?  (l  -  J)  =  ~  ^o^     Vo"  =  0    .     .  (29b) 

Schliefslich  haben  wir  noch  das  Biegungsmoment  des  Stabes 
an  der  Stelle  z  zu  bestimmen.  Dasselbe  ergibt  sich  nach  Gl.  (24) 
unter  Einführung  des  Wertes  für  die  Transversalkraft  aus  (29)  zu 


z 


aK  =  \  Tdz  =  -^  Gz  cos  V  +  cos  %p  \  Gzdz 

0  0 

z  ü 

d^  sin  yj  I 
—  cost//    —^t2~-  \   ^^^      ' 


z         z 

\äz\  zdm\ 


0  0 

Z  Z  s, 


.    •      ^icost^/  r    ^      i!;,  ^  ^  \ 

-\-  sm  xjj  — J72 —  \l  \  nizdz  —  \  »^  \  ^«wil. 


0  0  0 

Nun  ist  aber  nach  den  Regeln  der  partiellen  Integration 


z 
0 


«  *  « 

\Osdz=  OzZ  —  \  zdGs  =  GzZ —  g  \  zd 


xnizdz  =  mzZ  —  (  zd 


m 

0  0 


\  dz  \  zdm  =  z  \  zdm  — ^ ^dm, 

0  0  0  0 

so  dals  wir  für  das  Biegungsmoment  erhalten 

z 

3)1  =  coQ  yj  UGz  —  G)  z  '—  g  \  zdm\ 

0 

d^Binxp  (  f    ^       I    f  2^     l 

—  cos  1//  — jt;^  —  <msz  —  z  \  zdm  +  \  z^dm> 

0  0     . 

s  z 

+  sin  ?p  -     ,.2       Inizlz  —  {l '\- z)  \  zdm -\-  \  z'^dmY     . 

0  0 
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(30) 
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Wie  in  den  Formeln  für  den  Achsialdruck  Q  und  die  Trans- 
versalkraft T  des  Stabes  so  ist  auch  hier  das  erste  mit  der  ein- 
fachen Winkelfunktion  behaftete  Glied  identisch  mit  dem  durch 
die  statische  Gewichtswirkung  hervorgerufenen  Biegungsmoment, 
während  die  beiden  anderen  Glieder  durch  die  Bewegung  erst 
hervorgerufen  werden,  also  dynamischer  Natur  sind. 

Für  den  Stützpunkt  Ä,  d.  h.  mit  z=^0  verschwinden  alle 
in  den  groüsen  Klammern  stehenden  Terme,  also  auch  das  ganze 
Biegungsmoment  ÜJi,  wie  vorauszusehen  war.  Für  z  =  Z 'dagegen 
geht  die  Formel  (30)   nach  Einführung   der   oben   entwickelten 

xxT  -X  ^^  8^^  V'       j  d^  cos  y/  .,,       . 

Werte  von  — Tpr-  ^^^  ~    -nö —  ^her  m 


=  —  mlgs  COB  1p  +    Ä:2  -f-  Z2  Bin  2t/;  M ^i 


dt 


-\-  (0^  sin  tfj  cos r/j  ll j-n. 


{ 
Hierin   aber  verschwindet   der  Klammerausdruck   nach  der 

aus  der  Energiegleichung  abgeleiteten  Formel  (25),  so  dafs  auch 
im  Stützpunkte  B  kein  Biegungsmoment  herrscht.  Da  diese 
Forderungen  des  Verschwindens  der  Biegungsmomente  in  den 
Stützpunkten  evident  erscheinen,  so  hat  ihre  Erfüllung  im  vor- 
liegenden Falle  nur  den  Werth  einer  Kontrolle  für  die  Richtig- 
keit der  Formel  (30). 

Für   den  Augenblick   des  Aufschiagens   ist  schliefslich   das 

^.  .      .X  ^      1  d^  sin  tfj        gs 

Biegungsmoment  mit  t^  ==  0,  also  —  cos  x/j  — ^^ —  =  ^ 

z  z 

3Wo  =  (?,z  -  G  (l  -  *')  z  -  i?  (l  +g)  j  zdm  +  ||  f^2dm  (30a) 

U  0 

Dabei  ist  nicht  zu  vergessen,  dafs  in  diesem  Augenblicke 
durch  das  Auftreffen  selbst  auf  die  Unterlage  Stofsreaktionen 
geweckt  werden,  welche  in  den  obigen  Gleichungen  naturgemäis 
noch  nicht  enthalten  sind. 

Handelt  es  sich  um  einen  Stab  mit  gleichförmig  über 
seine  Länge  verbreiteter  Masse,  so  können  wir  die  obigen 
Formeln   unter  Einführung   des  Gewichtes  g   der  Längeneinheit 
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beträchtlich  vereinfachen   und   ihnen   eine   anschauliche  Gestalt 
geben.     Wir  haben  zunächst  für  diesen  Fall 

ql  l  q 

m=    -,     s  =  l  —  s  =  ^,     0  =  ql,     Gz  =  qZy    inz  =  ^z, 

y  ^  9 

z  z 

0  (  Q   Z^  i  0   2^ 

dm=      dz,         \zdin^=--zr,  \z'^dm  =  —  -, 

9  J  9    ^  J  9  ^ 

0  0 

und  damit  für  die  Auflagereaktionen 

Weiter  folgt  für  den  Achsialdruck,  die  Transversalkraft 
und  das  Biegungsmoment 

Q  d^  sin  iv 

Q  =  q{z-t)8mrf,-f^(r--  e^  sin  t//  — 5^" 

qz  1,       z\  d^  cos  w 

-  -g   \i  -  2 )  °«« '^  —di^         ■   (28c) 

Q  d^  sin  t// 


,   QU  /■        e\    .        d'^  cos  ■w 


gj^       _  .  ~        M Q2  1,0      ^^\ ^^  siii  V' 


=  q^  (J  -  ^)  cos  V/-«  ^J  (Z2  -  i')  cos  V. 


dt' 


QZ^  (         z\  d^  cos  rV 

Die  zahlenmäfsige  Verwertung  dieser  Formeln  bietet  nun- 
mehr keine  Schwierigkeiten.  Ist  allerdings  die  Massenverteüung 
des  Stabes  längs  seiner  Achse  A  B  nur  empirisch  gegeben,  so 
bleibt  nichts  weiter  übrig,  als  die  in  den  Formeln  (28),  (29) 
und  (30)  auftretenden  Integrale  etwa  nach  der  Methode  von 
Vojacek  (S.  284)  auf  graphischem  Wege  zu  bestimmen. 

23* 
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§  42.    Das  Kr&ftespiel  im  Kurbelgetriebe. 

Die  Energiegleichung  für  das  Earbelgetriebe.  Vereinfachung  derselben 
mit  Rücksicht  auf  praktische  Verhältnisse.  Konstruktion  des  Tangen tial- 
kraftdiagramms.  Änderungen  der  Winkelgeschwindigkeit  und  Ungleich- 
förmigkeitsgrad;  Schwungradberechnung  mit  Zahlenbeispiel.  Zusammen- 
hang zwischen  der  mittleren  und  der  Totpunktsgeschwindigkeit  der 
Kurbel.  Gestellreaktionen  am  Kurbelgetriebe.  Auflagereaktionen  der 
Gleitbahn  und  des  Kurbelkreises.  Bestimmung  der  Achsial-  und 
Transversalkraft  sowie  des  Biegungsmomentes  an  beliebigen  Schub- 
stangenpunkten. 
Die  wichtigste  praktische  Anwendimg  der  im  vorigen  Para- 
graph abgeleiteten  Sätze  bietet  nun  das  zur  Energieübertragung 
von  einem  hin-  und  hergehenden  Körper  auf  eine  rotierende 
Masse  bezw.  umgekehrt  vorwiegend  benutzte  Kurbelgetriebe, 
dessen  Zusammensetzung  und  Bewegungsverhältnisse  wir  bereits 
in  §  14  kennen  gelernt  haben.  Den  auf  zwei  Leitkurven,  von 
denen  die  eine  geradlinig,  die  andere  kreisförmig  gestaltet  ist, 
geführten  Stab  bildet  hier  die  Schubstange,  deren  Inanspruch- 
nahme durch  Druck  bezw.  Zug  in  achsialer  Richtung,  durch  die 
Transversalkraft  senkrecht  hierzu  und  das  Biegungsmoment  an 
jeder  Stelle  wir  in  folgendem  festzustellen  haben.  Dies  ist  nach 
den  Lehren  des  vorigen  Paragraphen  nur  möglich  auf  Grund  der 
Kenntnis  der  im  Getriebe  herrschenden  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen,  die  wir  darum  zuerst  aus  der  Arbeitsgleichung 
ableiten  müssen.  Dabei  wollen  wir,  um  den  mannigfaltigen 
Lagen  des  Getriebes  in  der  Praxis  gerecht  zu  werden,  voraus- 
setzen, dals  die  als  XAchse  angenommene  Gleitbahn  des  Kreuz- 

H  \  köpf  es,  welche  nach 
dem  zum  Anfang  ge- 
wählten Drehpunkt  O 
der  Kurbelwelle  ge- 
richtet ist,  mit  der 
Horizontalen  einen 
Winkel  y  bilden  möge, 
während  die  Bewe- 
gung  selbst  sich  in 
einer  Vertikalebene  vollzieht  (Fig.  163).  Es  läuft  dies  einfach  auf 
eine  Drehung  des  ganzen  Achsensystems  um  den  Winkel  y 
hinaus,  wodurch  nur  für  die  Gewichtswirkung  je  eine  Komponente 
in  der  X-  und  Y-Richtung  entsteht. 


Fig.  163. 
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Den  in  der  Uhrzeigerrichtung  von  der  positiven  XAchse 
aus  gemessenen  Kurbelwinkel  A  0  B  bezeichnen  wir  wieder 
mit  (fy  den  Neigungswinkel  der  Stange  GAB  gegen  die  Z-Achse 
mit  yj ;  die  Stangenlänge  sei  l,  ihr  vom  Kreuzkopf  A  gemessener 
Schwerpunktsabstand  s.  Die  momentane  Höhe  des  Schwerpunktes  S 
über  einer  Horizontalen  durch  0  werde  mit  h  bezeichnet,  die- 
jenige des  Kurbelschwerpunktes  S'  im  Abstände  von  OS'^Sq 
von  0  mit  Äq.  Das  Gewicht  der  Schubstange  AB  sei  wieder 
O  z=  mg,  dasjenige  der  Kurbel  OB  und  aller  mit  derselben  ver- 
bundenen rotierenden  Massen,  z.  B.  des  Schwungrades  und  der 
Welle  selbst,  GQ  =  mQg  und  schlief slich  das  auf  den  Punkt  A 
etwa  entfallende  Gewicht  anderer  mit  A  verbundener  hin-  und 
hergehender  Teile  (Kolbenstange  und  Kolben)  Gi  =  mig;  die 
Höhe  des  Punktes  A  über  dem  Horizonte  durch  0  sei  Äi. 

Ist  dann  P  die  in  der  XRichtung  nach  0  hin  auf  den 
Kreuzkopf  A  wirkende  Kraft  (z.  B.  der  Dampfdruck),  W  der 
tangential  zum  Kurbelkreis  in  B  angreifende  Widerstand,  so 
ergibt  die  Energiegleichung,  wenn  AO  =  x'  gesetzt  wird  und  J 
die  kinetische  Energie  des  ganzen  Systems  bedeutet 

Pdx'  ^Wrd(f  =  Godho  +  Gdh-{'Gidhi  +  dJ      .    (1) 

Diese  Gleichung  ist  sofort  integrabel,  wenn  sowohl  die 
treibende  Kraft  P,  als  auch  der  Widerstand  TT,  lediglich  von  der 
momentanen  Konfiguration  des  Systems,  die  allein  durch  den 
Kurbelwinkel  (p  gegeben  ist,  abhängt.  Für  den  Dampfdruck  P 
trifft  dies  allerdings,  wenn  wir  von  den  Reibungswiderständen 
absehen,  immer  zu,  wenn  sich  auch  sein  Wert  meistens  nur 
empirisch  aus  dem  Indikatordiagramm,  nicht  aber  analytisch 
angeben  läXst.  Den  Widerstand  W  können  wir  in  den  meisten 
praktischen  Fällen  als  konstant  ansehen. 

Da  nun  für  die  einzelnen  Schwerpunktshöhen  die  Gleichungen 

7ii  =  x'  sin  y  =  (/  cos  tp  -}-  r  cos  <f)  sin  y   >      .     .    (2) 
h  =  r  s'm  (ff  -\-  y)  —  (Z  —  s)  sin  (i//  —  y)    j 

bestehen  und  aufserdem  die  Winkel  t//  und  </>  durch 

r 
sin  V'  =  y  sin  (/' (3) 
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zusammenhängen,  so  können  wir  sofort  die  Veränderlichen 
x'  =  l  cos  V'  +  r  cos  (pt  Äq,  hl  und  h  durch  den  Winkel  (f)  ausdrücken. 
Ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Variablen,  welche  in  den  Aus- 
druck für  die  kinetische  Energie  J  eingehen.  Diese  selbst  zer- 
fällt in  die  kinetische  Energie  der  lediglich  rotierenden  Massen, 
deren  Trägheitshalbmesser  ko  sein  möge,  in  diejenige  der  hin- 
und  hergehenden  Masse  mi,  die  wir  uns  im  Kreuzkopfe  A  kon- 
zentriert deqken  können  und  schliefslich  in  die  kinetische  Energie 
der  Schubstange,  weiche  durch  die  Gl.  (14)  des  vorigen  Para- 
graphen gegeben  ist.  Wir  erhalten  also,  unter  k  den  polaren 
Trägheitshalbmesser  der  Schubstange  für  A  verstanden, 


-"{t-  ") "  i^f  ■  ■  <'> 


Um  hieraus  die  Veränderlichen  x'  und  ip  zu  eliminieren,  gehen 
wir  auf  Gl.  (3)  zurück,  aus  der  sich  durch  Differentiation  ergibt 

dx/j        r  d  sin  ft        r  dw 

*=°«  '^  d<  =  r  —di"  =  T  ''"^  'I  IT- 

Da  nun  immer  r  :  l  ein  kleiner  Bruch  ist  (zwischen  1  :  4  bis  1  :  6), 
so  wollen  wir  die  dritten  und  höheren  Potenzen  desselben  in  der 
Folge  vernachlässigen  und  haben  alsdann  aus  (3)  angenähert 


1  r2 
cos  t//  ==  1  —  2  72  si^  ^  7  > 

,  d  cos  yj  r^    .        d  sin  7' 

bezw.      -^-^      =  -  r2  ''°  '/'  '-dt 


(3a) 


Mit  (3)  aber  wird  hieraus 

dxi)       r  dii  ' 

dt=l'"'^'l-di    •••■■••     (5) 

Andererseits  ist  auch 

dx'  d  cos  V^  _.       d  cos  tp 

U  "^  ^~    d~r  '^^      dt 

oder  mit  (3a) 
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dcoB  q) 
'dT' 


bezw. 


r    .        (i  sin  tp 

i  «"  V  -dT 


dit 


m-  '-hr  -  '^h  '■'  (rlj 


(6) 


Führen  wir  die  Werte  von  (5)  und  (6)  in  die  Formel  (4) 
für  die  kinetische  Energie  unseres  Systems  ein,  so  erkennen  wir 
zunächst,   dals   infolge   der  Vemachläßsigung  höherer  Potenzen 

von  r :  l  das  mit  i  "37  I 

in  demselben  r^ :  P  noch  mit  der  praktisch  dem  VeAältnis  r :  l 

s        k^ 
gröüsenordnungsgleichen  Differenz  j  —  -^  multipliziert  ist.    So- 
mit vereinfacht  sich  (4)  in 


-^  '   behaftete  Glied  ganz  zu  streichen  ist,  da 


2J=  [moko^-{'mjr^ 


m 


r2(l+{-cos7]'sin2r,j(^)'       (4a) 


Für  praktische  Zwecke  kann  man  mit  der  Vereinfachung  un- 
bedenklich noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dafs  der  Trägheitshalbmesser  k^  der  rotierenden  Teile,  unter 
denen  das  Schwungrad  oder  bei  Schifismaschinen  der  Propeller 
weitaus  überwiegt,  sehr  viel  gröfser  als  der  Kurbelradius  r  aus- 
fällt.   Infolgedessen,  sowie  wegen  der  gegen  Mq  kleinen  Massen  mi 

und  m  wird  das  mit  sin  ^(f  =  —  —  ^  cos  2  ip    behaftete    Glied 

s 
ebenfalls  klein  gegen  die  Summe  iwq  Äq^  -{-  m  j  r^  und  es   kann 

f 
sein   Produkt    mit    y  cos  (p    als    klein   von   höherer  Ordnung 

vernachlässigt  werden. 

Damit  aber  wird  unter  Verwendung  der  Abkürzungen 


0 


?  pi  + 


Z  — s 


(7) 


m    =  @ 
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von  denen  praktisch  0  klein  gegen  Öq  ^^^^  wird,  aus  (4  a) 


1.^      ^......Jd'fV 


w 


2 


or=  2(®o-0cos2//.)(-^j  =  y(0o-0cos2r/O      .    (4b) 

Für  die  Kurbelstellung  7  =  0,  welche  man  als  die  innere 
Totlage  im  Gegensatze  zu  der  äulseren  Totlage  f/>  =  n  bezeichnet, 
wird  cos  2(p  =  -{- 1,  und  daher 

.2 

2 


Jo  =  T(^o-&) (4c) 


Das  Kurbelgetriebe  verhält  sich  also  wie  ein 
rotierender  Körper  mit  periodisch  veränderlichem 
polaren  Trägheitsmoment. 

Für  die  Arbeit  zum  Heben  der  Gewichte  Gq,  G  und  Gi 
ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  (2),  sowie  nach  Elimination 
des  Winkels  yj  durch  (3a),  während  des  Durchlaufens  des 
Kurbelwinkels  aus  der  Totlage  7-  =  0  bis  tp  der  Ausdruck 

2Gdh  =  l6roSo  +  ^^  /  I  cos  y  sin  7' 

+  (^0*0  -j-  Gr  -\-  Gir)  sin  y  (cos  tp  —  1) 


i 


+  ^  r'  {öii  +  ö  ('  -  »)}  sin  Y  (cos  2»/.  -  1) 


(8) 


also  wiederum   eine   periodische  Funktion   des  Kurbel- 
winkels 7'. 

Die  gesamte  Energiegleichung  würde  sich  demnach  sehr 
einfach  gestalten,  wenn  es  gelingt,  auch  die  Differenz  der  Arbeiten 
der  treibenden  Kraft  P  und  des  Widerstandes  W,  d.  h.  das 
Integral  der  linken  Seite  von  GL  (1)  als  periodische  Funktion 
des  Kurbelwinkels  (f  darzustellen  und  mit  dem  Ausdrucke  (8) 
zu  vereinigen.  Dies  läfst  sich  in  der  Tat  erreichen,  wenn  wir 
für  die  linke  Seite  von  (1)  schreiben 


pldx' 


W\  rdip. 


r  dip 
Da  nun  x'  =  l  cos  ijj  -\-  r  cos  7»,  so  ist 

dx'  j    .         dfp 

3 —  =  —  Z  sm  1//  -j—  —  r  sm  (p- 
d(p  ^  dip  ' 
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Hierin  könnten  wir  den  Winkel  i//  durch  (3)  und  (3a)  leicht 
•eliminieren.  Da  jedoch  die  treibende  Kraft  P,  wie  schon  er- 
wähnt, meist  nur  empirisch 
gegeben  ist,  so  empfiehlt  es 
sich,  ihre  Vereinigung  mit  W 
auf  graphischem  Wege  zu 
versuchen,  wozu  wir  keiner  - 
Vernachlässigungen  bedürfen. 
Wir  erhalten  nämlich  aus  (3) 
ganz  streng  i 


und  damit 
1  dx' 


dxfj 
d^ 


Flg.  164. 


r  cos  7» 

l    COST// 


r  d  f/i 


cos  <f 
cos  1// 


sin  V  —  sin  7  =  — 


sin  (ff  -f"  ^) 
cos  Xf/ 


P  dx' 
oder,  wenn  wir  in  Fig.  164  die  Tangentialkomponente  —  ^  =  P 

setzen 


P  :  P  =  — 


sin  OBC 
cos  OäB 


Bin  OBC 

sin  ÄCO 


OC 


(9) 


Es  verhält  sich  also  die  Tangentialkomponente 
•der  treibenden  Kraft  am  Kurbelkreis  zur  treibenden 
Kraft  am  Kolben,  wie  das  von  der  verlängerten  Schub- 
stangenachse auf  dem  Lote  zur  Gleitbahn  in  0  ab- 
geschnittene Stück  zum  Kurbelradius.  Den  so  ge- 
fundenen sog.  Tangentialdruck  P'  trägt  man  alsdann  als  Funktion 
des  Kurbelwinkels  auf  dem  abgewickelten  Kurbelkreise  auf  und 
erhält  das  Tangentialdruckdiagramm ,  welches  z.  B.  für  eine 
doppeltwirkende  Dampfmaschine  die  in  Fig.  165  a  dargestellte 
Form  besitzt  Vereinigt  man  damit  die  auf  den  Kurbelkreis 
reduzierte  Gewichtswirkung,  d.  h.  den  aus  Gl.  (8)  abgeleiteten 
Ausdruck 


dh 
rd(f        *    " 


—  (^0  ^  +  ^  +  ^i)  sin  y  sin  (f 


f/' 


(8a) 
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deren  Diagramm  in  Fig.  165  b  graphisch  dargestellt  ist,  so  erhält 
man  Fig.  165  c,  deren  durch  Planimetriermig  gefundene  mittlere^ 
Höhe   mit   dem  Mittelwerte  des  Widerstandes  W  identisch  sein 


165  a 


>i        165b 


165  c 


166  d 


mufs,  sofern  die  Maschine  im  Beharrungszustande  arbeitet,  d.  h. 
wenn  sie  während  jeder  Umdrehung  die  gesamte  eingeleitete 
Energie  auch  wieder  abgibt.  Setzen  wir  die  Ordinate  dieses 
Diagramms 

F  -  2G-^=.F', (10) 

ra(p  ^    ^ 

so  folgt  ohne  weiteres  aus  der  Energiegleichung,  dafs 

J  —  jQ  =  ^(P"—W)rd(i=JL,      .     .     .    (11) 

0 
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wenn  wir  mit  J  L  den  Überschuls  der  Arbeit  der  treibenden 
Kraft  über  die  zur  Überwindung  des  Widerstandes  und  zur 
Hebung  der  Gewichte  während  der  Zurücklegung  des  Kurbel- 
winkels (p  verwendete  Arbeit  bezeichnen.  Die  Differenz  J  L  wird 
aus  dem  Diagramm  durch  Planimetrierung  der  schraffierten  Fläche- 
yon  <jp  ^  ö  bis  (jp  gewonnen,  wobei  es  ganz  gleichgiltig  ist,  in 
welchem  Malsstabe  die  Figur  gezeichnet  ist,  da  man  aus  der 
entweder  nachweisbaren  oder  vorgeschriebenen  Leistung  der 
Maschine  die  Arbeit  während  einer  »Umdrehung  kennt.  Diese- 
aber  entspricht  der  Rechtecksfiäche  ^nrW  in  unserem  Dia- 
gramm, so  dafs  wir  J  L  nur  als  Bruchteil  dieser  Fläche  zu  er- 
mitteln brauchen. 

Schreiben   wir  die  Energiegleichung  unter  Einführung   von 
(4  b)  und  (4  c)  in  der  Form 

ft>2  (@o  —  0  cos  2  r/O  =  o/o^  (00  —  0)  +  2 ^L ,      .     (IIa) 

so  können  wir  daraus  bei  gegebener  Grölse  und  Anordnung  der 
Getriebeteile  sowie  unter  Voraussetzung  der  Kenntnis  der  trei- 
benden und  Widerstandskraft  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  wo 
in  der  Totlage  den  Wert  derselben  für  jede  andere  Kurbel- 
stellung berechnen.  Um  die  ausgezeichneten  Werte  für  lo  zu 
bestimmen,  schreiben  wir  statt  (Ha) 

©0  (w2  —  ff>o2)  =  Ö  {ufi  cos  2r/)  —  (Oq^)  -J-2JL 

oder   angenähert,   d.  h.    unter  Vernachlässigung    des   Produkte» 

@ 

kleiner  Grölsen,  wie  ^  •  {(o^  —  (oq^)  cos  2  7 

©0  (rf>2  _  o)Q^)  =  ©  (Oq^  (cos  2  (f  —  1)  +  2JL  ,     .     (Hb) 

Differenzieren  wir  diesen  Ausdruck  nach  ff  und  beachten,  dafs 
nach  (11) 

^  =  (F'-Tr)r, 

so  ergibt  sich  als  Bedingung  für  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  ufi  —  ut^^ 

F"—W=^~  wq^  sm  2 r/' (12) 

Man  braucht  also   nur,   wie  es  in  Fig.  165d  unter  Be- 
nutzung der  letzten  Diagramme  geschehen  ist,  die  Kurve  der 
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& 

Differenzen  P"  —  W  mit  derjenigen  der  —  m^  sin  2  (y 

7;um  Schnitte  zu  bringen,  um  die  den  ausgezeich- 
neten Werten  von  ar^  —  wq^  und  damit  von  w2  ent- 
sprechenden Kurbelstellungen  zu  finden.  Diese 
Stellungen  werden  den  Punkten,  in  denen  P'  =  TT  ist,  um  so  naher 
kommen,  je  kleiner  ©  ist,  so  dafs  man  diese  Punkte  fast  immer 
der  praktischen  Ermittelung  der  Maxima  und  Minima  zu  Grunde 
legt.  Indessen  bietet  das,  hier  angedeutete  genauere  Verfahren 
um   so   weniger  Schwierigkeiten,   als  man   stets  den  Wert   von 

@  @ 

—  wq2  kennt  und  damit  die  Kurve  —  ui^  sin  2  9)  mit  wenigen 

Punkten  aus  freier  Hand  entwerfen  kann. 

Die  Maxima  und  Minima  findet  man  dann  mit  Hilfe  der 
<j1.  (IIb),  indem  man  die  Fläche^  welche  JL  bestimmt,  bis  zu 
den  schon  ermittelten  Punkten  planimetriert.  Ist  g^i  der  dem 
absoluten  Maximum  coi  entsprechende  und  qP2  der  dem  absoluten 
Minimum  ft>2  zugehörige  Winkeil,  so  hat  man,  wenn  JL^  und 
JL2  die  entsprechenden  Arbeitsüberschüsse  bedeuten, 
-öo  (^'>i^  —  ^'>22)  =  0  ^'>o^  (cos  2  71  —  cos "2  ff 2)  +  2  (z/  Li  —  z/ L^   (13) 

Sind  die  Änderungen  in  der  Winkelgeschwindigkeit  nur 
klein,  so  darf  man  a^uch  (m^  -\-  (02  =  2  w^  angenähert  setzen 
und  hat  alsdann  statt  (13) 

2  ©0         ,    /  =  V  (cos  2  ifi  —  cos  2  ip2)  H ^— 2 (13  a) 

Den  Bruch  2  — ; — ■    ,J  =  ö  haben  wir  aber  schon  in  S  15 

(02  -f-  (02  ^ 

als  den  Ungleichf örmigkeitsgrad  der  Umdrehung  kennen 
^gelernt.  Schreiben  wir  denselben  für  eine  Maschine  willkürlich 
vor,  so  dient  Gl.  (13a)  zur  Bestimmung  des  Trägheits- 
momentes ©0  der  rotierenden  Schwungmasse.  Aus 
(13a)  ergibt  sich,  dals  der  üngleichförmigkeitsgrad 
einer  Maschine  mit  Kurbelgetriebe  um  so  kleiner 
ausfällt,  je  rascher  dieselbe  läuft,  bezw.  dals  das 
Trägheitsmoment  der  Schwungmasse  bei  vorge- 
schriebener Ungleichf örmigkeit  um  so  kleiner  ge- 
wählt werden  kann,  je  rascher  die  Maschine  läuft. 
Wäre  übrigens  die  Formel  (12),  welche  wir  zur  Ermittlung 
des   ausgezeichneten  Wertes  von  (o  benutzten,    für   alle  Kurbel- 
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winke!  (p  gültig,  d.  h.  würde  sich  die  Differenz  de^ 
Tangentialdruckes  und  des  Widerstandes  propor- 
tional sin  2  q)  ändern,  so  wäre  die  Winkelgeschwin- 
digkeit w  selbst  konstant,  wie  man  durch  Differentiation 
von  (IIa)  mit  (o  =  (Oq  sofort  feststellen  kann. 

Beispielsweise  sei  eine  Maschine  gegeben,  welche  mit  n  =  75  Um- 
drehangen  in  der  Minute  N  =:  100  PS.  leistet.  Die  mittlere  Winkel- 
geschwindigkeit derselben  ist  somit 

<»»»  =  ^  =  "^»Ööi ,    also    «m«  =  61,685  oo  62 

du 

und  die  Arbeit  für  eine  Umdrehung 

£  =  ^[_60iL5  =  6000  mkg. 
n 

Das  Gewicht  der  Schubstange  betrage  G  ^  250  kg,  dasjenige  des  Kreuz- 
kopfes, der  Kolbenstange  und  des  Kolbens  zusammen  G^  =  250  kg ; 
die  Stangenlänge  2  =  2  m,  der  Schwerpunktsabstand  derselben  vom 
Ejreuzkopfzapfen  8=  1,2  m,  der  Kurbelradius  r=  0,4  m.  Dann  er- 
halten wir  aus  (7)  mit  g  =  9,81  m 


30 


^«-^0^  =  2^1  250.  (^  +  l)  =5,: 


04- 

0    =    :' 


Aus  dem  Diagramm  Fig.  165  bezw.  Gl.  (12)  möge  sich  nun  ergeben* 
haben,  dals  für  ^^  =  270  ^  das  Maximum,  für  ^^  =  210  ^  das  Minimum 
der  Winkelgeschwindigkeit  eintritt.  Die  Planimetrierung  der  Über- 
schufsflächen  bis  zu  diesen  Kurbelstell nngen  im  Tangentialdruck- 
diagramm  habe  uns  auf  die  Werte 

^ij  =  +  500  mkg ,  ^i,  =  —  250  mkg 

geführt.    Da  nun  2^2  ^  540  o,    2f^  =  420  ^  also 

cos  2  f,  =  —  1,0 ,  cos  2  9?!  =  0,5, 

so  erhalten  wir  aus  (13a)  unter  Einführung  des  Ungleichförmigkeits- 
grades  S  sowie  mit  der  vorläufigen  Annahme,  dafs  a>m  CV)  co^  sei, 

S^.  =  '-f-     (0,5  +  1,0)  +  '^^  =  UM. 

Verlangen  wir  nunmehr   einen  Ungleichförmigkeitsgrad   von  nur 

S  =  0,01,  so  wird 

0^  =  1424 
und  damit 

m^ko^  =  0o  —  5,30  =  1419. 
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Aus  der  geringen  Differenz  0^  —  m„  k^,  welche  angesichts  des  Wertes 
von  S^  ganz  gut  vernachlässigt  werden  kann,  erkennt  man  schon  die 
überwiegende  Bedeutung  der  lediglich  rotierenden  Schwungmasse  gegen- 
über den  hin-  und  hergehenden  Teilen.  Soll  nun  der  Trägheitshalb- 
messer des  Schwangrades  /tq  =  2  m  betragen,  so  ergibt  sich  das  Gewicht 
desselben,  ausschliefslich  der  Welle  und  Kurbel,  zu 

Go  =  iw.i/ =  "^V  <,  =  ^^  •  9,81  =  3475  kg. 


k  * 


Dals  der  jeder  Kurbelstellung  zugehörige  Wert  der  Winkel- 
geschwindigkeit (0  aus  (IIb)  berechnet  werden  kann,  wenn  f^o 
gegeben  ist,  haben  wir  schon  oben  bemerkt.  Zeichnet  man  sich 
•die  so  erhaltenen  Werte  von  m  als  Ordinaten  mit  den  zuge- 
hörigen Kurbelwinkeln  (p  als  Abscissen  auf,  so  erhält  man  ein 
JDiagramm  der  Änderung  der  AVinkelgeschwindigkeit  (Fig.  166), 


Fig,  166. 

welches  insofern  von  Interesse  ist,  als  es  den  Zusammenhang 
des  Mittelwertes  (Om  mit  dem  Werte  to^  im  Totpunkte 
•ergibt.  Halten  sich  nämlich  die  Schwankungen  J  u)  von  ui 
innerhalb  malsiger  Grenzen,  so  darf  man  mit  (o  =  (Om,  -\-  ^  ^^  in 
dem  Ausdruck  für  die  ümdrehungsdauer 


i 


27r  271 

0  0 


dir/ 


m 


+  ^ 


{ti 


2n 


(U) 


-auch  angenähert  schreiben 

0  0 

Da  nun  aber  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  schon  die 
Umdrehungsdauer  darstellt,  so  muls  das  Integral  im  zweiten 
<jliede  verschwinden,  d.  h.  die  mittlere  Höhe  unseres 
Diagramms  der  Winkelgeschwindigkeit  als  Funk- 
tion des  Kurbelwinkels  (/)  stellt  angenähert  schon 
■die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  (Ofa  dar. 
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Dieselbe  wird  nun  nicht  mit  (Oq  übereinstimmen,  wie  wir 
oben  zunächst  angenommen  haben,  so  dafs  wir,  wenn  (Om,  wie 
:8tets  in  der  Praxis,  gegeben  ist,  aus  dem  Diagramm  den  wirk- 
lichen Wert  von  Mq  erst  berechnen  und  mit  demselben,  streng 
genommen,  unsere  Bestimmung  von  w  aus  (Hb)  wiederholen 
müssen.  Wegen  der  Kleinheit  der  Differenz  com  —  mq  genügt 
•es  allerdings  immer,  einfach  den  Mafsstab  der  Winkelgeschwin- 
digkeit im  Verhältnisse  (Om :  (Oq  zu  modifizieren,  das  Diagramm 
^selbst  aber  beizubehalten,  i) 

Aus  diesem  Diagramm  iälst  sich  schlieüslich  sofort  die 
Winkelbeschleunigung  ableiten,  nämlich  [siehe  auch  §14, 
Ol.  (6)  und  (7)] 

cP  if  d  (0 


d(o  dj/(o 


dt^  ^  dt d(i^^'"^  dif  '   '    '    •    •     ^^^) 

so  dals  wir  nunmehr  über  die  Bewegungsverhältnißse  des  Kurbel- 
l^etriebes  vollkommen  orientiert  sind  und  in  die  Unter- 
suchung des  Kräftespiels  in  demselben  eintreten  können. 
Denken  wir  uns  nunmehr,  wie  früher,  das  Gestell  im  Anfang 
des  Koordinatensystems  durch  einen  Zapfen  festgehalten,  so  werden 
dort  die  Reaktionen 
SS^  und  Yq  infolge  der 
Bewegung  geweckt 
werden  (Fig.  167). 
Aulserdem  aber 
möge  an  einem 
Punkte  C  der  X- 
Achse  im  Abstände 
4J0  =  a  von  0  eine 
Stütze     angebracht 

sein,  deren  Reaktion  Yi  sei.  Bei  der  Aufstellung  der  Glei- 
■chungen  für  diese  Reaktionen  ist  zunächst  zu  beachten,  dafs  z.  B. 
in  einer  Dampfmaschine  die  am  Kreuzkopf  angreifende  Kraft  P 
als  innere  Kraft  des  ganzen  Systems  aufzufassen  ist,  da  ihr  ein 

^)  Ein  direktes  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Zusammenhanges 
zwischen  co^  und  lom  habe  ich  in  meiner  >Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe« (Leipzig  1901)  S.  116  entwickelt.  In  dieser  Monographie 
«ind  auch  verschiedene  sich  an  die  Energieübertragung  durch  das 
Kurbelgetriebe  anschliessende  praktisch  wichtige  Problem  e  weiter  be 
handelt  worden,  als  es  an  dieser  Stelle  möglich  ist. 


Fig.  167. 
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entgegensetzt  gleicher  Druck  am  Cylinderdeckel  entspricht. 
Weiterhin  liegt  der  Schwerpunkt  der  mit  Ä  hin-  und  hergehenden 
Masse  mi  im  allgemeinen  nicht  mit  diesem  Punkte  zusammen, 
sondern  liegt  etwa  um  Si  von  Ä  entfernt  auf  der  XAchse.  Mit 
diesen  Bemerkungen  folgt  sodann 


dm 


Fl  +  Yo  —  TT  cos  7  —{Gi  +  G  +  Gq)  cos  y 


=i 


dm 


dt^ 

d^y 
dt^ 


Yi a  —  Wr  —  Gl  (x'  -\-  8i)  cos  y  —  GqSq  cos  {(f  +  y) 

—  G  \r  cos  (rf  -\-  y)  -\-  (l  —  s)  cos  (t^  —  yn 


=1 


=  \  dm  \x 


dt^ 


d^ 

y-df^ 


f)J 


(16> 


Bedeuten  nun  in  Übereinstimmung  mit  dem  vorigen  Paragraphen 
x' y'  die  Koordinaten  des  Führungspunktes  J.,  x"  y"  die  dem 
Kurbelkreise  zugehörigen  Koordinaten  von  jB,  so  ist  zunächst 
y'  =  0,  da  -4  sich  nur  geradlinig  in  der  OX- Richtung  bewegt. 
Weiter  dürfen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (4)  und  (10)  des 
vorigen  Paragraphen  für  die  rechten  Seiten,  die  sich  auf  sämt- 
liche bewegte  Massen  erstrecken,  auch  setzen 


=  Ui  + 


tJ 

C  ^     l    dP-y  d'^xX        s 


s  —  l    \  ^x^ 
d¥ 

d^y" 
dt^ 


^So 


8 


+  h^  +  j^ 


d^x" 
dt^ 


s 
1 


dt^ 


—  y 


II 


d*x"\ 


d^tf 


J  - -p]  ^' -dJ^  "^  +  '^^o  di^ 


(17) 


Infolge  der  Kreisbewegung  des  Punktes  B  vereinfacht  sich  die 
letzte  Formel  noch  in 


3  '^'"  r  'dfi  -  y  dfij  =  \j  "**■  +  »"•*»)  -df^ 


miy 


Ä2\       d^ru 


§  42.    Das  Kräftespiel  im  Kurbelgetriebe.  36& 

oder,  wenn  wir  den  Winkel  y/  noch  durch  (5)  eliminieren, 


dm  \x  ^^2 


m\j 


-  y)  r2  |co8  .r  J  -  Sin  .,  (^)    r 


(J2  (T  d  (t) 

und  schlielslich  nach  Zusammenziehung  der  Glieder  mit  -7^  =  -jj 
und  1^1   =  ff>2 


=  <  ,  mr2  (1  —  cos  7)  +  w^oÄo^  -\-  m  j^r^  cos  7  [  -j' 


m  [j  — -j^\r^fo^  Bin  (f (17a) 


Sind  auch  die  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
damit  die  Winkelbeschleunigung  nur  klein,  so  ist  man  trotzdem 
nicht  berechtigt  etwa  den  ganzen  ersten  Teil  der  rechten  Seite 
zu  vernachlälsigen,    weil  jedenfalls  das  Trägheitsmoment  m^k^ 

für  kleine  -^j  sehr  grols  im  Vergleich  zu  den  anderen  Werten 

ist,  mithin  das  Produkt  m^kQ^  -^  nicht  mehr  als  klein  angesehen 

werden  darf.  Daher  verlälst  man  auch  mit  der  Annahme  kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit  im  Kurbelkreise  prinzipiell  den 
Boden  der  Dynamik  und  läuft  Gefahr,  die  scheinbare  Einfachheit 
der  Formeln  mit  Trugschlüssen  über  die  im  System  wirkenden 
Kräfte  zu  erkaufen.  Wir  wollen  darum  von  dieser  Annahme, 
welche,  wie  wir  schon  sahen,  das  Bestehen  der  im  allgemeinen 
nicht  erfüllten  Bedingungsgleichung  (12)  voraussetzt,  keinen  Ge- 

brauch  machen  und  uns,  da  jedenfalls  y  —  -r^  und  -j  vergleichbar 
sind,  mit  der  Annäherung  für  (17a) 

d'^y  d'^xX       ( s  7  o\  ^^'* 


I  S  /C2\ 

—  m  I  y  —  jj  r2 rrj2  sin  7     .     (17b) 
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begnügen.  Aus  demselben  Grunde  dürfen  wir  dann  aber  auch 
für  die  in  (17)  auftretenden  Beschleunigungskomponenten,  welche 
in  §  14  Gl.  (6  b)  schon  entwickelt  wurden,  schreiben 


dt 


=  —  r(o 


cos  (/  -j-  j  cos  2  7 


d(o 
~di 


sm  (f 


\ 


=  —  rw^  cos  (f  —  r  -jj  sm  (f , 
=  —  r  w2  gm  (f  -\-  r  -ry  cos  7 . 


HI8) 


Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (17)  bezw.  (16)  sind  dann  die 
Gestellreaktionen  Xq,  Yq  und  Yi  mit  hinreichender  Genauigkeit 
bestimmt. 

Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Berechnung  der  in  der 
Schubstange  wirkenden  Kräfte,  so  müssen  wir  dieselbe 
zunächst  durch  Anbringung  der  Reaktionen  der  Gleitbahn  und 
des  Kurbelkreises  von  den  anderen  Teilen  des  Systems  isolieren. 
Diese  in  Fig.  168  angedeuteten,  senkrecht  zur  Gleitbahn  und 
zum  Kurbelkreis  stehenden  Reaktionen  seien  mit  N  und  B 
bezeichnet,  während  Pi  die  auf  Ä  nach  0  hinwirkende  treibende 
Kraft   und  TFi  der  Widerstand   am   Kurbelzapfen   sein   mögen. 


Fig.  168. 

Sowohl  in  Pi,  ^vie  auch  in  TTi  sind  schon  die  Beschleunigimgs- 
kräfte  und  Gewichtswirkungen  der  lediglich  hin-  und  hergehen- 
den Masse  mi  bezw.  der  Schwungmasse  Wq  enthalten,  weshalb 
diese  Grölsen  auch  nicht  mit  den  oben  eingeführten  P  und  W 
identisch  sind.  Beachtet  man  noch,  dals  in  der  XRichtung 
das  Schubstangengewicht  G  eine  Komponente  G  sin  y,  in  der 
Y-Richtung  G  cos  y  besitzt,  so  ergibt  die  Zusammenfassung  aller 
dieser  Kräfte  nach  beiden  Richtungen 
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Wi  sin  (p  -\-  B  cos  (p  —  Pi 


—  6r  sin  y  =  \ 

0 


dm 


i 


^  +  Ä  sin  (f 


Wi  cos  (/•  —  6r  cos  y  =  \  (Zw  -^ 

0 


.    (19) 


worin   die  Integrationen   der  rechten  Seite   nur  noch   über  die 

Schubstange  selbst  zu  erstrecken  sind,   so  dafs  wir  nach  Gl.  (4) 

des   vorigen    Paragraphen,    sowie    mit   Rücksicht    auf    y'  =  0 

schreiben  dürfen 

i  i 

d'^x  l  —  sd^x'    .        s  d^x"         C  .     d^y  s  d^y" 


1 


rfm^  =  t»-^^  +  m 


r. 


dm 


m  -r 


l    dt2  '       J  '''"'  dt^         "  l    dt^' 

O  0 

Setzen  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Beschleunigungskomponenten 
aus  (18)  ein,  so  folgt 


i 


d^x  l  d(o 

dm  -jTö  =  —  mr  \  co^  cos  cp  -j-  -tt  sm  (p 


dP 


di 


C  .     d^y  .  s 

e' 
0 


7  c  *• 

m  — j —  Y  ^  ^'^^  c^s  2  T 
dft) 


r  I  rf>^  sin  (p  —  -rv  cos  (p 


(20) 


und  damit  erhalten  wir  für  die  beiden  Reaktionen  in  (19) 

^        Pi  +  ö  sin  y       „,  . 

B  =  -^-^ ^  -  TTi  tg  (p 


cos  f/' 


mr    l  ,   d(o    ,       ^ 

_-_  ^,,2  cos  ip+-J^^m  cp^ 


cos 

/  —  s  r 


2    COS  2  ff 
cos  (f 


JV'  = 


w. 


i    (19a) 


cos  ^ 


—  {Pi-\-  G  sin  y)  tg  y  +  ^  cos  y 

-\-  mr  — -j —  w2  lg  (p  I  cos  qp  +  y  cos  2 ^ 


+ 


mr    dcü 


cos  ^  d< 


^  S  d(JD 


24' 
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Was  schliefelich  die  beidcD  in  Ä  und  B  angreifenden 
Kräfte  Pi  und  Wi  betrifft,  so  lassen  sich  dieselben  berechnen,, 
wenn  wir  sie  nach  Wegnahme  der  Schubstange  mit  umgekehrten 
Vorzeichen  an  der  hin-  und  hergehenden  Masse  mi  in  Ä  bezw. 
der  Schwungmasse  niQ  in  B  angreifen  lassen.  Es  folgt  alsdann, 
wenn  P  den  Dampfdruck  und  W  den  Natzwiderstand  bedeutet. 


d^x' 


Pi  =  P  -f-  wi  -^^  +  Gl  sin  y 


W, 


d(o 


\r  =  TFr  +  Wq  V  -^  +  GqSo  cos  (ff  +  y) 


(21) 


Auch  hieraus  erkennt  man  wieder  die  schon  oben  hervor- 
gehobene Bedeutung  der  mit  dem  Trägheitsmoment  der  rotie- 
renden Schwungmasse  multiplizierten  Winkelbeschleunigung, 
deren  Vemachläfsigung  bei  gleichzeitigem  Ausgleich  der  Kurbel 
etwa  durch  ein  Gegengewicht  von  demselben  statischen  Moment^ 
so  dals  Sq  =  0  wird,  auf  TTi  =  TF  führen  mufs. 


Fig.  169. 

Um  nunmehr  aus  den  Kräften  und  Bahnreaktionen  an  der 
isoliert  gedachten  Schubstange  die  in  derselben  wirksamen 
Kräfte  zu  ermitteln,  schneiden  wir  sie  an  einem  Punkte  C  im 
Abstände  z  von  A  durch  und  bringen  im  Schnitte  die  Kräfte 
K  und  7  in  der  x-  und  «/-Richtung  an.  Für  das  untere  Stück 
der  Stange  gelten  dann,  imter  Qtz  das  Gewicht  desselben  ver 
standen,  die  Gleichungen 

iT  =  Pi  -f-  Gs  sin  y  4"  '  ^^ 


7  = 


^  +  6r2  cos  y  -(-  1  d 


m 


df^ 


d^y 
dt"- 


0 


•     •     .     (22) 
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Nun  ist  aber  für  einen  Punkt  der  Stange  im  Abstände  z  von  A 

X  =  aj'  —  z  cos  t// ,  y  =  ä:  sin  ^ , 

oder  wegen  (3)  und  (3a) 


mithin  wird 


1  r2 


2/  =  ar  y  sm  f/ 


-572  =  d7^  +  ^  7^  ( ''  ^^^  2  c^  +  2   rfi  "'^  ^  ^/' 
=  —  z  —  \  oß  sin  (/  —  -1-7  cos  ff 


d^2 


y  I  (0^  Sin  (/ 


(3f^ 


r  d(o 


Vernachlässigen  wir  wieder   das  Produkt   kleiner  Grölsen  y  -jj, 
V7ie  in  (18),  so  haben  wir  auch  angenähert 


d 

d 


'^  /    J  .    r  l-z        ^    \       dfo    . 

—  =  —  ri  ff>2  I  cos  (f  +  j  -y—  cos  2(f  I  —  ^  sin  (/ 


1 


d^2 


=  —  z  y  (iß  sin  <jp 


•   (23) 


Führen  wir  diese  Werte  in  Gl.  (22)  ein,  so  ergeben  diese 
H=Pi  +  Gz  sin  y 


d(o 


rmz  I  (iß  cos  (^  —  -TT  sin  (f  +  ^'^^  T  cos  2  r/- 


^2 
72 


+  ^''^  72  co^  ^'Z'  1  ^^*^ 

0 


>,  (22a) 


r  f 

y  =  —  ^  -f~  ^2  cos  y  —  y  fc>2  gxn  (^)  I  <er  d  m 

0 
worin  w«  die  Masse  des  abgeschnittenen  unteren  Schubstangen- 
teiles  bedeutet.    Aus   R  und    7  bestimmt    sich    weiterhin   die 
achsiale  Kraft  Q  in  der  Stange  und  die  Transversalkraft  T,  beide 
im  Abstände  z  von  A  durch  die  Gleichungen 

Q  z=  7  sin  1//  —  H  cos  1// , 

r  =  7  cos  t^  -|-  iT  sin  t//. 

Handelt  es  sich  nur  um  geringe  Auslenkungen  tp  der  Stange 
aus  ihrer  mittleren  Lage  OX,    wie  bei  kleinem  Verhältnis  r  :  l 


I 
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stets  angenommen  werden  kann,   so  dürfen   wir  mit  (3),   sowie 
unter  Vernachlässigung  von  r2  :  P'  auch  angenähert  schreiben 


§=7ysin^.  —  iT      I 
T=  y+JTy  sinr/.       j 


(24) 


(25) 


Dieselbe  Vernachlässigung  aller  mit  r^  :  ^  behafteten  Tenne 
müssen  wir  naturgemäls  dann  auch  bei  der  Einführung  der  Werte 
von  Fund  H  in  diese  Formeln  aus  (22a)  zulassen,  und  er- 
halten so 

§  =  _  G^,  sin  y  —  Pi 

{r  dto\ 

{Qz  co8y  —  N)j  —  rmz  -^}  sin  cp 

-\-  rniz  (0^  (cos  ^  +  y  cos  2  ^1 
T=GzCOBy  —  N 

+  \0z  sin  y  -{-  Pi  —  m^  \  isdm\  j  sin  (p 

0 

rniz  r 

— ö~  y  ^'^  s^^  2  (f 

Das  am  Stabe  im  Abstände  z  von  Ä  herrschende  Biegungs- 
moment ergibt  sich  wieder  am  einfachsten  aus  der  Transversal- 
kraft durch  Integration  derselben  über  die  ganze  Länge  des  ab- 
geschnittenen Stückes,  also  durch 

z 

mz  =  ^  Tdz, 

0 

Die  Ausführung  dieser  Integration   führt   uns   auf  die  Integrale 

z  z  z 

j  Gzdjs!  =  9  ^  nizdz  =  g  {mzz  —  \  zdm) 


0 


z 


z 


\  dsi  \  ^dm  =  ^  \  zdm  —  \  z'^dm, 

0  0  0  0 

mit  denen  der  Ausdruck  für  das  Biegungsmoment  lautet 
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90^.  =  I  6ra  cos  y  —  N  -\-  Pij  Bin  (f\  z  —  g  cosy  \  zdm 

^  0 

2 


—  y  ff>2  sin  (f 


-f-  ^  -T  sin  y  •  sin  (f  yrnzZ  —  \ 


—j  ff>2  sin  2(/'  inizZ 


(26) 


0 


Als  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  dieses  Wertes  haben  wir 
noch  festzustellen,  ob  derselbe  für  die  Endpunkte  Ä  und  B  ver- 
schwindet. Für  0  =  0  findet  dies  ohne  weiteres  statt,  da  hier- 
für sämtliche  Integrale,  d.  h.  die  statischen  und  Trägheitsmomente 
wegfallen.    Mit  0  =  1  wird  indessen 

Gz  =  gvfiz  =  G  =  mg 
i  i 

\  zdm  =  sm,         \  z^dm  =  k^m 

0  0 

und  die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  verschwinden  nicht 
für  sich.  Eliminiert  man  aber  den  Bahndruck  N  mit  Hilfe 
von  (19  a),  nachdem  man  in  denselben  die  Werte  für  Pi  und  Wi 
aus  Gl.  (21)  eingesetzt  hat,  so  ergibt  sich  schlieXslich  rechts  ein 
Ausdruck,  der  infolge  des  Bestehens  der  Energiegleichung  mit 
Rücksicht  auf  die  getroffenen  Vernachlässigungen  als  Ganzes 
verschwindet. 

§  43.    Reibungswiderstände  bei  der  Rotation  um  feste 

Achsen. 

Die  Zapfenreibung  und  ihr  Moment;  der  Zapfenreibungskoeffizient 
and  Reibungskreis.  Die  Reibung  am  Exzenter  und  am  Prony sehen 
Bremszaum.  Stirn-  oder  Spurzapfen  und  Antifriktionszapfen.  Reibung 
von  Zahnrädern  mit  Zahlenbeispiel.  Mechanischer  Wirkungsgrad  von 
Rädervorgelegen   und  Elementarpaaren.    Das  Zahndruckdynamometer 

von  Hachette. 

Bei  den  in  den  letzten  Abschnitten  untersuchten  ßewegungs- 
erscheinungen  haben  wir  durchweg  von  der  Existenz  von  Wider- 
standskräften abgesehen,  vor  allem  um  die  Übersichtüchkeit  der 
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ohnehin  nicht  immer  sehr  einfachen  Entwicklungen  nicht  zu  ge- 
fährden. Damit  ist  natürlich  nicht  gesagt,  daTs  die  unter  allen 
Umständen  vorhandenen,  vor  allem  in  der  Reibung  und  dem 
Luftwiderstande  begründeten  Verluste  praktisch  keine  Rolle 
spielen.  Man  kann  ihnen  aber  z.  B.  bei  der  Bewegung  eines  an 
zwei  Kurven  zwangläufig  geführten  Stabes  leicht  durch  einen 
Abzug  an  der  treibenden  Kraft  bezw.  einen  Zusatz  zum  Nutz- 
widerstande gerecht  werden.  Dadurch  erreicht  man  wenigstens  die 
Möglichkeit,  ohne  sonstige  Komplikationen  die  Energiegleichung 
anschreiben  zu  können,  wenn  auch  das  schliefsliche  Ergebnis 
nicht  auf  grolse  Genauigkeit  Anspruch  machen  darf.  In 
einzelnen  ziemlich  einfachen  Fällen  ist  es  jedoch  möglich,  den 
EinfluXs  der  Widerstandskräfte  mit  ziemlicher  Strenge  verfolgen 
zu  können,  ohne  dals  es  notwendig  wird,  neue  Hypothesen  ein- 
zuführen. Es  sind  dies  die  Erscheinungen  bei  der  Ro- 
tation  fester   Körper. 

Als  erstes  Beispiel  derselben  wollen  wir  die  Drehungeines 
horizontalen  zylindrischen  Zapfens  in  seinem  Lager 
untersuchen.  Der  Zapfen  selbst  sei  mit  irgend  einem  staiTen 
Körper,  z.  B.  einem  Rade,  fest  verbunden,  welches  zunächst  mit 
gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  rotieren  möge.  Alsdann 
lassen  sich  die  an  dem  Rade  angreifenden  inneren  Kräfte  ein- 
schlielslich  der  Gewichte  zu  einer  durch  die  Zapfenmitte  gehen- 
den Resultanten  und  einem  Kräftepaare  vereinigen,  denen  eine 
gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  B  und  ein  Kräfte- 
paar d)l  am  Zapfen  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Das  letztere 
kann  aber  nur  von  der  Zapfenreibung  herrühren,  welche 
ihren  Sitz  in  der  Berührungsfläche  des  Zapfens  und 
des  Lagers  hat,  während  die  Kraft  selbst  mit  der  Lagerreaktion 
identisch  ist,  sofern  das  ganze  System  keine  fortschreitende  Be- 
wegung vollzieht.  Natürlich  muls  auch  das  Lager,  um  nicht 
mit  herumgenommen  zu  werden,  durch  ein  dem  Moment  der 
Zapfenreibung  9Jfr  gleiches  Moment  abgestützt,  oder  festge- 
halten werden. 

Die  Lagerreaktion  bezw.  der  Lagerdruck  einerseits  und  das 
Moment  der  Zapfenreaktion  andererseits  stehen  nun  erfahrungs- 
mälsig  in  einer  bestimmten  Beziehung.  Ist  das  Lager  nicht 
geschmiert,  so  sind  beide  einander  ebenso  propor- 
tional   wie    der    Reibungswiderstand   dem    Normal- 
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drucke  bei  einfach  fortschreitender  Bewegung, 
sodafs   wir  schreiben   dürfen: 

mr  =  foBr, (1) 

worin  r  den  Zapf enradius  und  /©  den  sogenannten  Zapfenrei- 
bungskoeffizienten bedeutet,  den  wir  absichtlich  von  dem 
früher  eingeführten  Reibungskoeffizienten  /  unterscheiden.  Das 
Produkt  fov  =  ro  stellt  nun  aber  wiederum  eine  Länge  bezw. 
einen  Hebelarm  dar,  an  dem  wir  uns  die  Resultanle  der  äulseren 
Kräfte  angreifend  denken  können.  Beschreibt  man  mit  diesem 
Hebelarm  einen  Kreis  um  den  Zapfenmittelpunkt,  so  lautet  die 
Bedingung  für  die  gleichförmige  Bewegung,  dafs  die  Resultante 
der  äufseren  Kräfte  diesen  Kreis  gerade  berühren  muls.  Schneidet 
sie  den  Kreis,  so  ist  ihr  Moment 

m  <  Wir 

und  die  Bewegung  wird  infolge  der  Reibung  sich  verzögern. 
■Geht  sie  aulserhalb  dieses  Kreises  vorbei,  so  wird  wegen 

m  >  Wr 

«ine  Beschleunigung  eintreten.  Den  so  definierten  Kreis  be- 
zeichnet man  nach  Herr  mann  wohl  auch  als  den  Reibungs- 
kreis des  Zapfens.  Im  Falle  gleichförmiger  Rotation  des 
Zapfens  (Fig.  170)  wird  die  den  Reibungskreis  berührende  Resul- 
tante denjenigen  Punkt  A  des  Lagers 
treffen,  an  dem  eine  Berührung  zwischen 
Zapfen  und  Lager  dann  stattfindet, 
wenn  letzteres  ausgelaufen  ist.  Die 
Resultante  steht  also  hier  nicht,  wie 
bei  der  gewöhnlichen  gleitenden 
Reibung  normal  zu  den  aufeinander 
gleitenden  Flächen,  sondern  bildet  mit 
der  Normale  an  der  Berührungsstelle 
-einen  Winkel,  der  mit  dem  Reibungs-  pj    ^^q 

Winkel  der  gleitenden  Reibung 

identisch  sein  muls.  Daraus  läfst  sich  ein  gewisser  Schluls  auf 
die  Grölse  des  Zapfenreibungskoeffizienten  ziehen.  Zerlegt  man 
nämlich  die  Resultante  J^  in  zwei  Komponenten  Bn  und  R/,  von 
denen  die  erstere  normal  zur  Berührungsfläche  steht,  die  andere 
in  dieselbe   hineinfällt,    so   erkennt    man  dann  zunächst,    dafs 
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die  erstere  zum  Reibungsmoment  nichts  beiträgt,  solange  der 
Zapfen,  vom  Radius  r,  wie  es  der  Beharrungszustand  erfordert, 
als  Ganzes  seine  Lage  nicht  ändert.  Mithin  ist  das  Reibungs- 
moment selbst 

oder  wegen  (1) 

B/  =  foB (2) 

Ist  nun  /  der  Koeffizient  der  einfachen  gleitenden  Reibung, 
so  mufs  auch 

Rf  =  fRn 

sein,  woraus  sich  mit  Benutzung  von  B^  =  Rß  -f-  Rn^ 

fo  =  -=J=^_<f (3) 

ergibt.  Der  Zapfenreibungskoeffizient  ist  demnach 
kleiner  als  derjenige  der  gleitenden  Reibung. 

Die  Beziehung  (1)  gilt  erfahrungsgemäls  auch  für  Zapfen, 
welche  sehr  vollkommen  von  ihrem  Lager  umschlossen  werden. 
Jedoch  ist  es  in  diesem  Falle  ohne  Zuhilfenahme  neuer  Hypo- 
thesen über  die  Druckverteilung  in  der  Berührungsfläche  nicht 
möglich,  den  Zapfenreibungskoeffizienten  aus  demjenigen  der  ein- 
fach gleitenden  Reibung  herzuleiten.  Da  derartige  Hypothesen 
zur  Aufklärung  der  Erscheinungen  selbst  nichts  beigetragen 
haben  und  aufserdem  keine  praktische  Bedeutung  besitzen,  so 
wollen  wir  uns  an  dieser  Stelle  damit  nicht  länger  aufhalten. 
Wir  begnügen  uns  vielmehr  mit  dem  Hinweis,  dafs  das  Rei- 
bungsmoment (1)  in  allen  Fällen  mit  dem  Zapfen- 
durchmesser wächst,  also  für  dünnere  Zapfen  unter 
sonst  gleichen  Verhältnissen  auch  kleiner  ausfällt 
Daher  kommt  es,  dafs  man  in  der  Maschinentechnik  gern  und 
mit  Erfolg  lange  und  dünne  Zapfen  anwendet,  wobei  für  den 
Zusammenhang  beider  Dimensionen,  d.  h.  der  achsialen  Länge  l  im 
Lager  und  der  Dicke  d  =  2r  ein  mittlerer  Flächendruck  i> 
malsgebend  ist,  so  zwar,  dafs 

R  =  pld  =  2plr (4) 

wird.  Auf  eine  gleichmäfsige  Verteilung  dieses  Flächendruckes 
darf  man  indessen  unter  keinen  Umständen  rechnen.  Versuche 
hierüber  hegen  übrigens  nur  für  geschmierte  Lager  vor,  deren 
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Verhalten   gelegentlich   der  Reibung   von   Flüssigkeiten   zu   be- 
sprechen sein  wird. 

Immerhin  lassen  sich  mit  Hilfe  des  Reibungskreises  einige 
Tatsachen  veranschaulichen,  welche  technisch  von  Wichtigkeit 
sind.  Will  man  z.  ß.  eine  Dampfmaschine  in  Betrieb  setzen,  so 
muls  man  bekanntlich  der  Kurbel  eine  wenn  auch  geringe  Neigung 
gegen  ihre  Totlage  geben.  Den  kleinsten  Neigungswinkel  findet 
man  leicht,  wenn  man  vom  Wellenmittel  aus  eine  Tangente  an 
den  Reibungskreis  des  Kurbelzapfens  legt,  da  die  Reaktion  der 
Welle  multipliziert  mit  dem  Radius  des  Reibungskreises  in  diesem 
Falle  das  Drehmoment  des  Dampfdruckes  liefert.  Ist  der  Durch- 
messer des  Kurbelzapfens  sehr  grofs,  so  wächst  auch  derjenige 


Fig.  171. 


seines  Reibungskrelses.  So  kann  bei  einem  sog.  Exzenter  (Fig.  171), 
d.  h.  einem  Kurbelzapfen,  der  die  ganze  Welle  selbst  umfaTst, 
der  Reibungskreis  mit  dem  Radius  ro  unter  Umständen  gröfser 
als  der  Kurbelkreis  vom  Radius  r,  hier  Exzenterkreis  genannt, 
ausfallen.  Alsdann  aber  schneidet  die  Reaktion  B  der  Welle 
stets  den  Reibungskreis,  ihr  Moment  wird  mithin  kleiner  als  das 
Reibungsmoment  und  das  Exzenter  kann  überhaupt  nicht  durch 
Kräfte  in  der  Richtung  der  Exzenterstange  in  Drehung  versetzt 
werden.  In  der  Tat  verwendet  man  Exzenter  in  der  Praxis  nur 
für  den  umgekehrten  Fall,  d.  h.  zur  Ableitung  hin-  und  her- 
gehender Bewegungen  aus  rotierenden  und  nimmt  dabei  die 
ziemlich  bedeutenden  Reibungswiderstände  mit  in  Kauf. 

Eine  künstliche  Vergrölserung  des  Reibungsmomentes,  wie 
sie  technisch  zur  Vernichtung  von  mechanischer  Arbeit  durch 
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Bremsen  gelegentlich  erwünscht  ist,  läfst  sich  leicht  dadurch  er- 
zielen, dals  man  die  als  Lagerschalen  aufzufassenden  Bremsklötze 
oder  Bremsbacken  vermittels  Schrauben  stark'  gegen  einander 
und  damit  an   das  den  Zapfen  ersetzende  Rad  anpreist.    Beim 


Fig.  173. 


Fig.  172. 

Pronyschen  Bremszaum  (Fig.  172), 
welcher  zur  Messung  der  Arbeit  an  einer 
gleichförmig  umlaufenden  Welle  dient, 
ist  mit  einem  der  Bremsbacken  Ä 
bezw.  B  ein  Hebel  h  fest  verbunden,  dessen  Ende  C  auf  eine 
Wage  drückt  oder  auch  bei  umgekehrter  Drehrichtung  ein  Ge- 
wicht P  trägt.  In  ersterem  Falle  ist  der  auf  den  Punkt  C  ent- 
fallende Gewichtsanteil  der  Bremsvorrichtung  von  P  abzuziehen, 
im  anderen  dagegen  hinzuzuzählen.  Ist  Pq  die  so  erhaltene 
effektive  Bremsbelastung,  m  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Welle,  und  Wir  das  Reibungsmoment,  so  ist  offenbar  die  in 
der  Sekunde  geleistete  und  im  Bremszaum  vernichtete  Arbeit, 
während  der  Hebelarm  ÄC  ruhig  bleibt, 

L  =   (oWr  =   (oIPq. 

Wichtig  ist  hierbei,  dafs  man  den  Druck  der  Bremsbacken 
gegen  das  Rad  und  den  Reibungskoeffizienten  fo  gar  nicht  zu 
kennen  braucht,  sondern  direkt  aus  der  effektiven  Belastung 
und  Länge  des  Bremshebels  das  Reibungsmoment  ermittelt.  Diese 
grolse  Einfachheit  verbunden  mit  dem  Wegfall  irgend  welcher 
Annahme  lälst  die  Ergebnisse  von  Bremsversuchen  für  praktische 
Zwecke  als  sehr  zuverlälsig  erscheinen. 

Das  Reibungsmoment  sogenannter  Stirn-  oder  Spur- 
zapfen (Fig.  173),    d.  h.  von  Rotationskörpern,    welche  achsial 
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belastet  auf  einer  senkrecht  zur  Achse  stehenden  Ebene  rotieren, 
lälst  sich  leicht  ermitteln,  wenn  die  Gesamtbelastung  P  hierbei 
zweifellos  über  die  ganze  Berührungsfläche  gleichmäfsig  verteilt  ist. 
Ist  ro  der  Zapfenradius,  so  ist  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit 

P 

und  die  Belastung  in  einem  Ringelemente  von  der  Breite  dr 

und  dem  Radius  r 

2Prdr 
2nprdr  =  . 

Das  Reibungsmoment  folgt  hieraus  mit  dem  Reibungskoef- 
fizienten /  der  gleitenden  Reibung  zu 


2P     f  2 


(6) 


so  dals  aber  auch  hier  die  Proportionalität  mit  der  Belastung 
erhalten  bleibt.  Für  anders  geformte  Spurzapfen  müssen  zur 
theoretischen  Ableitung  des  Reibungsmomentes  wieder  Annahmen 
über  die  Verteilung  der  Belastung  gemacht  werden,  deren  Wert 
in  hohem  Grade  zweifelhaft  i)  erscheint.     Wir  wollen,  da  überdies 


^)  Bezeichnend  hierfür  ist  der  vom  Mechaniker  Schiele  in  Man- 
chester 1852  erfundene  Antifriktionszapfen,  welcher  die  Eigen- 
schaft haben  sollte,  dafs  die  Reibungsarbeit  für  alle  Flächenelemente 
und  damit  auch  deren  Abnutzung  kon- 
stant bleibt.  Ist  im  Meridianschnitt 
Fig.  174  P  wieder  der  achsiale  Zapfen- 
druck, r-j  der  gröfste,  r,  der  kleinste 
Zapfenradius,  so  ist  die  willkürlich 
als  konstant  angenommene  spe- 
zifische Achsialbelastung 

P 


P  = 


^(n'— V) 


Fig.  174. 


und  der  auf  die  Ringfläche  2nrdr  wirkende  Druck  dP  =  27tprdr. 
Bezeichnen  wir  ferner  mit  r  den  Winkel  der  Erzeugenden  des  Zapfens 
mit  dem  Radius  r,  so  ergibt  sich  der  Normaldruck  auf  das  Element  zu 


dN  = 


dP 
cos  T 


=    2  7Tp 


rdr 
cos  T 
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derartige  Zapfen  praktisch  immer  ausreichend  geschmiert  werden 
müssen,  sodaTs  die  oben  erwähnte  Flüssigkeitsreibung  dabei  eine 
grofse  Rolle  spielt,  von  der  Aufstellung  weiterer  Formeln  darum 
lieber  ganz  absehen. 

Viel  wichtiger  erscheint  die  wenigstens  angenähert  oline 
Hypothese  mögliche  Ermittelung  des  Reibungsmomentes 
von  Zahnrädern.  Wir  wollen  uns  dabei  auf  sog.  Stirnräder 
{zylindrische  Räder)  beschränken,  deren  Zahndimensionen  klein 
im  Verhältnis  zu  den  Teilkreisradien  sind.  Wollte  man  allge- 
meiner verfahren,  so  wäre  ein  Zurückgreifen  auf  die  Formeln  des 
§  5  und  spezielle  Voraussetzungen  über  die  Zahnform  notwendig, 
ohne  dals  die  ziemlich  schwülstigen  Rechnungen  uns  dann 
wesentlich  Neues  bieten. 

Wir  erinnern  uns  zunächst  aus  §  27  (Relativbewegung  mit 
Reibungswiderstand),  dafs  die  Reibung  zweier  Flächen  nur  durch 

ihre  relative  Verschiebung  auf  ein- 
ander bedingt  ist.  Diese  Relativ- 
verschiebung gilt  es  mithin  vor  allem 
zu  ermitteln.  In  Fig.  175  seien  O^ 
und  O2  die  Mittelpunkte  der  sich 
in  A  berührenden  Teilkreise  mit 
dem  Radius  Vi  und  r2.  Beim  gleich- 
zeitigen   Durchlaufen     der    Bogen 

ABl  =^  ri(pi  =  r2(f2  =  ^ ^2  s^i  <i©r 
ursprünglich  mit  A  zusammenfal- 
lende Berührungspunkt  der  beiden 
Zahnprofile  nach  C  gerückt.  Er 
hat  mithin  auf  dem  zu  Oi  gehörigen 
Zahne  den  Weg  jBiC,  auf  dem  zu  Oo 
gehörigen  den  Weg  B2C  zurückgelegt. 


und  das  entsprechende  Arbeitselement  während  einer  Umdrehung 


dL   =  4:7l^P 


r^dr 

COST 


Soll  nun  dLidr  konstant  bleiben,  so'mufs  auch  r^  =  Ccost  sein, 
woraus  sich  die  Meridiankurve,  die  sog.  Antifriktionskurve  punktweise 
bestimmen  läfst.  Schon  Redtenbacher  machte  darauf  aufmerksam, 
dafs  von  diesem  Zapfen  kein  Vorteil  zu  erwarten  sei,  was  sich  in  der 
Tat  auch  bestätigt  hat.  Der  Grund  liegt  natürlich  in  der  willkürlichen 
Annahme  der  Belastungsverteilung. 
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Sind  nun  die  Zahndimensionen  klein  gegen  die  Radien  rj  und  r2, 
so  kann  man  die  Differenz  der  beiden  nur  wenig  gegen  O1O2 
geneigten  Bogen  B^C  —  BiC  mit  der  Differenz  ihrer  Projektionen 
auf  Ol  O2  vertauschen,  also 

B^C  ^BiC  =  B2'  C'  —  Bi'  O  =  B^'Bi' 

setzen.  Diese  Länge  stimmt  demnach  angenähert  mit  der 
Gleitung  Js  der  beiden  Zahne  aufeinander  überein.  Führen 
wir  nun  noch  die  beiden  Drehwinkel  (fi  und  (f2  ein,  so  folgt 

Js  =^  B1B2   =  ri  (1  —  cos  7i)  +  ^2  (1  —  cos  (f2). 

Da  wegen  der  Kleinheit  der  Zähne  auch  (fi  und  q^2  nur  kleine 
Winkel  sein  können,  für  welche  statt  des  Sinus  der  Bogen  gesetzt 
werden  darf,  so  hat  man  auch 

cos  r/^i  =   1  —  -^,      cos  r/2   =1  —  —^y 

also 

Js  =  j{rifft'  +  r2ff2^) (7) 

Das  während  jeder  Elementardrehung  konstante  Übersetzungs- 
verhältnis der  beiden  Räder  ist  nun  mit  s  =  ÄBi  =  ÄB2  an  die 
Bedingung 

ri(fi  =  r2(p2  =  s (8) 

geknüpft,  durch  welche  die  Formel  für  die  Gleitung  übergeht  in 

Bezeichnen  wir  nunmehr  den  Normaldruck  zwischen  den 
beiden  Zähnen  mit  N,  so  wird  derselbe  für  jede  Stellung  der 
beiden  Zähne  nicht  nur  einen  anderen  Wert,  sondern  auch  eine 
andere  Richtung  besitzen.  Für  unsere  Überschlagsrechnung  ge- 
nügt es,  unter  Vernachlässigung  der  geringen  Neigung  gegen 
die  Normale  in  Ä  auf  O1O2  dafür  einen  Mittelwert  einzusetzen, 
der  mit  dem  mittleren  Zahndrucke  P  in  ^  selbst  identisch  ist. 
Die  beim  Durchlaufen  des  Bogens  s  verlorene  Reibungsarbeit 
ist  alsdann 

L.  =  /p.^,=/fp(i+i) 
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und  der  mittlere  tangentiale  Reibungswiderstand 

-'=i'-=/-^(4+.i) w 

Bedeutet  s  den  Eingriftsbogen  eines  Zahnes,  so  ist  bei  Zi  Zäh- 
nen auf  dem  Rade  um  Oi,  und  Z2  Zähnen  um  O2 

szi  =  2nri,     SZ2  =  Inr^, (lO) 

so  dafs  wir  schlielslich  für  den  Reibungswiderstand  erhalten 

P.  =  /.p(i+^) (11) 

also  einen  von  der  speziellen  Zahnform  und  der  Di- 
mension der  Räder  unabhängigen  Näherungsaus- 
druck. Der  Reibungswiderstand  der  Zahnräder  wird 
um  so  kleiner,  je  grölser  die  Zähnezahlen  derselben 
sind.  Ersetzt  man  beispielsweise  eines  der  Räder  durch  eine 
Zahnstange,  deren  Teilkreisradius  und  Zähnezahl  als  unendlich 
grols  anzusehen  sind,  so  wird  der  Reibungswiderstand 

^r  =  f-f. (IIa) 

worin  z  die  Zähnezahl  des  Rades  bedeutet. 

Bei  der  Anwendung   der  Formel  (11)   für   den  tangentialen 
Reibungswideretand  darf  man  den  Umstand  nicht  aus  den  Augen 
verlieren,  dafs  dieselbe  nicht  nur  einen  Näh  er  ungsausdrucfe 
darstellt,  sonderp  aucK  lediglich  einen  Mittelwert  für   den 
Reibungswiderstand  ergibt.     Daher  kommt  es  auch,  dafs 
die  Gl.  (11)  scheinbar   dem  Prinzip  der  Gleichheit  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung  widerspricht,  wenn  dem  Zahndrucke  P  des 
treibenden  Rades  nur  ein  Druck  P  —  Fr  des  getriebenen   ent- 
gegensteht.   In  Wirklichkeit   besteht   dieser  Widerspruch  natür- 
lich schon  darum  nicht,  weil  der  Zahndruck  gar  nicht  allgemein 
tangential  zum  Teilkreis  gerichtet  ist,  so  dafs  eine  Komponente 
desselben  zur  Überwindung  des  Reibungswiderstandes  verfügbar 
bleibt.     Diese  Tatsache   ist  durch  unsere  Vernachlässigung  der 
Neigung  des  Zahnprofiles  gegen  den  Radius  verwischt  worden. 
Der  Wert  unserer  Betrachtung  liegt  deshalb  auch  vorwiegend 
in  der  Möglichkeit  der  Abschätzung  der  als  verloren  anzusehen- 
den Reibungsarbeit  Lr ,  aus  der  wir  ja  den  mittleren  Reibungs- 
widerstand bestimmten.     Bedeutet  L^  die  vom  treibenden  Rade 
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geleistete  Arbeit,  L2  dagegen  die  vom  getriebenen  aufgenommene, 
so  ist 

Li   =   Lr  -\-  L2 

oder,  da  für  einen  beliebigen,  auf  den  Teilkreisen  beider  Zahn- 
räder  gemessenen  Weg  s 

Li    =    PSj  Lr  =   PrS 

so  folgt 

L2    =    (P—Pr)s. 

Das  Verhältnis  der  Arbeiten  der  beiden  Räder,  welches  sich  mit 

(11)  zu 

=^,-'-fii+k)  ■  ■  ■  ('^> 

berechnet,  nennt  man  nun  den  mechanischen  Wirkungs- 
grad des  Räderpaares.  In  demselben  Sinne  kann  man  auch 
von  einem  mechanischen  Wirkungsgrad  einer  rotierenden  WeUe 
sprechen,  wobei  Lr  die  Reibungsarbeit  der  Zapfen  bedeutet,  die 
sich  auf  die  Zeiteinheit  bezogen,  aus  dem  Reibungsmoment  durch 
Multiplikation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ergibt.  Besonders 
einfach  gestaltet  sich  die  Ermittlung  des  Wirkungsgrades  für  hori- 
zontale Tragzapfen,  da  bei  diesen  nur  das  als  Produkt  aus 
der  Resultante  und  dem  Radius  des  Reibungskreises  definierte 
Reibungsmoment  Wir  von  dem  ruhenden  Moment  W-i  abzuziehen 
ist,  um  das  nutzbare  Moment  5Di2  =  Sßi  —  9Kr  an  derselben  Welle 
zu  erhalten. 

Beispielsweise  sei  eine  Welle  gegeben,  welche  mit  n^  =  100  Um- 
drehungen in  der  Minute  N^  =  S  PS.  abzugeben  vermag.  Durch  ein 
Zahnräderpaar  (Fig.  176)  soll  diese  Energie  auf  eine  benachbarte  Welle 
derart  übertragen  werden,  dafs  diese  n,  =  200  Umdrehungen  vollzieht. 
Der  Teilkreisdurchmesser  des  auf  der  treibenden  Welle  sitzenden  Rades 
sei  2  r^  =  1,0  m,  derjenige  des  getriebenen  Rades  folglich  2  r-g  =  0,5  m, 
die  Zähnezahlen  seien  entsprechend  z^  =  40,  z^  =  20« 

Dann  ergibt  sich  zunächst  der 
Zahndruck  des  treibenden  Rades  aus 

und  der  tangentiale  Reibungswider- 
stand mit  /  =  0,1 

P.  ^  nfF,  (1  +  1)  =  1.0  kg. 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  25 


Fig.  176. 
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Der  Wirkungsgrad  der  Übersetzung  der  beiden  Räder  ist  mithin 

..  =  ^'  =  1  -  Ä  =  0.9". 

Die  an  der  getriebenen  Welle  verfügbare  Arbeit  ist  aber  nicht  allein 
durch  die  Zahnreibung,  sondern  auch  durch  die  Zapfenreibung  bedingt, 
welche  ihrerseits  von  der  Gröfse  der  Resultante  B  der  äufseren  Kräfte 
abhängt.  Diese  besteht,  wenn  die  Wellen  beide  horizontal  neben- 
einander liegen,  aus  dem  Zahndrucke  P^  =  A  — ^r  und  dem  Gewicht  6r 
des  getriebenen  Rades  samt  seiner  Welle.    Ist  ö^  =  50  kg,  so  hat  man 

E  =  Pg  +  G  =  92  kg 

und  demnach  ist  das  Reibungsmoment  bei  einem  Zapfenradius  von 
r  =  0,03  m  und  /o  =  0,11 

mr  =  Bfor  =  0,304  mkg, 

während  das  an  der  getriebenen  Welle  wirksame  Moment  durch 

m  =  P^r^  =  10,5  mkg 

gegeben   ist.     Diese   Welle   kann   demnach   nur  noch   ein   effektives 

Moment  von 

Wi  =  Sai  —  mr=  10,2  mkg 

entsprechend  einem  Wirkungsgrade  von 

überwinden,  mithin  bei  n^  =  200  Umdrehungen  pro  Minute  eine 
Arbeit  von 

N,  =  ^^^  =  2,85  PS 

abgeben.    Der  Gesamtwirkungsgrad  dieses   sog.  Rädervorge- 
eges  beträgt  demnach 

»;  =  j^  =  -g-  =  0,95. 

Dieser  Wert  ist  identisch  mit  dem  Produkte  aus  den  beiden 
Wirkungsgraden  ??i  der  Zahnradübersetzung  und  t;^  der  getriebenen 
Welle. 

Dals  dieser  letzte  Satz  eine  allgemeine  Bedeutung  für  die 
Energieübertragung  durch  beliebige  Mechanismen,  welche  aus 
einzelnen  Elementenpaaren  (Siehe  den  Schlufs  von  §  5)  zusammen- 
gesetzt sind,  besitzt,  läfst  sich  leicht  durch  folgende  Überlegung 
zeigen.  Leitet  man  die  Energie  Li  in  den  Mechanismus  ein,  so 
wird  von  derselben  nur  der  Betrag  von 

X2  =  rjiLi 
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nach  Passieren  des  ersten  Elementenpaares  übrig  sein,  während 
der  Rest  (1  —  i/i)  Li  zur  Überwindung  von  Reibungswiderständen 
verloren  ging.  Das  zweite  Elementenpaar  übermittelt  alsdann 
nur  noch  die  Energie 

unter  Vernichtung  der  Energie  (1  —  //o)  1^2-  Für  n  Elementenpaare 
erhält  man  auf  diese  Weise 

L  =:  r^l  //2  .  .   Tjn  Lif (13) 

SO  daTs  der  mechanische  Wirkungsgrad  eines  Mecha- 
nismus als  Produkt  aus  den  Wirkungsgraden  der 
einzelnen  Elementenpaare  erscheint. 

Eine  weitere  praktisch  wichtige  Anwendung  der  vorstehen- 
den Lehren  von  der  Lager-  und  Zahnreibung  bildet  das  Zahn- 
druckdynaiQometer  von  Hachette,  welches  die  von  einer 
Maschine  nach  einer  anderen  etwa  durch  Riemen  übertragene 
Arbeit  ohne  Vernichtung  derselben  (im  Gegensatze  zum 
Pronyschen  Zaum)  zu  messen  gestattet.  Dasselbe  besteht  im 
wesentlichen    aus    zwei    auf  ...w>  _j._ 


N\ 


<^ 


^ 


-I— I 


einem  festen  Gestell  horizon-       /''  ^'^        '         ''       '      ^ 

tal   gelagerten   Stirnrädern  A 

und  B  (Fig.  177)  von  gleichen      \ 

Teilkreisdurchmessem  2  ri  und      \ 

gleicher  Zähnezahl  Zi,  Zwischen 

denselben    und   im   Eingriffe  Pi^  177 

mit  ihnen   befindet  sich  ein 

anderes  Zahnrad  C  vom  Radius  r^  mit  Z2  Zähnen,  dessen  Lager 

(Zapfendurchmesser  r')  in  einer  vertikalen  Gleitbahn  verschoben 

werden  kann. 

An  der  Achse  von  A  wirke  nun  ein  Drehmoment  9Ji  im 
Sinne  des  eingezeichneten  Pfeiles,  dem  an  der  Übertragungsstelle 
von  A  nach  C  ein  2iahndruck  Pi  entsprechen  möge,  so  zwar,  dals 

ist.    Infolge   der  Zahnreibung   erhält  das  Rad  C  nur  noch  ein 
Drehmoment  SR'  mit  dem  kleineren  Zahndrucke 


P'  =  Pi 


^-^'^(i  +  Dl'  •  •  •  • 


(14) 


25' 
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der  sich  wiederam  bei  der  Übertragung  von  C  nach  B  mit  dem 
Zapfenreibungskoeffizienten  /o  auf 


pn  ^  p. 


r' 


(14a) 


ermälsigt.    Dabei  ist  vorausgesetzt,  dals  das  Zwischenrad  C  durch 
eine  an  der  Wage  gemessene  Kraft 

^  =  Pl+P2      .......     (15) 

am  Auf-  oder  Abwärtagleiten  verhindert  wird,  worin  P2  <ien  durch 


Po  = 


-{'-/"(^+i) 


(14b) 


gegebenen  Zahndruck  am  Rade  B  bedeutet.  Eliminieren  wir 
aus  den  vorstehenden  Gl.  (14),  (14a)  und  (14b)  P*  und  P"  unter 
Vernachlässigung  der  Produkte  der  kleinen  mit  Reibungskoeffi- 
zienten behafteten  Glieder,  so  folgt  auch 


Po  =  P 


oder 


'■l'-^»(i+i)l 


O^'k 


'-!{ 


^{i+/o^>/4-|+4)}=f(i+/o 


Po  = 


!{''<,- Hi+r)\=h-"^ 


(16) 


worin  der  zur  Abkürzung  eingeführte  Wert  jli  am  einfachsten 
empirisch  bestimmt  wird,  während  Q  direkt  auf  der  Wage  zu 
messen  ist.  Die  von  dem  Rade  Ä  pro  Sekunde  abgegebene 
bezw.  von  B  aufgenommene  Arbeit  bestimmt  sich  hiemach,  wenn 
(0  dessen  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet,  zu 


L,  =  P^r.w  =  ^f^  (l -\- (.) 

T         n  Q  ri  Ol 

Li  =  P2»'l  '"  =  — s—  (1  —  I") 


(17) 


In  erster  Annäherung   erhält  man,    wenn  in  noch   nicht  be- 
stimmt sein  sollte,  für  die  übertragene  Arbeit 


!/  = 


2  2      ' 

womit  man  sich  in  vielen  praktischen  Fällen  begnügen  wird. 


(17a) 
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§  44.    Der  RoUenwiderstand. 

Das  Wesen   des  Rollenwiderstandes,   der  Rollenwiderstandskoeffizient. 
Pendelschwingungen  mit  stumpfen  Schneiden.    Bewegung  von  Lasten 

auf  Walzen  mit  Zahlenbeispiel.    Kugellager. 

Lälst  man  eine  zylindrische  Walze  auf  einer  horizontalen 
Unterlage  rollen,  so  wird  sie  sehr  bald  zur  Ruhe  gelangen,  trotz- 
dem aulser  dem  Luftwiderstande  keine  Reibungskräfte  vorhanden 
sind.  Da  der  Luftwiderstand  bei  geringen  Geschwindigkeiten, 
xxm  die  es  sich  handelt,  zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  nicht 
ausreicht,  so  schliefst  man  auf  das  Vorhandensein  eines  speziellen 
Rollenwiderstandes,  den  man  wohl  auch,  obwohl  sehr  un- 
zutreffend, als  rollende  Reibung  im  Gegensatze  zur  gleiten- 
den Reibung  bezeichnet. 

Die  anscheinend  rätselhafte  Tatsache  eines  Widerstandes 
beim  Rollen  fester  Körper  auf  einander  erklärt  sich  nun  sofort, 
wenn  wir  uns  erinnern,  dafs  der  landläufige  Begriff  eines  festen 
Körpers  sich  bei  weitiem  noch  nicht  mit  mit  der  Abstraktion 
der  absoluten  Starrheit  deckt.  Drückt  man  nämhch  zwei  Körper 
mit  einer  Kraft  gegen  einander,  so  wird  die  Berührungsfläche 
derselben  der  Sitz  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  der  Kraft 
sein.  Im  Falle  des  Rollens  eines  Zylinders  auf  einer  Ebene  ist 
diese  Kraft  das  Gewicht  des  Zylinders;  eine  Berührungsfläche 
mit  der  ebenen  Unterlage  scheint  dagegen  nicht  vorhanden  zu 
sein,  da  die  Berührung  nur  in  seiner  erzeugenden  Geraden,  bei 
einer  Kugel  z.  B.,  sogar  nur  in  einem  Punkte  erfolgt.  In  Wirk- 
lichkeit dagegen  werden  durch  den  Druck  sowohl  der  rollende 
Körper  als  auch  die  Unterlage  an  der  Berührungsstelle  deformiert, 
bis  eine  zur  Druckübertragung  ausreichende  Berührungsfläche 
vorhanden  ist.  Danach  muls  die  zur  Überwindung  der 
Rollenreibung  nötige  Arbeit  mit  der  Formänderungs- 
arbeit des  rollenden  Körpers  und  der  Unterlage 
identisch  sein. 

Nachdem  wir  uns  so  über  das  Wesen  des  Rollenwiderstandes 
klar  geworden  sind,  bietet  es  keine  Schwierigkeit  mehr,  seine 
Gröfse  zu  bestimmen.  Wir  denken  uns  dabei  den  rollenden 
Körper,  einen  Kreiscylinder  vom  Radius  r  und  der  achsialen 
Länge  l  der  Einfachheit  halber  als  vollkommen  starr,  die  Unter- 
lage dagegen  als  nachgiebig.    Bei  der  Bewegung  auf  derselben 
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möge  der  Zylinder  ein  wenig  einsinken ;  die  Senkung  sei  ä.  Als- 
dann verteilt  sich  der  ganze  Druck  P,  welchen  der  Zylinder  auf 

die  Unterlage  ausübt,  auf  eine 
Fläche  (Fig.  178),  deren  Breite 
AB  =  b  sein  möge.  In  welcher 
Weise  diese  Druckverteilungstatt- 
findet,  wissen  wir  nicht,  ohne  das 
Verhalten  des  Unterlagenmateriales 
genauer  zu  kennen;  aulserdem  aber 
gehören  derartige  Feststellungen  in 
die  Mechanik  der  deformierbaren 
Körper.  Dagegen  können  wir  ohne 
jede  Hypothese  einen  mittleren 
Flächendruck  p  einführen,  so  zwar,  dals 

P  =  lbp (1) 

wird.  Der  wirkliche  Flächendruck  wird  wahrscheinlich  bei  Ä 
und  jB,  wo  die  Unterlage  nur  verschwindend  wenig  eingedrückt 
ist,  sehr  gering,  an  der  tiefsten  Stelle  C  dagegen  sehr  beträcht- 
lich sein. 

Bewegen  wir  jetzt  den  Zylinder  vorwärts,  so  wird  auf  seinem 
ganzen  Wege  8  die  Unterlage  um  h  zusammengedrückt  werden, 
wozu,  da  p  schon   den  mittleren  hierzu  gehörigen  Flächendruck 

bedeutet,  eine  Arbeit 

Lw  ="  l '  s  '  7i  '  p (2) 

nötig  ist.    Daraus  folgt  wegen  (1)  für  den  Rollenwiderstand 

W=^  =  ^ .     (3) 

SO  ^  ^ 

Nun    ist    aber    in   dem   rechtwinkligen    Dreieck    CDB   die 

Höhe  EB=Y^y  ^^^  EC  =  ht  folglich,   wenn  wir  die  geringe 

Einsenkung  gegen  den  Walzen  durchmesser  vernachlässigen  dürfen, 
DE  =  2r  —  Ä  cv)  2r  und  damit 

-— =  (2r  —  h)hoo2rh. 

Eliminieren  wir  damit  die  Einsenkung  h  aus  (3),   so   ergibt  sich 
schliefslich  für  den  Rollenwiderstand 


W  =  ——  =   c  — 
8    r  r 


14) 


i 
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und  das  Moment  des  Rollenwiderstandes 

SR«,  =  cP, (5) 

wenn  c  =  tt  der  Rollenwiderstandskoeffizient  oder  auch 

der  Koeffizient  der  rollenden  Reibung  heilst.  Derselbe  ist  durch 
unsere  Betrachtung  als  eine  Länge  definiert  und  zwar  als  ein 
Teil  der  Breite  der  Berührungsfläche  der  Walze  und 
der  Unterlage.  Wir  hätten  natürlich  ebensogut  auch  die  Walze 
allein  oder  zugleich  mit  der  Unterlage  uns  deformiert  denken 
können,  ohne  daTs  an  unserm  Ergebnis  etwas  geändert  würde, 
sofern  nur  die  Formänderungen  gegenüber  den  Dimensionen  der 
sich  berührenden  Körper  verschwindend  klein  bleiben.  Die 
Breite  der  Berührungsfläche  und  damit  der  Rollenwiderstands- 
koeffizient ist  natürhch  ebenso  wie  der  Koeffizient  der  gleitenden 
Reibung  von  dem  Material  des  rollenden  Körpers  und  der  Unter- 
lage, aulserdem  aber  noch  von  der  Form  der  beiden  Körper  ab- 
hängig. ^)  Es  lälst  sich  darum  nur  auf  experimentellem  Wege 
bestimmen.  So  findet  man  z.  B.  für  eiserne  oder  stählerne 
Walzen  (Räder)  auf  Schienen  von  demselben  Material  /i  =  0,05  cm, 
wobei  natürlich  auch  r  in  cm,  P  =  kg  in  Gl.  (4)  einzusetzen  ist. 
Für  Hölzer  nimmt  der  Rollenwiderstandskoeffizient  schon 
Werte  bis  zu  0,1  cm  an  und  kann  für  nachgiebige  Unterlags- 
materiale  noch  beträchtlich  höher  steigen.  In  der  Wirklichkeit 
spielt  der  Rollenwiderstand  wegen  seiner  Kleinheit,  insbesondere 
bei  Verwendung  harter  Körper,  nur  selten  eine  ausschlaggebende 
RoUe.  Hierher  gehört  z.  B.  der  Einflufs  der  Abrundung  der 
Schneiden  von  Pendeln  und  Wagebalken.  Ale  Dreh- 
zentrum 0  ist  in  diesen  Fällen  der  Krümmungsmittelpunkt  der 


^)  Für  eine  Kugel  auf  ebener  Unterlage  hätte  man  z.  B. 
statt  (1) 


6» 
folglich  wegen   -— (v2rÄ 

4 


W  =-  —  =  ohp  =^  r. 

H  271    r 


oder 


b 

2  TT 
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Schneide  aufzufassen,  von  dessen  seitlicher  Verschiebung  man  bei 
Aufstellung  der  Energiegleichung  absehen  kann.  Bezeichnet 
man  dann  mit  9R  das  auf  diesen  Punkt  bezogene  statische 
Moment  des  Pendels  oder  Wagebalkens,  mit  ®  *  sein  polares 
Trägheitsmoment  für  0  und  mit  O  das  Gewicht,  so  ist  die  Aus- 
lenkung q>  der  Schwerachse  OS  aus  der  Vertikalen  (Fig.  179) 
durch  die  Gleichung  für  das  materielle  Pendel  unter  Hinzutritt 
des  Rolleriwiderstandsmomentes  Gf 

(7äRsinr/.  +  GC  =  -öfl' 

bestimmt,  welche  für  kleine  Schwingungen  in 


ör3».  r/.  +  G?  =  —  © 


d<2 


(6) 


übergeht.  Das  Vorzeichen  des  Rollen  Widerstandsmomentes  Gl, 
ist  hierin  so  zu  wählen,  dafs  derselbe  der  momentanen  Dreh- 
richtung gerade  entgegen  wirkt.     Dadurch   wird  die  Differential- 


V77777777777777777777P7/. 


T 


V///////////,777. 


*•- 


-• 


Fig.  179. 


Fig.  180. 


gleichung  (6)  ihrer  Form  nach  identisch  mit  derjenigen  für  die 
ebenen  elastischen  Schwingungen  unter  dem  Einflüsse  der 
Reibung,  die  wir  in  §  25  ausführlich  untersucht  haben.  Das 
dort  erhaltene  Resultat,  dafs  durch  derartige  Reibungs- 
glieder die  Schwingungsdauer  nicht  beeinträchtigt 
wird,  die  Schwingungen  aber  in  endlicher  Zeit  er- 
löschen,'gilt  darum  auch  für  unseren  Fall. 

In  der  technischen  Praxis  tritt  der  Rollenwiderstand  als 
vorwiegendes  Hindernis  uns  bei  der  Bewegung  schwerer 
Lasten  auf  Walzen  entgegen  (Fig.  180).  Hierbei  rollen  die 
Walzen,   von  denen  wir  beispielsweise  zwei  im  Abstände  a  mit 
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•demselben  Radius  r  annehmen  wollen,  einerseits  auf  der  Unter- 
lage, andererseits  aber  auch  auf  der  Unterfläche  der  Last  G  ab. 
Der  Schwerpunkt  S  der  Last  habe  den  momentanen  Absümd  s 
-yon  der  zweiten  Last,  die  erste  Last  dagegen  den  Abstand  von 
irgend  einer  Anfangsstellung  0.  Dann  drücken  auf  die  beiden 
Walzen,  deren  Gewichte  selbst  Öq  betragen  mögen,  die  Teillasten 

Gl  =  G-  und  G^2  =  G^-— - 

Der  momentane  Rollenwiderstand  auf  der  Unterseite  der  Last  G 
ist  alsdann,  wenn  ?'  den  zugehörigen  Koeffizienten  bedeutet 

V  G 

und  die  ihm  entsprechende  Arbeit  auf  dem  relativen  Weg- 
•elemente  ds 

^'  7  ^«• 

Ebenso  ergibt  sich  der  Rollenwiderstand  auf  der  Unterlage  mit 
•dem  Koeffizienten  ^"  zu 

V  (2  ö«  +  öl  +  (?2)  =  ?"  -^- 
xmd  der  Arbeitsaufwand  auf  dem  Wege  dx 

r 
Die  gesamte  Elementararbeit  ist  mithin 

dL^  =.  C^-ds+  C''  ^-^^-  dx, 
"woraus  sich  durch  Integration 

iu,  =  ?'  (?*-^»  +  ?"  (2^0+  (?)  ^" 

•ergibt,  unter  Sq  und  Xq  die  anfänglichen  Werte  von  s  und  x  ver- 
standen. Da  nun  die  relative  Verschiebung  s  —  Sq  der  Last  G 
gegen  die  Rollen  bei  gleichem  Durchmesser  derselben  mit  der 
Verschiebung  x  —  Xq  der  Rollen  auf  der  Unterlage  übereinstimmt, 
«o  haben  wir  auch 

L„  =  je  G  +  C"  (2  (?o  +  G)}  ^-^^        •     .     •     (7) 
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Der  Gesamtweg  der  Last  setzt  sich  aber  zusammen  aus  der  Ver- 
schiebung der  Rollen  und  der  relativen  der  Last  gegen  dieselben^ 
mithin  beträgt  derselbe 

s  —  So  -{-  X  —  Xq  =  2{s  —  So)  =  2{x  —  Xq). 

Dann  aber  ist  der  beim  Verschieben  der  Last  zu  überwindende 
Rollenwiderstand 

^=äT^^    =    i{c'ö-f?"(2Go  +  (?)}.     .    (8> 

Beachtet  man,  dafs  die  Walzengewichte  ebenfalls  von  ihrem 
Radius  abhängig  sind,  so  zwar,  dals  bei  einer  V^alzenlänge  l  und 
einem  spezifischen  Gewichte  y 

Gq  =  nr^ly 

ist,  so  erhält  man  statt  (8) 

W=  C"nlyr  +  G^-^- (8a> 

Dieser  Ausdruck  wird  für 


^  =  l/2l^tl  +  "^'l (9> 


zu  einem  Minimum  vom  Betrage 

Wmm  =  i'2  7tlyGl;"{V-\-C^')     ....     (10) 

Beispielsweise  sei  eine  Last  von  1000  kg  auf  2  hölzernen  Rollen 

zu  bewegen  von  je  Z  =  1  m  =  100  cm  Länge  und  r  =  7,50  cm  Radius. 

Das   spezifische    Gewicht    des   Rollenmaterials   sei   y  =  1250  kg/cbm 

1  25 
=  r^^TTT  kg/cbcm ;  der  Koeffizient  der  Rollenreibung  zwischen  Last  und 
lUUU 

Rollen  S'  =  0,05  cm,  derjenige  zwischen  den  Rollen  und  der  Unterlage 

t,"  =  0,2  cm.    Alsdann  ergibt  sich  der  Bewegungswiderstand  nach  (Sa)  zu 

19^  0  Of^  -4-  O  9 

T7  =  0,2  .  TT  .  100  .  g  7,^  +  1000  ^^i^^^M  =  16,74  kg. 

Man  erkennt  daraus,  dafs  für  kleine  und  leichte  Walzen  das 
diesen  entsprechende  erste  Glied  in  (8a)  gegenüber  dem  zweiten  der 
Last  zugehörigen  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  ist. 

Verlangen  wir  dagegen  das  Minimum  des  Bewegungswiderstandes» 
so  hätten  wir  unter  Beibehaltung  der  Rollenlänge  l  und  desselben 
RoUenmateriales,  also  auch  derselben  Widerstandskoeffizienten  nach  (9) 
Rollen  mit  einem  Radius  von 


W  : 
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-   [^  2  -  ;i  ■  100    1,25  \     ^  0,20/ 

en  dann  nach  (10)  ein  Widemtand  von 

=  y  2 :.    100  ■  j^    1000  ■  0,2  ■  0,25  t^j  10  kg 


entspricht.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dafs  man  bei  bo  geringen  KrUten 
auf  eine  Verminderung  des  Widerstandes  weniger  Bedacht  nehmen 
vird,  wie  auf  die  Verwendung  mißlichst  wohlfeiler  Hilfsmittel,  aleo- 
von  Rollen  mit  kleinem  Durchmeeser.  Dies  erscheint  umso  gerecht- 
fertigter, als  die  Anwendung  grofaer  Rollendnrchmeaser  eine  meist  gar 
nicht  erwünschte  und  mit  bedeutendem  Arbeiteaufwande  verbnndene 
Hebung  der  Last  erfordert,  welche  in  der  obigen  Betrachtung  gar 
nicht  zum  Ausdruke  gelangt. 

Wollte  man  diese  Arbeit  zum  Heben  berücksichtigen,  welche 
natürlich  derart  erfolgt,  dafa  man  die  Last  zunächst  nur  an 
einem  Ende  aufhebt  und  sie  dann  auf  der  ersten  untergelegtea 
Rolle  vorschiebt,  so  würde  man  für  die  Gesamtarbeit  auf  dem 
W^e  s  den  Ausdruck 

L  =  Ws  +  2Gr 
erhalten,  der  mit  Rücksieht  auf  {8a)  auch  in  der  Form 


:(C"»/„  +  2e)r+i^^'e^ 


("> 

geschrieben  werden  kann.  Gegenüber  der  Hubarbeit  kommen  die 
vom  Rollenwiderstand  herrührenden,  mit  dem  Wege  s  belasteten 
Glieder  nur  dann  in  Betracht, 
wenn  dieser  Weg  ziemlich  lang  ist. 
Dann  allerdings  lohnt  sich  auch 
die  Verwendung  von  Rollen  mit 
gröfserem  Durchmesser,  wenn  man 
es  nicht  vorzieht,  eigentliche  Fuhr- 
werke zu  verwenden,  deren  Be- 
wegung im  folgenden  Paragraphen 
behandelt  werden  soll. 

Denkt  man  sich  statt  der  Wal- 
zen Kugeln  verwendet,  und  zwar 
in  solcher  Zahl,  dals  sie  sich  sämt- 
lich berühren  und  schliefslich  das  Fig.  ihi. 
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ganze  System  kreisringförmig  gestaltet,  so  entsteht  ein  sog. 
Kugellager  (Fig.  181),  wie  es  in  der  modernen  Technik  auch 
für  kleinere  Kräfte  verwendet  wird.  Bei  demselben  verteilt  sich 
der  Achsendruck  P  im  allgemeinen  auf  2  Kugeln,  deren  Rollen- 
widerstand, da  ihr  Eigengewicht  nicht  in  Betracht  kommt,  sich 
aus  (8  a)  mit  ^'  =  l^"  =  C  angenähert  zu 

W=;^        (8b) 

ergibt-  Da  die  zwischen  den  Kugeln  wirksamen  Kräfte  nur 
Komponenten  ihres  Eigengewichts  sein  können,  dieses  aber  ver- 
nachlässigt werden  kann,  so  gilt  das  auch  von  der  gleitenden 
Reibung  zwischen  den  Kugeln.  Das  Widerstandsmoment  des 
gesamten  Kugellagers  mit  seinem  Zapfenradius  r,  ist  demnach 

9K^  =  TFri  =  ?  ^'  P.        (12) 

Bei  Verwendung  gehärteter  Kugeln  von  nicht  zu  kleinem  Durch- 
messer, welche  in  gehärteten  bezw.  unter  starkem  Druck  ge- 
glätteten Rinnen  laufen,  kann  der  Quotient  ? :  r  so  weit  herab- 
gezogen werden,  dafs  das  Widerstandsmoment  viel  kleiner  aus- 
fällt als  bei  gewöhnlicher  Zapfenreibung. 

§  45.    Die  Bewegung  der  Fuhrwerke. 

Gleichförmige  Bewegung  eines  Fuhrwerkes  unter  dem  Einflüsse  von 
Zapfenreibung,  Rollenwiderstand  und  Luftwiderstand;  Ermittlung  der 
Zugkraft  und  Zusammenhang  derselben  bei  Lokomotiven  mit  der 
Räderreibung.  Das  Anfahren  sowie  das  freie  und  gebremste  Auslaufen 
von  Fahrzeugen.    Einflufs  des  Festbremsens  von  Rädern. 

Unter  einem  Fuhrwerk  oder  Fahrzeug  wollen  wir  ein  zur 
Aufnahme  von  Lasten  oder  Personen  zweckmälsig  ausgebildetes 
Gestell  verstehen,  welches  auf  den  Achsen  von  Rollen  oder  Rädern 
mit  oder  ohne  Zwischenschaltung  elastischer  Glieder  derart  ruht, 
dafs  es  mit  den  Rädern  dieselbe  fortschreitende  Geschwindigkeit 
besitzt.  Rollen  demnach  die  Räder  auf  der  Unterlage  ohne  zu 
gleiten,  ist  notwendig  ihre  Umfangsgeschwindigkeit  mit  der  fort- 
schreitenden Geschwindigkeit  des  ganzen  Systems  identisch.  Sind 
je  zwei  Räder  mit  der  Achse  fest  verbunden,  so  dreht  sich  diese 
in  zwei  Lagern  am  Gestell,  den  sog.  Achsbüchsen.  Umge- 
kehrt können  sich  auch  die  Räder  auf  ihrer  mit  dem  Gestell 
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Fig.  182. 


fest  verbundenen  Achse  drehen.  In  beiden  Fällen  ist  bei  der 
Bewegung  des  Fuhrwerkes  die  Zapfenreibung  zu  überwinden,  zu 
der  noch  der  Rollenwider- 
stand der  Räder  auf  der 
Unterlage  und  schlielslich 
der  Luftwiderstand  hinzu- 
tritt. 

Wir    denken    uns    zu 
nächst     auf     horizontaler 
ebener  Unterlage  ein  Fuhr- 
werk, z.B.  einen  Eisenbahn- 
wagen (Fig.  182)   auf  zwei 

Achsen  Oi  und  O2  mit  Rädern  von  demselben  Radius  r.  Das 
Gewicht  jedes  Rades  sei  öo>  der  Radius  des  Reibungskreises  des 
Achszapfens  Tq,  Auf  die  beiden  Achsen  entfallen  vom  Gesamt- 
gewichte G  des  Wagengestells  und  seiner  Belastung  die  Beträge 
Gl  und  G2,  so  zwar  daüa 

Gl  -\-  G2  =  G. 

Die  Entfernung  der  beiden  Achsen  von  einander,  der  sog. 
Radstand  sei  O1O2  =  a,  in  der  Höhe  h  über  der  Achsenmitte 
greife  die  ebenfalls  horizontal  gerichtete  Zugkraft  P  an,  welche  in 
zwei  gleichgerichtete  Drucke  Fi  und  P2  in  den  Lagern  bei  Oj 
und  O2  zerfällt  so  dals 

Pi  +  E,  =  F (1> 

ist.  Durch  Verlegung  der  Zugkraft  P  in  die  Linie  Oi  0^  wird 
aber  ein  Kräftepaar  Fh  geweckt,  dem  zwei  entgegengesetzte 
gleiche  Vertikalkräfte  Q  an  den  Lagern  mit  dem  Radstand  als 
Hebelarm  das  Gleichgewicht  halten.     Wir  haben  mithin 

Ph  =  Qa (2) 

und  können  nunmehr  die  sämtlichen  Kräfte  an  den  Lagern  Oi 
und  O2  zusammenfassen.  In  vertikaler  Richtung  ist  die  erste 
Achse  Ol  belastet  mit  ^1  +  d  die  Achse  0^  durch  Ö2  —  Qr 
während  horizontal  die  beiden  Zugkräfte  Fi  und  P2  angreifen. 
Die  Resultanten  dieser  Kräfte  ergeben  sich  mithin  zu 


Bi  =  i{Gi+Qf-{-Fi^ 


(3) 
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oder  unter  Anwendung  des  in  §^  27  (Anmerkung)  vorgetragenen 
Satzes  von  Poncelet  mit  «  =  0,961,  ß  =  0,398,  sowie  unter  Be- 
achtung des  Umstandes,  dafs  die  Gewichte  Gx  und  0^  erfahrungs- 
mälsig  viel  grölser  als  die  Zugkräfte  P^  und  Pg  bezw.  Q  aus- 
fallen, angenähert  zu 

i^  =  «(ßi  +  e)  +  /?Pi 
i^  =  «(Gi~e)  +  /^P2 

Diesen  Resultanten  entsprechen  die  Zapfenreibungsmomente 


I      ....    (3a) 


Wn  =  ^iro  =  «ro  (G^  +  (?)  +  ßr^F^ 
3Rr2  =  B^ro  =  «ro  {G^  -  Q)  +  ßr^F^ 


I    .     .     .     (4) 


Aulserdem  aber  wirken  zwischen  den  Rädern  und  der  Unterlage 
die  Rollenwiderstände  proportional  der  vertikalen  Belastung  an 
den  Auflagestellen  der  Räder.  Mit  einem  gemeinsamen  Rollen- 
widerstandskoeffizienten t  haben  wir  demnach  für  diese  Wider- 
stände 

TFi  =  ((?„  +  ö,  +  <2)  I 

TF2  =  ((?0  +  <?2  -  «)  I    ) 

mit  den  Momenten 


(S) 


9J{„,2  =  rFa  =  ?  (ö«  +  (?2  -  Q) 


(6) 


Die  von  den  Zugkräften  Px  und  F^  an  0^  und  O2  bei  einer  Um- 
drehung der  Räder  geleistete  Arbeit  ist  demnach,  abgesehen  vom 

Luftwiderstand, 

2nrFx  =  2n  (^)lrx  +  Mwi) 

oder,  nach  Einsetzen  der  Werte  der  Momente  aus  (4)  und  (6) 

Fxr  =  «ro  {Gx  +  Q)  +  ßr.Fx  +  C  (Go  +  öt  +  Q) 
F^r  =  «ro  (Ö2  -  Q)  +  /?roP2  +  U^o  +  ^2  -  «)• 

Vereinigen   wir   schlieüalich    die  Zugkräfte  Fx  und  P2   auf  einer 
Seite,  so  lauten  unsere  Gleichungen 

Pi  (r  -  /J/ro)  =  «ro  {ßx  +  «)  +  ?  (Go  +  G^  +  Q)  ) 
P2  (r  -  /^ro)  =  «ro  (G2  -  Q)  +  c  (Go  +  Go    -  Q)  J    * 
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Durch  Addition   ergibt   sich   aus   diesen   Formeln   die    gesamte 
Zugkraft  P unter  Fortfall  der  Kräfte  Q,  sowie  mit  öj  -j-  G2  =  6r 

P(r-/?ro)  =  (aro  +  0^  +  2?^o       ...     (8) 

Keimt  man  diesen  Wert,  so  folgt  aus  Gl.  (2)  der  Wert  für  Q 
und  damit  schlielslich  die  einzelnen  Beträge  Pi  und  P2  der  Zug- 
kraft, deren  Bestimmung  übrigens  praktisch  kauiti  von  Interesse 
ist.  Die  vorstehende  Betrachtung  gilt  ausschlielslich  für  eine 
gleichförmige  Bewegung,  d.  h.  also  für  den  Beharrungszustand. 
Bei  grolsen  Geschwindigkeiten  ist  der  Luftwiderstand  rechts 
noch  hinzuzufügen,  und  zwar  als  ein  mit  dem  Quadrate  der 
Oeschwindigkeit  v  behaftetes  Glied,  wodurch  (8)  übergeht  in 

P(r^ftro)  =  {aro  +  ^)a+'^ZGo  +  ev^r    .     .     (8a) 

Wegen   der  Kleinheit   von  ßrQ  gegen  r   kann   man   dafür  auch 
angenähert  schreiben 

P==(l+^o)(^i^ö+2|öo  +  -=')    .     .(8b) 

Die  so  ermittelte  Zugkraft  mufs  natürlich  von  aulsen  her 
auf  das  Fahrzeug  wirken.  Darum  mufs,  auch  wenn  der  Wagen 
sich  wie  z.  B.  eine  Lokomotive  selbst  fortbewegen  bezw.  noch 
andere  Fahrzeuge  hinter  sich  herziehen  soll,  eine  äulsere  Kraft 
geweckt  werden,  welche  die  Fortbewegung  der  Räder  auf  der 
Unterlage  bewirkt.  Wäre  diese  äulsere  Kraft  nicht  vorhanden, 
so  würden  die  Lokomotivtreibräder  unter  dem  Einflüsse  des 
Dampfdruckmomentes  sich  lediglich  drehen.  Hier  tritt  nun  die 
gleitende  Reibung  der  Räder  auf  den  Schienen  ein,  deren 
Stärke  durch  die  Belastung  und  den  Reibungskoeffizienten  ge- 
geben ist.  Sie  verhindert  das  Gleiten  und  zwingt  darum  durch 
ihre  Reaktion  die  Räder  zum  Fortrollen,  so  lange  die  Be- 
wegungswiderstände zusammen  nicht  grölser  als  ihre  eigenen 
Werte  sind.  Wird,  wie  z.  B.  durch  Befeuchtung  der  Schienen 
(bei  Regen)  die  Reibung  zwischen  Rad  und  Schiene  bedeutend 
vermindert,  so  beginnen  die  Räder  auf  der  Schiene  unter  Gleiten 
sich  zu  drehen  und  die  Zugwirkung  der  Lokomotive  versagt. 
Daraus  erktont  man,  daTs  keine  Lokomotive,  gleichviel  von 
welcher  Energiequelle  sie  angetrieben  wird,  eine  gröfsere 
Zugkraft  auszuüben  vermag,  als  der  Reibungs- 
widerstand ihrer  Treibräder  beim  Gleiten  auf  den 
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Schienen  beträgt.  Damit  ist  übrigens,  wie  schon  aus  der  ün- 
bestimmtheit  des  tatsächlichen  Reibungswiderstandes  hervorgeht^ 
durchaus  nicht  gesagt,  dals  die  Zugkraft  immer  gleich  dem 
ganzen  durch  das  auf  den  Treibrädem  lastende  Gewicht  bedingten 
Reibungswiderstande  sein  mufs,  sondern  nur,  dals  sie  sich  inner- 
halb dieser  Grenze  hält. 

Um  nun  das  Verhalten  des  Fahrzeuges  beim  Anfahren 
oder  beim  Übergang  zur  Ruhe,  d.  h.  während  des  sog.  Auslaufes 
zu  untersuchen,  denken  wir  uns  in  Fig.  183  zunächst  die  Räder 
vom  Wagengestell  getrennt  und  an  ihrer  Stelle  je  eine  Vertikal- 
kraft V  und  eine  Horizontalkomponente  H  angebracht,   die  mit 

den  sonst  am  Gestell  wir- 
kenden Kräften  dieselbe 
Bewegung  hervorrufen, 
welche  das  auf  den  Rädern 
laufende  Gestell  annimmt. 
Ist  O  das  gesammte 
Wagengewicht,  von  dem 
Fig.  188.  die  Teile  Oi  und  O2   auf 

die  beiden  Achsen  Oi  und 
O2  entfallen,  weiterhin  P  die  treibende  Kraft  und  «v^  der  Luft- 
widerstand,  so  hat  man  in  horizontaler  Richtung  noch  Reibungs- 
kräfte Wi  und  W2  in  den  Lagern  zu  beachten,  welche,  wenn  die 
Räder  im  Sinne  der  fortschreitenden  Bewegung  sich  drehen,  auf 
das  Gestell  beschleunigend  wirken.  Auf  dem  Wegelemente  ds 
wird  demnach  unter  dem  Einflüsse  der  Kräfte 

P  _|.  TTi  +  TTg  —  Äi  —  Ä2  —  «v^ 
die  Masse  —  um  dv  beschleunigt,   so  dals  wir  nach  der  Arbeits- 

gleichung  haben 

(P  +  «^1  +  TF2  —  Hl  —  H2  —  ev^)ds  =  ^  vdv  .     .     (9> 

if 

während  in  vertikaler  Richtung  nach  der  Formel 

^1  +  ^2  —  ö^  =  0 .    (10) 

Gleichgewicht  herrscht.  Dazu  tritt  noch  die  Momenteifgleichung, 
für  die  wir  als  Momentanpol  die  Achse  Oi  wählen.  Bezeichnet  k 
den  Abstand  der  Richtungslinie  der  Zugkraft  P,  h'  den  der  Resul- 
tante des  Luftwiderstandes  etß  und  x  denjenigen  eines  beUebigen 
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Gewichtselementes  dQ  des  Gestelles  von  der  Radachsenebene, 
so  lautet  die  Momentengleichung  für  den  Pol  0^ 

dv 
odei:,  da  alle  Elemente  d  G  gleichzeitig  dieselbe  Beschleunigung  -^ 

besitzen,  unter  Einführung  der  Schwerpunktshöhe  h"  des  Gestells 
über  den  Radachsen 

PÄ  — £ü2Ä'— Ö2a  +  F2a=  -  Ä''||   .     .     .     (11) 

Aus  (10)  und  (li)  erhalten  wir  nunmehr  mit  G^i  -|-  ^2  =  ^  so- 
fort die  vertikalen  Reaktionen  der  Radachsen 

^     .    r.Ä  ,Ä'        G  h"  dv 

^  ^'a  a        g    a  dt 

Die  Reaktionen  H  und  7  lassen  sich  nun  zu  Resultanten  Bi 
und  B2  zusammenfassen,  für  die  wir  unter  Benutzung  des  Pon- 
celetschen  Satzes  wegen  V^  H  schreiben  dürfen 

B^  =  iW+H^  =  «^2  +  ftH2, 

Die  Neigung  dieser  Resultanten  wird  nur  wenig  von  der  Verti- 
kalen abweichen,  darum  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden 
Reibungskräfte  nahezu  horizontal  wirken  und  dürfen  somit  mit 
den  schon  oben  eingeführten  Wi  und  W^  identifiziert  werden. 
Wir  haben  also  mit  dem  Reibungskoeffizienten  / 

W^=.fB,=faV^+fftH^ 

worin  wir  die  Vertikalkräite  aus  (12)  einsetzen  können,  während 
die  Horizontalreaktionen  nur  mit  Hilfe  der  für  die  Räder  giltigen 
Gleichungen  eliminiert  werden  können,  für  welche  sie  die  trei^ 
benden  Kräfte  darstellen.  Bei  der  Aufstellung  der  Arbeitsformel 
für  die  Räder  ist  nicht  aulser  acht  zu  lassen,  dals  die  Reibungs- 
widerstände W  hier  nicht  nur  auf  dem  Wege  ds,  sondern  auch 
noch  auf  dem  vom  Zapfen  beschriebenen  Bogen  r'dcp  zu  über- 
winden sind,  femer,  dals  ein  aus  der  Gesamtbelastung  x  und  dem 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  26 


'^""^  },....    (13) 
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Radgewichte  Oq  resultierender  Rollenwiderstand  an  der  Berüh- 
rungsstelle zwischen  den  Rädern  und  der  Unterlage  existiert. 
Die  Gesamtbelastung  beider  Räderpaare  ist  aber  gegeben  durch 

2Go-\-V^-\-V2  =  2Go  +  a (14) 

so  dals  wir  für  den  Rollenwiderstand  an  beiden  Räderpaaren 
zusammen 

W'  =  ^(G-\-2Go) (15) 

erhalten,  der  auf  dem  Wegelemente  ds  zu  überwinden  ist. 
Danach  lautet  die  Arbeitsgleichung  für  die  Räderpaare  mit  Rück- 
sicht  darauf,    dafs   die    kinetische  Energie    derselben    aus    der 

Energie  der  fortschreitenden  Bewegung  2  —  -^  und  derjenigen  der 

/DL  2 

Rotation  2  —  k^  —  besteht,  wobei  k  den  polaren  Trägheitsradius 

eines  Räderpaares  und  w  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet, 

(Äi  +  H2  —  W)  ds  —  {Wi  +  TTa)  {ds  +  r'dcf) 

=  2^  {vdv-{-k^(oda))  .    (16) 

Durch  Addition  dieser  Gleichung  zu  (9)  folgt  alsdann  für  das 
ganze  System  unter  Herausfallen  der  hierbei  als  innere  Kräfte 
geltenden  Summe  Hi  -f-  H2  die  Energiegleichung 

(P __  ev^  —  W)  ds  —  (TTi  -f  W2)  r'dq> 

=  -(e^  +  2Go)  ^^^  +  —  Ä2wd[fo  .     .     (17) 

In  derselben  kommt  indessen  die  Summe  der  Horizontal- 
reaktionen JEfi  -f-  H2  implicite  noch  in  Wi  +  W^  vor,  so  dafs 
es  zweckmälsig  erscheint,  unter  Einführung  von 

^1  +  W2  =fa  (Fl  +  72)  -^fß  {H,  -f  H2) 

oder  wegen  (10) 

W^  +  W2=faG  +ffl  (Hl  +  H2) 

aus  den  Gl.  (9)  und  (16)  die  Smmne  Hi  -\-  H2  zu  eliminieren. 
Dies  führt  auf  die  Formel 

f4"+"'-r-«H('-/''-/'"-r:' 
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Vernachlässigen  wir  die  Produkte  kleiner  Grölsen,  also  e/  und  /2, 

setzen  also  näherungsweise 

dw 
^—fß—fßr'^  , 

l—fß  ^^      ds 

und  führen  noch  W  nach  (15),  sowie  den  Radius  des  Reibungs- 
kreises fr'  =  tq  ein,  so  geht  unsere  Gleichung  über  in 

Da   die   Räder   auf   der  Unterlage   nur   rollen    sollen,   ohne   zu 
gleiten,    so  wird  mit  rw  =  v  und  rdq)  =  ds  aus  dieser  Formel 

.     (18) 

Für  gleichförmige  Bewegung,  d.  h.  -jr  =  0  geht  diese  Glei- 
chung ersichtlich  in  die  schon  oben  entwickelte  Gl.  (8a)  über, 
welche  somit  durch  die  vorstehende  allgemeinere  Betrachtung 
ihre  Bestätigung  findet.  Für  die  Anfahrperiode  setzt  man 
meistens  die  Zugkraft  konstant  und  zwar  gleich  dem  Werte, 
welcher  der  gleichförmigen  Bewegung  nach  Gl.  (8a)  entspricht. 
Alsdann  aber  ist  die  Gl.  (18)  der  Form  nach  identisch  mit  der 
in  §  31  eingehend  behandelten  und  integrierten  Differential- 
gleichung für  den  freien  vertikalen  Fall  eines  Körpers  unter  dem 
Einflüsse  des  Luftwiderstandes,  für  den  wir  ja  auch  hier  dasselbe 
Gesetz  angenommen  haben.  Die  dort  erhaltene  Lösung,  welche 
somit  auch  für  die  Anfahrperiode  eines  Fuhrwerkes  gilt,  ergab 
einen  asymptotischen  Verlauf,  d.h.  dals  die  gleichförmige 
Geschwindigkeit  und  mit  ihr  der  Beharrungs zustand 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit  erreicht  wird.  Wenn 
dieses  Ergebnis  mit  der  praktischen  Erfahrung  nicht  überein- 
stimmt, so  liegt  dies,  abgesehen  von  der  wahrscheinlich  nicht 
ganz  korrekten  Form  des  Luftwiderstandsgesetzes  vorwiegend  in 

26* 
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der  Annahme  einer  konstanten  Zagkraft  beim  Anfahren.  Die- 
selbe wird  in  Wirklichkeit  allmählich  gesteigert 
und  zwar  bis  über  den  zur  Aufrechterhaltung  des 
Beharrungszustandes  notwendigen  Wert,  um  dann 
nach  dem  Erreichen  der  beabsichtigten  Geschwin- 
digkeit wieder  ermälsigt  zu  werden.  Da  sich  diese  Re- 
gulierung der  Zugkraft  nach  persönlichem  Ermessen  des  Lenkers 
des  Fuhrwerkes,  z.  B.  des  Lokomotivführers,  jedenfalls  aber  nicht 
gesetzmäJbig  vollzieht,  so  hat  ihre  Berücksichtigung  bei  der 
Integration  an  GL  (18)  keinen  praktischen  Wert. 

Die  Auslauf  Periode  dagegen  labt  sich,  da  während  der- 
selben die  Zugkraft  ausgeschaltet  ist,  unter  Voraussetzung  der 
praktischen  Richtigkeit  der  eingeführten  Widerstandsgesetze  nach 
(18)  ziemlich  genau  verfolgen.  Die  durch  P  =  0  vereinfachte 
Differentialgleichung 

+  2öo(l+-.)}^  +  -^ 

+  ^(«7+7)  +  2|ffo  =  0 (18a) 

stimmt  wiederum  mit  einer  in  §  31  behandelten,  welche  für  das 
Aufsteigen  eines  vertikal  emporgeworfenen  Körpers  unter  dem 
Einflüsse  des  Luftwiderstandes  gilt,  formell  überein.  Wird  dann 
eines  der  Räderpaare  gebremst,  so  tritt  in  dieser  Gleichung,  ohne 
da£s  sich  sonst  etwas  zu  ändern  braucht,  zu  den  Reibungswider- 
ständen ein  neues  Glied,  die  Bremsreibung  hinzu.  Bezeich- 
nen wir  das  Moment  derselben  mit  W\r,  so  lautet  die  Formel 
für  den  Auslauf  imter  der  Wirkung  dieses  gebremsten  Räder- 
paares demnach 


r       '  \      '    r- 


'}}  ^^ 


+  6^-^  +  2|ö,  +  ^'  =  0     .     .     .    (18b) 

und  man  erhält  daraus  analog  Gl.  (4  b)  und  (6  b)  in  §  31  für  die 
Dauert  des  Auslaufes  und  den  dabei  zurückgelegten 
Weg  So,  wenn  vq  die  anfängliche  Geschwindigkeit  war 
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A, 


4-^5)+2(?„(i+*^; 


X  arctg 


vo 


i 


«0  == 


(<;«i 


ro 


öl-/*  IT     +20, 


Xlgn 


1  + 


(19) 


CA 


Diese  Ergebnisse  sind  indessen,  worauf  ausdrücklich  hinge- 
wiesen werden  muls,  nur  so  lange  richtig,  als  keines  der 
Räderpaare  infolge  der  Bremswirkung  zum  Gleiten  ge- 
zwungen Yord.  Dies  tritt  aber  jedenfalls  in  kürzester  Zeit  ein, 
eobald  das  Moment  der  Bremswirkung,  der  Zapfen- 
reibung und  des  Rollenwiderstandes  zusammenge- 
nommen das  Moment  der  gleitenden  Reibung  des 
festgebremsten  Rades 
übertreffen.  Das  ganze 
Verhalten  des  Fahr- 
zeuges mit  einer  derart 
festgebremsten  Achse 
lälst  sich  nun  ebenso  wie 
oben  verfolgen,  wenn  man 
an  Hand  von  Fig.  184  einer- 
eeits^an  der  Schleifstelle  die 
Kräfte  Fi  und  Wi  =/7i,  andererseits  an  der  sich  noch  drehenden 
Achse  O2  die  Reaktionskomponenten  Y^  und  H^  anbringt  imd 
von  der  Zugkraft  überhaupt  absieht,  während  die  übrigen  Grölsen 
ihre  frühere  Bedeutung  behalten.  Alsdann  erhalten  wir  statt 
der  Gleichungen  (9),  (10)  und  (11) 

{W2  —  H2'-tv'^—fV^)ds=^-vdv    .     .     .     (9a) 


y 


7i  +  72  =  ^  +  G, 


ö 


Voa  +/7ir  —  ev'^W  ^0^a  =  —  h"  ^ 

-       i   ^     ^  ^  g  dt 


(loa) 

(IIa) 
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VemachläBsigt    man   wieder   die   Produkte    mehrerer   Reibungs- 
koeffizienten, also  tfy  /2  u.  8.  w.,  so  erhalten  wir  hieraus 


(^1  +  öo  -  6t;2  -  -  -  -  ;^  (1  +/ 


a 


g    a  dt 


a 


-rr         ^     .       ,  h'        G  h"  dv  l      ,    ^r 


a 


g    a  dt 


a 


(12a) 


und  weiterhin 


W2=faV^+fßH2 


(13a) 
(15a) 


An  Stelle  der  Gl.  (16)  für  den  Energieaustausch  an  dem  noch 
übrigen  rollenden  Räderpaar  tritt  nunmehr 

(^2  —  W)  ds  —  TTa  {ds  +  r'dq>)  =  ^{vdv  +  k^ atdco)    (16a) 

Eliminieren  wir  nunmehr  die  Qrölsen  W2  und  H2  aus  den 
Formeln  (9  a),  (13  a)  und  (16  a),  so  bleibt  wieder  unter  Vernach- 
lässigung höherer  Potenzen  der  Reibungskoeffizienten,  sowie 
wegen  rw  =  v,  dcp  =  (odt 


H«(- 


/*?)  +  Go(l  +  ^. 


kÄ\dv  , 


+  TF'+/7a  +  «72 


ro 


0. 


Setzen  wir  hierin  schlieMich  die  Werte  für  W,  Vi  und  Tg  aus 
(15a)  und  (12a)  ein,  so  ergibt  sich  schlielslich 

+  t^  +/(Gi  +  Go)  +  Ö2  "^^^^  +  ^  ffo  =  0  .  (18c) 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  (18  b),   so  erkennen  wir^ 
dafs  zunächst  der  hier  von  der  Masse  scheinbar  abzuziehende 

Betrag  —  —  1/  —  a  — |  wegen  der  Kleinheit  der  einzelnen  Glie- 
der ganz  unerheblich,  und  weiterhin,  dafs  an  Stelle  des  Brems- 
widerstandes 3Wr  :  T  der  Reibungswiderstand  /  {ßx  +  G^  getreten 
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ist.  Nun  war  aber  die  für  das  Festbremsen  eines  Räderpaares 
notwendige  Bedingung 

Dann  aber  ist  auch 

und  daher  erleidet  der  Wagen  mit  einer  festgebrem- 
eten  Achse  einen  geringeren  Widerstand,  als  wenn 
das  Räderpaar  gerade  noch  rollen  kann.  Um  also  ein 
recht  rasches  Anhalten  zu  erzielen,  ist  das  Festbremsen  einer 
Achse  somit  durchaus  zu  vermeiden. 


§  46.    Der  Stofs  fester  Körper. 

Verschiedene  Stofsarten.  Das  Wesen  des  Stofses ;  Stofskraft,  Form- 
änderung und  Stofsdauer.  Stofs  vollkommen  elastischer  und  ganz 
unelastischer  Körper.  Unvollkommen  elastische  Körper  und  Stofs- 
koeffizient.  Der  Energieverlust  beim  zentralen  Stofse.  Der  schiefe 
Zentralstofs ;  Einflufs  der  Reibung.  Stofs  eines  freien  gegen  einen 
drehbar  gelagerten  Körper.  Stofspunkt  und  Stofsmittelpnnkt.  Das 
Prellen  der  Hämmer.     Genaue  Formel  für  das  ballistiBche  Pendel. 

Der  als  Stofs  zu  bezeichnenden  Berührung  fester  Körper 
sind  wir  schon  einmal  begegnet,  und  zwar  gelegentüch  der  Lehre 
vom  Antriebe  und  der  Bewegungsgröfse  in  §  32.  Dort  haben 
wir  uns  allerdings  auf  das  Zusammentreffen  zweier  materieller 
Punkte  nii  und  ni2  beschränkt,  während  wir  jetzt  allgemein  ebene 
feste  Systeme  ins  Auge  fassen  wollen.  Diese  Verallgemeinerung 
führt  uns  sofort  auf  zwei  verschiedene  Arten  des  Stofses,  je 
nachdem  die  mit  der  Normalen  zur  gemeinsamen  Berührungs- 
stelle zusammenfallende  Stofskraft  P  durch  die  Schwerpunkte 
beider  Gebilde  hindurchgeht  oder  nicht.  Im  ersten  speziellen 
Falle  sprechen  wir  von  einem  zentralen  Stofse,  im  anderen 
allgemeineren  von  einem  exzentrischen  Stofse.  Auf  den 
Verlauf  des  Stofses  und  seine  Folgen  sind  indessen  noch  die 
Bewegungsrichtungen  der  beiden  Körper  vor  dem  Zusammen- 
treffen von  Einflufs.    Wir  unterscheiden  demnach  den  geraden 
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von  dem  schiefen  Stolse,  je  nachdem  die  relative  Bewegungs- 
richtung der  miteinander  in  Berührung  kommenden  Elemente 
der  beiden  Körper  vor  dem  Stolse  mit  den  Berührungsnormalen 
zusammenfällt  oder  nicht.  Aus  dieser  doppelten  Unterscheidung 
ergibt  sich  naturgemäfs  eine  grofse  Fülle  von  verschiedenen  Er- 
scheinungen, von  denen  wir  in  der  Folge  nur  die  praktisch 
wichtigsten  untersuchen  werden. 

Eine  Erklärung  derselben  setzt  allerdings  voraus,  dals  wir 
von  der  absoluten  Starrheit  der  sich  stofsweise  berührenden 
Körper  ebenso  absehen,  wie  wir  dies  schon  gelegentlich  der 
Untersuchung  des  Rollenwiderstandes  tun  mufsten.  Streng  ge- 
nommen gehört  darum  die  Theorie  des  Stolses  gar  nicht  in  die 
Mechanik  der  starren  Systeme,  sondern  bildet  einen  Bestandteil 
der  Lehre  von  den  Formänderungen  wirklicher  Körper.  Wenn 
wir  sie  trotzdem  an  dieser  Stelle  behandeln,  so  geschieht  dies 
nur,  weil  wir  uns  mit  der  Gröfse  der  Formänderungen,  deren 
Existenz  wir  zugeben  müssen,  hier  nicht  beschäftigen  wollen, 
sondern  diesen  Teil  der  Untersuchung  der  Mechanik  deformier- 
barer  Körper  ausdrücklich  vorbehalten.  Wollten  wir  an  der 
absoluten  Starrheit  der  Körper  festhalten,  so  müfsten  wir  die 
Stolskraft  P  selbst  als  unendlich  grofs  zulassen,  da  nur  eine 
solche  auf  einem  unendlich  kleinen  Wege  und  damit  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  dt  nach  der  schon  in  §  32  aufge- 
stellten Gleichung 

t 

^ Pdt  =  m  (v  —  Vq) 

0 

eine  endliche  Wirkung,  d.  i.  eine  Änderung  der  Geschwindigkeit 
und  damit  der  kinetischen  Energie  hervorrufen  kann.  Unendlich 
grolse  Kräfte  würden  aber  unter  allen  Umständen  den  Zusammen- 
hang der  Gebilde,  auf  welche  sie  wirken,  aufheben,  d.  h.  dieselben 
einfach  zerstören,  was  beim  Stofse  erfahrungsgemäß  durchaus 
nicht  immer  zutrifft.  Dals  es  überhaupt  vorkommt,  deutet 
darauf  hin,  dafs  die  in  Wiiklichkeit  geweckte  Stofskraft  relativ 
sehr  grofse  Werte  annehmen  kann  und  auch  um  so  eher  an- 
nehmen wird,  je  kleiner  die  Zeitdauer  der  Wirkung,  die  sog. 
Stofsdauer  Jist.  In  der  Tat  ist  diese  Stofedauer  in  den 
meisten  Fällen  fast  unmefsbar  klein  und  darum  eignet  sich  die 
Erscheinung  des  Stofses  selbst  vortrefflich  zum  Hervorrufen  so  be- 
deutender Kräfte,   dafs  einer  der  zum  Stofs  gebrachten  Körper 
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zertrümmert  wird.  Besonders  leicht  werden  hiervon  sehr  harte 
Körper  betroffen,  bei  denen  die  Stolsdauer  infolge  der  nur 
«ehr  geringen  Formänderung  an  der  Berührungsstelle  äulserst 
klein  ausfüllt.  Solche  Körper,  welche  wie  Stahl,  Gufseisen,  Glas 
verhältnismäTsig  leicht  durch  Stolswirkungen  zertrümmert  werden, 
bezeichnet  man  wohl  auch  als  spröde. 

Die  aufserordentliche  Gröfse  der  Stofskraft  gegenüber  anderen 
:auf  die  Körper  beim  Zusammentreffen  noch  wirkenden  Kräften, 
wie  z.  B.  der  Schwere,  gestattet  uns  nun,  die  letzteren  gänzlich 
2u  Ycrnachlässigen  und  damit  unsere  Untersuchung  des  Stofses 
wesentUch  zu  vereinfachen.  Durch  die  Vernachlässigung  wird 
näDQlich  die  Änderung  des  Energieinhaltes  der  sich 
fitolsenden  Körper  allein  durch  die  Änderung  der 
kinetischen  Energie  bestimmt,  während  diejenige  der 
potentiellen  Energie  dagegen  verschwindet.  Stellt  sich  heraus, 
dals  die  kinetische  Energie  zweier  Körper  unnüttelbar  nach  dem 
Stolse  mit  derjenigen  vor  dem  Stolse  identisch,  also  keine  Ände- 
rung der  Gesamtenergie  des  Systems  durch  den  Stols  eingetreten 
ist,  so  bezeichnen  wir  die  beiden  Körper  als  vollkommen 
elastisch.  Wir  erkennen  daraus,  dafs  hierbei  die  von  der 
StoDskraft  insgesamt  geleistete  Arbeit  verschwindet,  bezw.  dals 
dieselbe  in  einen  gleich  grolsen  positiven  und  negativen  Teil 
verfällt,  von  denen  jeder  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch  so 
kleine  Zeitdauer  erfordert.  Während  der  ersteren  Periode  werden 
beide  Körper  durch  Zusammendrücken  an  ihrer  Berührungsstelle 
deformiert,  während  der  zweiten  dagegen  findet  eine  vollkommene 
Wiederherstellung  der  ursprünglichen  Gestalt  beider  Körper  statt, 
sodafs  die  beiden  sich  während  des  Stolses  abspielenden  und 
gegenseitig  aufhebenden  Vorgänge  der  Zusammendrückung  und 
Wiederausdehnung  als  umkehrbar  bezeichnet  werden  können. 

Im  Gegensatz  dazu  stehen  solche  Körper,  bei  denen  die 
Stolskraft  während  der  Berührung  mit  wachsender  Deformation 
abnimmt  und  schlielslich  ganz  verschwindet.  Alsdann  ist  kein 
Anlafs  zu  einer  Rückbildung  mehr  vorhanden,  sodafs  beide 
Körper  im  deformierten  Zustande  verharren.  Aulserdem  üben 
aber  derartige  plastische  oder  ganz  unelastische  Körper 
im  deformierten  Zustande  keine  Kraft  mehr  auf  einander  aus, 
welche  Ursache  einer  relativen  Beschleunigung  sein  könnte. 
Diese  fällt  somit  weg  und  beide  Körper  bewegen  sich  nach  dem 
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Stolse  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  fort.  Die  Ändening^ 
der  gesamten  kinetischen  Energie,  welche  hierbei  nur  negativ 
sein  kann  und  demnach  einen  Verlust  bedeutet,  ist  zurnicbt 
umkehrbaren  Deformation  beider  Körper  verwendet  worden. 

In  Wirklichkeit  gibt  es  weder  vollkommen  elastische,  noch 
auch  ganz  unelastische  Körper,  sondern  nur  unvollkommen 
elastische,  deren  Verhalten  beim  Stolse  nur  angenähert  vor- 
her bestimmt  werden  kann.  Um  uns  über  den  Charakter  dieser 
Annäherung  ein  Bild  zu  verschaffen,  wird  es  zweckmäfsig  sein, 
den  Verlauf  des  Stofsvorganges  im  einfachsten  Falle,  d.  h.  des 
.geraden  Zentralstofses  sowohl  für  vollkommen  elastische, 
als  auch  für  ganz  unelastische  Massen  zu  verfolgen. 

Wir  nehmen  zwei  Massen  m'  und  m"  an,  deren  Schwer- 
punkte sich  in  derselben  Geraden  bewegen.  Vor  der  Berührung, 
die  ebenfalls  auf  dieser  Geraden  erfolgt,  sodals  dieselbe  normal 
zur  gemeinsamen  Berührungstangente  steht,  haben  die  Massen 
die  Geschwindigkeiten  vi,  Wi,  nach  dem  Stolse  dagegen  t;2,  w^^ 
Alsdann  ist  der  Antrieb  der  auf  die  Masse  w'  wirkenden  StoXs- 

kraf t  F 

t 

^  P'dt  =  m'  {V2  —  V1) 
0 

und  der  auf  m"  wirkenden  Stolskraft  P' 

t 

l  F'dt  =  m"(w2  —  wi). 
0 

Da  infolge  des  Satzes  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung für  jeden  Augenblick  F  -\-  P"  =  0  ist,  so  folgt  daraus 

m'  {v2  —  Vi)  -|-  m"  (w2  —  Wi)  =  0     ....     (l) 

Diese  Formel,  welche  nur  besagt,  dafs  die  Änderungen 
der  Bewegungsgröfsen  beider  Massen  durch  den 
Stofs  einander  entgegengesetzt  gleich  sind,  wofür 
man  auch  wegen 

m' Vi  -\-  m"  Wi  =  m'v2-\-m"w2    .     .     .    .    (la) 

sagen  kann,  dafs  durch  den  Stofs  die  Summen  der  Be- 
wegungsgröfse  beider  Massen  nicht  geändert  wird^ 
ist  nun  ganz  unabhängig  von  der  Beschaffenheit 
der  Massen  m'  und  w",  gilt  also  sowohl  für  vollkommen 
elastische,  ganz  unelastische  oder  auch  unvollkommen  elastische 
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Körper.  Die  GL  (1)  bezw.  (la)  genügt  indessen  noch  nicht  zur 
vollständigen  Lösung  des  Stolsproblems,  d.  h.  zur  Bestimmung 
der  Geschwindigkeiten  V2,  w^  nach  dem  Stolse,  wenn  die  Werte 
Vx,  Wi  vor  dem  Stolse  gegeben  sind.  Hier  tritt  nun  für  voll- 
kommen elastische  Körper  die  Energiegleichung 
ein,  welche,  wenn  die  kinetische  Gesamtenergie  durch  den  Stofs 
keine  Änderung  erfahren  hat,  lautet 

rn''-l^'l  +  n,"'^t^  =  0     .    .     .     .    (2> 

und  auch  in  der  Form 

m'  v^  -\-  m"  w-^  =  m'  v<^  +  *^"  ^2^    ....  (2a) 

geschrieben  werden  kann.  Verbindet  man  (2)  mit  (1),  so  folgt 
sofort 

^2  -f  Vi    =    t^'2  +  «^1 (3)' 

und  daraus  die  beiden  Endgeschwindigkeiten 

2  w"  w^  +  {w}  —  w'O  Vi 


^  w'  -|-  m" 

2  m'  Vi  -|-  (w*"  —  »w')  Wx 
W2  = 


(4> 


m'  -(-  m" 

Mit  denselben  sind  wir  auch  imstande  die  Gröfse  des  An- 
triebes, d.  h.  des  Zeitintegrales  der  Stofskraft  selbst  aus  den 
sich  berührenden  Massen  und  ihren  Geschwindigkeiten  vor  dem 
Stofse  anzugeben.    Wir  finden  so 

t  ^ 

^rdt  =  -  ^P"dt  =  2^^^  K-fi)  .   .   (5> 

0  0 

Sind  die  beiden  Massen  m*  und  m"  ganz  unelastisch,, 
so  gilt  zunächst  wieder  die  allgemeine  Gleichung  (1)  bezw.  (la) 
für  die  Bewegungsgröfse.  Da  wir  nun  wissen,  dals  in  diesem 
Falle  die  Geschwindigkeiten  beider  Körper  nach  dem  Stolse 
gleich  und  gleich  gerichtet  sind,  so  kommt  dazu  noch 

W2  =^  V2  =  V, (6)- 

so  dafs  diese  gemeinsame  Endgeschwindigkeit 

^>^'vi  +  w^"w'i 
V  =  r- -,r-        (7> 
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und  der  Antrieb  der  Stofskraft 


t  t 

0  0 


%) 


(8) 


wird.  Aus  dem  Vergleiche  der  Formeln  (5)  und  (8)  ergibt  sich 
nun  der  Satz,  dafs  der  Antrieb  beim  vollkommen 
elastischen  Stolse  doppelt  so  grols  ausfällt  wie  beim 
ganz  unelastischen  Sto.rse,  woraus  man  wiederum 
allgemein  schliefsen  darf,  dals  beim  Stolse  unvoll- 
kommener elastischer  Körper  die  Gröfse  des  An- 
triebes zwischen  beiden  Werten  (5)  und  (7)  liegen 
wird.  Der  Grund  dieser  Tatsache  liegt  natürlich  einfach  darin, 
dafs  beim  ganz  unelastischen  Stolse  die  zweite  Periode  der 
Stofskraftwirkung  überhaupt  wegfällt,  während  beim  unvoll- 
kommen elastischen  Stolse  die  Stofskraft  während  der  zweiten 
Periode,  d.  h.  der  Trennung  der  Körper  von  einander  infolge 
der  teilweise  nicht  umkehrbaren  Formänderungen  nicht  wieder 
dieselbe  Höhe  erreicht  wie  beim  vollkommen  elastischen. 

Eine  genauere  Verfolgung  des  Stolsvorganges  bei  unvoll- 
kommen elastischen  Körpern  ist  natürlich  gänzlich  ausgeschlossen, 
da  man  über  die  Formänderungen  selbst  von  vornherein  nichts 
aussagen  kann.  Man  umgeht  darum  alle  derartigen  Schwierig- 
keiten durch  Einführung  einer  Erfahrungszahl,  des  sog.  Stofs- 
koeffizienten,  welcher  den  beiden  mit  einander  in  stofs- 
artige  Berührung  gelangenden  Körpern  zusammen  eine  be- 
stimmte Stellung  zwischen  vollkommen  elastischen  und  ganz 
unelastischen  Körpern  anweist.    Ist  e  dieser  Stolskoeffizient,   so 

zwar,  dafs 

0  <  €  <  1 

wird,  so  dürfen  wir  allgemein  statt  (5)  und  (8)  setzen 


t 


m'm" 


0 

t 


m"  (w2 


-w,)  =  ^P"dt=il  +  e)  -!^,^,  (fi-r^i) 


0 


•     (9) 
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Daraus  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  die  allgemein  gültig 
bleibende  Formel  (1)  durch  Elimination  der  Massen  w'  und  w'* 

t^2  — -  ^2   =    «  (^1  — -  ^'l) (10) 

Für  vollkommen  elastische  Körper  geht  diese  Gleichung  mit 
€  =  1  in  (3)  über,  für  ganz  unelastische,  also  «  =  0,  wird  sie  da- 
gegen mit  (6)  identisch.  Die  Bestimmung  des  Stolskoeffizienten 
geschieht  am  einfachsten 
durch  Aufhängung  zweier 
gleich  schwerer  Kugeln  E!  und 
K"  nebeneinander  derart,  dals 
sie  sich  in  der  Ruhelage  gerade 
berühren.  Lenkt  man  dann 
die  Kugel  K'  soweit  aus,  dafs 
ihr  Mittelpunkt  die  Höhe  ä' 
über  der  Ruhelagebesitzt,  so 
wird  sie  beim  HerabfaUen  die 
andere  in  Ruhe  befindliche 
Kugel  E"  mit  der  Geschwin- 
digkeit Vi  =  y2^Ä'  treffen. 
Infolge  des  Stofses  wird  nun  auch  diese  Kugel  in  Bewegung 
versetzt  und  sich  bis  zu  einer  Höhe  ä"  über  der  Ruhelage  er- 
heben, woraus  man  ihre  Endgeschwindigkeit  nach  dem  Stolse 

yw2  =  ^'2gh''  berechnen  kann,  während  wi  =  0  war.  Verbindet 
man  nun  die  Gl.  (10)  mit  (1),  nachdem  man  w'  =  m"  gesetzt 
hat,  190  ergibt  sich 

2w^={l  +  e)vi-{-(l  —  e)wi}'     '     *     '     ^     ^ 

Wenn  Wi  =  0,  wie  in  unserer  Anordnung,  gesetzt  werden 
darf,  so  folgt  hieraus 


V2 


M?2  = 


2 

1  +  ^ 


^1 


^1 


(IIa) 


Da  man  nun  auch  durch  die  Erhebung  h'2  der  ersten  Kugel 
nach  dem  Stofse  V2  =  ^^g^'2  bestimmen  kann,  so  ergibt  dieser 
Versuch  sogar  zwei  Gleichungen  für  den  Stolskoeffizienten  t 
und  kann  folglich  als  Kontrolle  für  die  prinzipielle  Zulässigkeit 
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•der  Formel  (9)  dienen.  Sind  die  Kugeln  vollkommen  elastisch, 
so  ist  6  =  1  und  man  erhält  aus  (10) 

V2   =   Wi,  W2   =   Vi, 

d.  h.  die  Körper  tauschen  beim  Stofse  ihre  Geschwindig- 
keiten aus.  War  demnach  eine  derselben  vor  dem  Stolse  in 
Ruhe,  so  wird  sie  die  Geschwindigkeit  der  auf  sie  treffenden 
Kugel  annehmen,  während  diese  infolge  des  Stolses  zur  Buhe 
kommt.  Von  der  Richtigkeit  dieses  Schlusses  kann  man  sich 
am  leichtesten  durch  Verwendung  von  Elfenbeinkugeln,  welche 
in  der  Tat  nahezu  vollkommen  elastisch  sind,  experimentell  über- 
zeugen 

Der  beim  Stols  entstandene  Energie  verlust  J  berechnet 
sich,  wie  wir  schon  früher  bemerkten,  einfach  als  Differenz  der 
kinetischen  Energie  der  Körper  vor  und  nach  dem  Stofse.  Wir 
■erhalten  also 

Zerlegen  wir  die  Differenzen  der  Geschwindigkeitsquadrate,  so 
folgt  daraus  mit  Rücksicht  auf  (1) 

J  =    -jiVl  —  ^2)  (^1  +  V2  —  Wi  —  W2) 

oder  wegen  (9)  und  (10) 

Befindet  sich  vor  dem  Stofse  einer  der  beiden  Körper,  z.  B.  die 
Masse  m"  im  Ruhezustande,  so  ist  ^i  =  0  und  wir  erhalten  für 
den  Energie  Verlust 

1  —  «2     m'm"  1  —  «2       ffi'* 

^       2       wT+niJ''  ^^    "^  ~2  ~^'  ^^ 

'    m' 


1  £2  yyi' 


i;i2 


'       ^.+  1  .(12a) 

Der  Energieverlust  ist  demnach  im  Falle,  dafs  der 
^estofsene  Körper  vorher  ruhte,  proportional  der 
kinetischen  Energie  des  stofsenden  Körpers  vor 
-dem  Stofse. 
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Stölst  z.  B.  ein  Körper  gegen  eine  feste  Wand,  welche 
selbst  keine  Bewegung  annehmen  kann,  so  ist  zunächst  wegen 
Wi  =  W2  =  0  aus  (10) 

V2  =  —  evi (10a) 

Für  einen  vollkommen  elastischen  Stofs  wird  f  =  1,  also 
f>2  =  —  Vi,  so  dafs  die  stofsende  Masse  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit wieder  zurückprallt.  Für  einen  ganz  unelastischen  Stols 
wird  €  =  0,  also  V2  =  0,  und  die  stofsende  Masse  bleibt  an  der 
Wand  haftien.  Der  Energieverlust  ergibt  sich  hierfür  aus  der 
Gleichung  (10a)  zu 

1  — «2 

J  =  — ^r—  m'  v{\ 


ein  Wert,  der  mit  (12a)  übereinstimmt,  wenn  wir  dort 


m' 


m 


n 


0, 


oder  m"  =  00  setzen.  In  der  Tat  dürfen  wir  eine  feste  Wand 
als  Bestandteil  der  ganzen  Erdmasse  betrachten  und  diese 
auch  gegenüber  grofsen  Massen  m'  als  unendlich  grofs  in  den 
Formeln  einführen.  Aus  den  beiden  Geschwindigkeiten  V2  und  Vi, 
welche  man  z.  B.  bei  vertikaler  Bewegung  aus  der  Fall-  und  Steig- 
höhe berechnen  kann,  ergibt  sich  übrigens  mit  Gl.  (10a)  sofort 
der  Stolskoeffizient  €,  weshalb  diese  Bestimmungsmethode  schon 
seit  langem  besonders  beliebt  ist. 

Der  schiefe  Zentralstofs  ist  im  allgemeinen  nur  für 
Kugeln  oder  zu  einer  Äquatorialebene  symetrische  Rotations- 
körper, welche  aufser  einer  fortschreitenden  Bewegung  noch  eine 
Rotation  um  ihre  Achse  besitzen, 
von  Bedeutung.  Wir  denken 
uns  dementsprechend  in  Fig.  186 
zwei  solcher  Körper  mit  den 
Massen  m'  und  m"  in  der  mit 
der  gemeinsamen  Äquatorial- 
ebene identischen  Bildebene  zu- 
sammentreffend, und  zwar  mit 
den  Geschwindigkeiten  Vi  und  Wi, 
Zerlegen  wir  dieselben  in  je  zwei 
Komponenten,  von  denen  die  mit  dem  Index  x  behafteten  die 
Richtung  der  Zentrale  beider  Körper  besitzen,  die  mit  dem 
Index  y  dagegen  senkrecht  dazu  stehen,  so  erkennen  wir  zunächst, 


Mg.  186. 
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dafs  für  die  Normalkomponenten  die  oben  abgeleiteten  Sätze  für 
den  geraden  Zentralstofs  unverändert  gelten.  Wir  können  somit 
aus  den  Gleichungen 


und 


^'  fe  —  v^)  =  ^I^  dt 

0 

t 
m"  (Wjc2  —  Wxi)  =  ^  P'dt 

0 


(13) 


(14) 


Fig.  187. 


Wx2  —  Vx2  =  e  (Vxi  —  Wxi) 

den  Antrieb  eliminieren  und  die  Normalkomponenten  Vx2  und  Wx^t 
nach  dem  Stofse  sofort  berechnen.  Sind  die  beiden  Körper 
absolut  glatt,  so  erfahren  die  Tangentialkomponenten  Vyi  und  Wy^ 
^  der  Anfangsgeschwindigkeiten,  bezw.  die  ursprüng- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten  w'  und  tv"  keine 
Änderung  und  die  Bewegung  der  Körper  unmittel- 
bar nach  dem  Stolse  ist  durch  die  Gl.  (13)^und  (14) 
vollständig  beschrieben.  Wird  beispielsweise  der 
Radius  eines  der  beiden  Rotationskörper  unendlich 
grols,  d.  h.  wird  der  Körper  durch  eine  feste  Wand 
(Fig.  187)  ersetzt,  welche  vor  und  nach  dem  Stolse 
keine  Geschwindigkeit  besitzt,  so  wird  für  den 
vollkommen  elastischen  Anprall,  also  «  =  1, 

Vx2  =  —  'Vxi ,  Vy2  =  Vyi. 

Ein  vollkommen  elastischer  Rotationskörper,  der  an  eine  feste 
absolut  glatte  Wand  anprallt,  setzt  demnach  seinen  Weg  auf  der 
anderen  Seite  der  Normale  im  Berührungspunkte  mit  demselben 
Neigungswinkel  gegen  dieselbe  wie  vor  dem  Stofse,  fort. 

Findet  dagegen  zwischen  den  beiden  Rotationskörpern  Rei- 
bung, deren  Koeffizient  /  sein  möge,  statt,  so  äufsert  sich 
dieselbe  an  der  Berührungsstelle  durch  eine  Tangentialkraft 

R=fP (15) 

welche  auf  einen  der  Körper  verzögernd,  auf  den  andern  dagegen 
beschleunigend  wirkt.  Da  die  Tangentialkraft  nicht  in  dem 
Schwerpunkte  der  Massen  m'  und  m"  angreift,  sondern  im  Ab- 
stände r'  bezw.  r"  von  demselben,  so  wird  sie  aufser  linearen 
Beschleunigungen  in  der  y-Richtung  auch  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Körper  beeinflussen.    Aus  den  Gleichungen 
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m' 


dvy 


-/P, 


m 


n 


dWy 


=  -fP 


dt  ^  ''^  '         ""     dt 

erhalten   wir   die   linearen   Oeschwindigkeitsändeningen    in   der 
y-Richtung 


f 


(Vya 


7 


u 


0 

t 


Pdt 


(16) 


Den  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formeln  stehenden  Antrieb 
kennen  wir  aber  schon  aus  (13)  und  (14),  so  dafs  durch  die 
GL  (16)  die  endlichen  Tangentialkomponenten  der  Geschwindig- 
keit eindeutig  bestimmt  sind.  Ebenso  ergeben  sich  die  end- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten  oi  2  und  (0**2  nach  Einführung 
der  beiden  polaren  Trägheitsradien  k'  und  k"  aus  den  Gleichungen 


m''k"^ 


d<a" 
dt 


=  -  fpy' 


durch  Integration  zu 

fr* 


(ö>2 


t 


Pdt 


(17) 


worin  coi'  und  mi"  die  anfanglichen  Winkelgeschwindigkeiten 
bedeuten. 

Aus  diesen  Formeln  erkennt  man,  dafs,  wenn  die  beiden 
Körper  vor  ihrem  Zusammentreffen  keine  Winkel- 
geschwindigkeiten besafsen,  sie  durch  den  Stofs  in- 
folge der  Reibung  in  entgegengesetzte  Rotationen 
versetzt  werden  müssen,  was  mit  der  Erfahrung  sich  auch 
vollständig  deckt. 

Ganz  ebenso  wie  bei  diesem  Probleme  wird  man  die  Unter- 
suchung des  schiefen  exzentrischen  Stofses,  d.  h.  des 
allgemeinsten  Falles,  zu  führen  haben.  Hierbei  treten,  da  die 
gemeinsame  Normale  beider  Körper  an  der  Berührungsstelle  nicht 
mehr  durch  die  Schwerpunkte  geht,  auch  ohne  Mitwirkung  der 
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Reibung  Drehmomente  auf,  so  dafs  solche  Körper,  wenn  sie 
auch  vorher  nur  eine  fortschreitende  Geschwindigkeit  besafsen, 
durch  den  Stols  in  Drehung  versetzt  werden. 

Gelangen  zwei  Körper  miteinander  in  stolsweise  Berührung, 
von  denen  wenigstens  einer  in  seiner  Bewegung  durch 
irgend  einen  Zwang,  z.  B.  durch  Führungen  an  zwei 
Punkten  behindert  ist,  so  gestalten  sich  die  Bewegungsverhältnisse 
im  allgemeinen  auch  abgesehen  vom  Einflüsse  etwaiger  Reibungen 
so  verwickelt,  dafs  eine  rechnerische  Verfolgung  kaum  durch- 
führbar erscheint.  Wir  wollen  uns  darum  in  der  Folge  auch 
auf  die  Untersuchung  einiger  praktisch  wichtiger  und  ziemlich 
einfacher  Falle  beschränken. 

Zu  diesen  gehört  vor  allem  der  Stols  eines  freien  Körpers 
gegen   einen   zweiten,    welcher   um   eine  feste  Achse   O 

drehbar  ist  (Fig.  188).  Die  momentane 
Geschwindigkeit  des  freien  Körpers  tn' 
können  wir  nun  wieder  in  eine  Tangential- 
und  eine  Normalkomponente  an  der  Be- 
rührungsstelle Ä  zerlegen,  von  denen  die 
letztere  mit  der  Richtung  der  Stolskraft  P 
_^  zusammenfällt  und  demnach  wenigstens 
bei  reibungsfreiem  Stolse  allein  in  Frage 
kommt.  Ist  Vi  diese  Normalkomponente, 
sowie  coi  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
in  0  drehbaren  Körpers  m  vor  dem 
Stolse,  so  erhalten  wir,  unter  r  das  Lot  von  0  auf  die  Normale 
in  A  verstanden,  mit  den  Trägheitsradien  k  der  Masse  m 
Bezug  auf  0 


Fig.  188. 


m 


mÄ2 


dco 


=  Pr 


m 


dt 

dv 

dt"^^-^ 


(18) 


oder  nach  Ausführung  der  Integration  für  die  End werte  to^  und  t^ 

—  (a>2-coi)=j  Pdt 

0 

t 


m'  («2 


-^=-j" 


Pdt 


(18a) 
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Die  Addition  beider  Formeln  liefert  schliefslich 

m'  (V2  —  Vi)  +  —  (w2  —  wi)  =  0,  .    .     .     .    (19) 

eine  Gleichung,  welche  der  Gl.  (1)  ganz  analog  gebaut  ist  und  in 
dieselbe  übergeht,  wenn  wir  die  linearen  Geschwindigkeiten  des 
StoXspupktes  'A  in  der  Richtung  der  Stolsnormale 

w^z=z  rci)iy  W2  =  rü)2 

einführen  und 

^' 

setzen.  Infolgedessen  dürfen  wir  auch  mit  dem  Stofskoeffi- 
zienten  a  statt  der  Gl.  (10)  schreiben 

rw2  — i;2  =  €(vi  —  rwi),    .....     (20) 

womit  dieser  Fall  auf  den  geraden  Zentr al st oIs  freier 
Körper  zurückgeführt  ist.  Die  beiden  Formeln  (19)  und  (20) 
genügen  in  der  That  vollkommen  zur  Berechnung  der  beiden 
Endwerte  tr2  und  V2,  wenn  die  Werte  tri  ^ind  Vi  vor  dem  Stofse 
bekannt  und  die  Stofsstelle  bezw.  durch  dieselbe  das  Lot  r  auf 
ihrer  Normale  von  0  aus  gegeben  ist.  Wird  r  =  0,  d.  h.  geht 
die  Stolsnormale  durch  die  Achse  0  selbst  hindurch,  so  findet 
nach  (18a)  keine  Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit  statt,  und 
der  Stols  erfolgt  wie  derjenige  einer  Masse  m'  gegen  eine  feste 
Wand. 

War  der  drehbare  Körper  vor  dem  Stofse  in  Ruhe,  so  gibt 
sich  mit  wi  =  0  die  schliefsliche  Winkelgeschwindigkeit  desselben 
aus  (19)  und  (20)  durch  EUmination  von  V2  zu 

•   m'r 

Sie  wird  zu  einem  Maximum,  wenn  der  Nenner  der  rechten  Seite 
ein  Minimum  ist,  d.  h.  für 

—^  =k-y— 21a) 

Der  in  dieser  Entfernung  von  der  Achse  befindliche  FuXspunkt 
des  Lotes  auf  die  Stolsnormale  heilst  wohl  auch  der  Stols- 
punkt  des  drehbaren  Körpers.    Die  Lage   desselben  ist  nicht 

27» 
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nur  von  einer  eigenen  Masse  nnd  Gestalt,  sondern  auch  noch 
von  der  Masse  des  stofsenden  Körpers  abhängig. 

Für  praktische  Zwecke  ist  es  oft  erwünscht, 
die  Wirkung  des  Stolses  auf  die  Achse  entweder 
tunlichst  zu  vermindern  oder  ganz  au&uheben. 
Dies  letztere  gelingt  dann,  wenn  der  Drehpunkt  O 
mit  dem  Momentanpol  der  Bewegung  des  als  frei 
gedachten  Körper  nach  dem  Stofse  zusammenfällt, 
weshalb  man  diesen  Pol  auch  als  Mittelpunkt 
des  Stolses  öder  kürzer  als  Stofsmittelpu'nkt 
bezeichnet.  Ist  der  Körper  frei  (Fig.  189),  so  er- 
fährt durch  die  Stofskraft  P  einerseits  die  Gesamt- 
masse m  desselben,  welche  wir  uns  im  Schwer- 
punkte S  konzentriert  denken  wollen,  eine  lineare 
Beschleunigung,  nämlich 


Flg.  189. 


m 


dw 


=  P, 


(22) 


andererseits  aber  tritt  auch  eine  Winkelbeschleunigung  auf,  welche 
sich,  unter  A;o  den  Trägheitshalbmesser  von  m  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  sowie  unter  tq  das  vom  Schwerpunkt  auf  die  Stols- 
normale gefällte  Lot  SB  verstanden,  aus 


(23) 


berechnet.  Da  nun  im  ersten  Momente  nach  dem  Stolse  die 
lineare  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  derjenigen  des  Schwer- 
punktes parallel  ist,  so  muls  der  Momentanpol  0  der  Bewegung 
des  freigedachten  Körpers  in  der  Fortsetzung  der  Schwerachse  BS 
liegen.  Bezeichnen  wir  seine  Entfernung  von  S  mit  s,  so  ist 
sofort  auch  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit 

w  =  SM (24) 

Damit  aber  erhalten  wir  aus  (22)  und  (23) 

kl 
ro 

oder  nach  Einführung  des  Trägheitshalbmessers  k  für  den  Mo- 
mentanpol und  des  Abstandes  r  desselben  von  der  Stolsnormale 
mit  Hilfe  von 


=  s, 
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Ä;2  =  Äo^4-s2,  r  =  ro  +  s 

r  =  7 (25) 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  die  reduzierte  Pendellänge 
des  in  0  als  Pendel  aufgehängten  Körpers,  so  dafs  wir  den  Satz 
baben:  Soll  ein  um  0  drehbarer  Körper  durch  einen 
Stols  derart  in  Rotation  versetzt  werden,  dalssetne 
Achse  keinen  Druck  erfährt,  so  muls  die  Stolsrich- 
tung im  Endpunkte  der  reduzierten  Pendellänge 
des  Körpers  in  Bezug  auf  0  auf  dieser  normal  stehen. 
Führt  man  z.  B.  mit  einem  Hammer  einen  Schlag  aus,  so  wird 
man  im  allgemeinen  an  der  Hand,  welche  den  Hammerstiel  um- 
falst,  einen  kräftigen  Stofs  fühlen,  eine  Erscheinung,  die  als  das 
Prellen  der  Hämmer  bekannt  ist.  Nur  wenn  die  Hand  am 
Stofsmittelpunkt  angreift,  tritt  kein  Prellen  auf.  Weiterhin  ist 
die  Anwendbarkeit  des  schon  in  §  32  erwähnten  ballistischen 
Pendels  zur  Messung  von  Gescholsgesch windigkeiten  geradezu 
an  die  Bedingung  geknüpft,  dab  dieser  Apparat  im  Stoüsmittel- 
punkte  drehbar  aufgehängt  wird,  bezw.  dals  er  im  Schwingungs- 
mittelpunkte vom  Geschols  getroffen  wird,  da  sonst  die  Drehachse 
kaum  dem  Stolse  Widerstand  leisten  könnte.  Ist  i;  die  Geschols- 
geschwindigkeit  unmittelbar  vor  dem  unter  dieser  Bedingung  er- 
folgenden Stolse  an  das  bis  dahin  ruhig  vertikal  hängende  Pendel 
von  der  Masse  m',  m  die  Gescholsmasse  und  w  die  gemeinsame 
Endgeschwindigkeit  infolge  des  ganz  unelastischen  Stofses,  so 
hat  man,  unter  k  den  Trägheitsradius,  r  die  reduzierte  Pendel- 
länge verstanden, 

m  +  wt'  -gl  W7  =  wv (26) 


oder  wegen  (25) 


w  =  v    .     .     .     .     .     .     (26a) 


Der  gemeinsamen  Geschwindigkeit  w  nach  dem  Stolse  entspricht 
dann  eine  Erhebung  des  Schwerpunktes  beim  Ausschlage  (p  der 
Schwerachse  um 

*=  m+m'  a-°o«y)» (27) 
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womit  sich  die  Geschwindigkeit  des  Gescholses  beim  Auftreffea  zu 

v={i+^l^i^ (28) 

ergibt.  Vergleicht  man  diese  Formel  mit  GL  (4)  im  §  32,  so 
erkennt  man,  dafs  dort  auf  den  Unterschied  zwischen  s,  r  und  k 
keine  Rücksicht  genommen  wurde. 

Schliefslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dafs  die  Sätze  über 
den  Stolsmittelpunkt  auch  für  das  richtige  Funktionieren  der 
Glocken  insofern  von  Wichtigkeit  sind,  als  der  Klöppel  in 
seinem  Stolsmittelp.unkte  aufgehängt  sein,  bezw.  in 
einer  seiner  reduzierten  Pendellänge  gleichen  Entfernung  hiervon 
an  die  Glocke  anschlagen  sollte,  um  ein  Prellen  zu  vermeiden. 
Das  Prellen  äufsert  sich  in  diesem  Falle  durch  ein  die  Harmonie 
des  Geläutes  überaus  störendes  Klirren  des  Klöppels. 

§  47.    Gleichgewicht  und  stationäre  Bewegung  ebenef 

Seilsysteme. 

Ketten  und  Seile.  Das  Seilpolygon  und  sein  Zusammenhang  mit  dem 
Kräftepolygon ;  die  Polarachse.  Parallele  Kräfte  und  kontinuierliche 
Belastung.  Seilkurven:  Parabel  und  Kettenlinie  für  ruhende  sowie 
stationär  bewegte  Seile,   Anwendung   auf  die  Verlegung  von  Kabeln. 

Neben  den  starren  Gebilden,  speziell  den  im  §  37  besprochenen 
Fachwerken,  deren  Konfiguration  bei  gegebenen  Stablängen  und 
hinreichender  Stabzahl  unabhängig  von  der  Gröf se  und  Richtung 
der  äulseren  Kräfte  war,  treten  uns  auch  häufig  Systeme  ent- 
gegen, deren  Gestalt  erst  durch  die  Verteilung  und  Gröfse  der 
äulseren  Kräfte  bedingt  ist.  Das  einfachste  Beispiel  bildet  eine 
Reihe  durch  Gelenke  mit  einander  verbundener  starrer  Stäbe 
(GHeder),  eine  sog.  Kette,  welche  bei  unendücher  Verkürzung 
ihrer  GHeder  in  einen  Faden  oder  Seil  übergeht.  Beide  Ge- 
bilde haben  die  Eigenschaft,  dals  sie  nur  in  Folge  der  Reibung 
in  den  Gelenken,  welcher  bei  den  Seilen  die  sog.  Steifigkeit 
entspricht,  Druckspannungen  aufnehmen  können.  Sehen  wir 
demnach  von  dieser  Reibung  bezw.  Steifigkeit  vor  der  Hand  ab, 
so  wird  sich  die  Konfiguration  dieses  Systems  so  lange  unter 
dem  Einflüsse  von  äulseren  Kräften  verändern,  bis  nur  noch 
Zugspannungen  darin  auftreten.  Die  weitere  Voraussetzung, 
dafs  die  Länge  solcher  Seile   sich  unter   dem  Einflüsse   dieser 
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Zugspannungen  nicht  ändert,  veranlalst  uns,  die  aus  ihnen  be- 
stehenden Gebilde  als  starr,  wenn  auch  in  .engerem  Sinne,  zu 
betrachten  und  in  der  Mechanik  starrer  Körper  abzuhandebi. 

Wir  denken  uns  diesen  Zustand  an  einem  vollkommen  bieg- 
samen, gewichtslosen  und  reibungsfreien  Seile  (Fig.  190)  derart 
erreicht,  dals  die  in  den  Punkten  Ci,  C2  .  .  Cn,  die  wir  wie  bei 
den  Fachwerken  als 
Knoten  bezeichnen 
wollen,  angreifenden 
äufseren  Kräfte  Pi, 
P2  .  .  Pn  mit  den  an 
den  festen  Aufhänge- 
punkten Ä  und  B  an- 
greifenden Endspan- 
nungen 80  und  Sn  im 
Gleichgewichte  sind. 
Dann  bildet  das  Seil 
ein  sog.  Seilpoly- 
gon oder  Seileck 
A.  Gl  Cg  .  .  Cn  By  an 
dessen  Knoten  die 
äulseren    Kräfte     P 

mit  den  Spannungen  8  in  den  beiden  benachbarten  Seilstücken 
im  Gleichgewichte  sein  müssen,  Um  diese  Spannungen  zu  finden 
konstruieren  wir  aus  den  äufseren  Kräften  Pi  P2  .  .  Fn  das 
daneben  stehende  Kräftepolygon,  welches  durch  die  beiden, 
den  Strecken  A  Oi,  Cn  B  parallelen  Spannungen  80  und  Ä«,  die 
sich  im  Punkte  0,  dem  sog.  Pole  des  Kräftepolygons 
treffen,  geschlossen  wird.  Verbindet  man  schliefslich  noch  diesen 
Pol  mit  den  übrigen  Ecken  des  Kräftepolygons,  so  erhält  man 
die  den  Seilstücken  Ci  C2,  O2  C3  .  .  Cn-i  Cn  parallelen  Linien  812, 
1S23,  Sn-i,  n,  welche  unmittelbar  die  Spannungen  in  diesen  Stücken 
angeben.  Der  Beweis  hierfür  liegt  einfach  darin,  dals  je  zwei 
dieser  Spannungen  mit  einer  äufseren  Kraft  P  ein  Dreieck  mit 
der  Spitze  in  0  bilden.  Die  Endspannungen  80  und  Äi,  welche 
sich  in  einem  Punkte  D  der  Ebene  des  Seilpolygons  schneiden, 
lassen  sich  natürlich  wiederum  zu  einer  durch  D  hindurch- 
gehenden  Resultante   B   zusammensetzen,    deren    Grö&e    und 


Fig.  190. 
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Richtung  sich  sofort  aus  dem  Kräftepolygon  als  dritte  Seite  des 
aus  So  und  8n  gebildeten  Dreiecks  ergibt. 

Denken  wir  uns  nun  in  Fig.  191  die  Kräfte  Pi,  P2  .  .  Pn  nach 
Orölse  und  Richtung  gegeben,  so  können  wir  offenbar  den  Pol  O 
des  Klüftepolygons  beliebig  wählen  und  alsdann  für  jeden  soiclien 


AM'- 


^ol  durch  Parallele  zu  den  Spannungen  So,  Sij^ .  .  Sn  zwischen 
den  Kraftrichtungen  von  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  Ä,  aus  das 
Seilpolygon  Qt  C2  .  .  Cn  konstruieren.  Wiederholt  man  mit  einem 
andern  Pol  0'  unter  Festhaltung  des  Ausgangspunktes  Ä  das 
Verfahren,  so  erhält  man  ein  zweites  Seilpolygon  Ci'  C2'  . .  C»' 
mit  den  Spannungen  Sq'  Ä12' .  .  Sn-  Da  nun,  wie  aus  dem  Kraft- 
polygon ersichtlich,  die  beiden  entsprechenden  Spannungen  So 
und  Sq\  S12  und  ^12'  u.  s.  w.  jedesmal  dieselbe  Resultante  00' 
besitzen,  so  müssen  sich  auch  die  entsprechenden  Seilspannungen 
im  Seilpolygon  auf  der  Richtungslinie  dieser  Resultante  in  den 
Punkten  -4  ^di  -^2  .  .  schneiden.  Diese  Richtungslinie  ergibt  sich 
aber  sofort  als  Parallele  zu  00'  durch  den  beiden  Seilpolygonen 
gemeinsamen  Ausgangspunkt  Ä  und  wird  die  Polarachse 
genannt. 

Die  Pölarachse  benutzt  man  nun  vorwiegend  zum  Entwerfen 
von  Seilpolygonen,  welche  durch  gegebene  Punkte  hindurchgehen 
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sollen,  wenn  die  Kräfte  P  nach  Grölse  und  Richtung  gegeben 
sind.  Sind  A  und  B  zwei  solche  Punkte,  so  erhält  man  zunächst 
mit  dem  Pol  0'  im  Kräftepolygon  das  Seilpolygon  A  Gi  G^  . .  Cn, 
welches  nicht  durch  B  hindurchgeht.  Kennt  man  dann  die 
Polarachse,  so  verlängert  man  die  letzte  Seilspannung  Sn  bis 
zum  Schnitte  An  mit  derselben  und  verbindet  B  mit  An,  Dies 
ist  dann  die  Richtung  der  korrespondierenden  Spannung  Sn, 
welche  die  Kraft  P»  im  Punkt  Cn  schneidet.  Verbindet  man 
diese  Punkte  wieder  mit  dem  Schnitte  An-i  der  Spannung  Sn—i, n 
des  willkürlich  entworfenen  Seilpolygons,  so  erhält  man  den 
Punkt  Cn-i  u.  s.  w.  Man  erkennt  übrigens,  dals  diese  Kon- 
struktion bei  der  willkürlichen  Lage  der  Polarachse  auf  unendlich 
viele  Lösungen  führt,  die  Aufgabe  also  unbestimmt  ist.    Sie  wird 


Fig.  192. 

erst  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  aulser  den  Punkten  A  und  B 
in  Fig.  192  noch  einen  dritten  B  festlegt,  oder  auch  die  Länge  des 
Seiles  zwischen  A  und  B  als  gegeben  betrachtet.  In  beiden  Fällen 
wird  man  die  Linie  AB  sofort  als  Polarachse  wählen.  Liegt 
der  Punkt  D  zwischen  den  Richtungslinien  der  Elräfte  Pä  und 
P<,  so  hat  man  nur  den  Schnittpunkt  An  der  Spannung  Sm*  mit 
der  Polarachse  mit  D  zu  verbinden,  um  das  entsprechende  Stück 
Gh  Gi  des  gesuchten  Seilpolygons  zu  finden.  Ist  dagegen  die 
Länge  des  ganzen  Seiles  vorgeschrieben,  so  führt  das  Probieren 
mit  verschiedenen  Seilpolygonen  und  gemeinsamer  Polarachse  AB 
am  raschesten  zum  Ziele. 

Praktisch  weitaus  am  wichtigsten  ist  nun  die  Belastung 
des  Seiles  ausschlielslich  durch  parallele  Kräfte,  z.  B.  die 
Gewichte  Pi,  P^  . .  Pn^  welche  sich  im  Kräftepolygon  zu  einer  Ge- 
raden zusammensetzen,  deren  Gesamtlänge  die  Summe  der  beiden 
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Vertikalreaktionen  Vq  und  Vn  in  Ä  und  B  angibt  (Fig.  193).  Die 
Einzelwerte  derselben  erhält  man  sofort  durch  die  Horizontale  O  H 
im  Kräftepolygon.    Daraus  erkennt  man  auch,  dals  in  diesem 


Mg.  198. 


Falle  alle  Spannungen  S  einschliefslich  der  Schlufs- 
spannungen  iSo  und  iSn  dieselbe  Horizontalkomponente 
H  (OH  im  Kräftepolygon)  besitzen.    Dieser  Satz  bleibt  auch 


Fig.  194. 


noch  gültig,  wenn  die  Zahl  der  Einzellasten  P  unendlich  wächst, 
während  ihre  Stärke  unbegrenzt  abnimmt,  d.  h.  bei  kontinuier- 
licher Belastung  dße  Seiles,  wie  sie  z.  B.  durch  das  bisher 
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vemachlälsigte  Eigengewicht  desselben  entsteht.  In  solchen 
Fällen,  insbesondere  wenn  die  Belastungskurve  q=f(x)  gegeben 
ißt,  empfiehlt  es  sich,  die  Gestalt  des  Seiles,  die  sog.  Seil- 
kurve  auf  rechnerischem  Wege  zu  ermitteln.  Bezeichnen  wir 
in  Fig.  194  die  Spannung  des  Seiles  an  dem  ins  Auge  ge- 
fafsten  Punkte  x,  y  mit  S,  so  können  wir  dieselbe  sofort  in  eine 
Horizontalkomponente  H  und  eine  Vertikalkomponente  F  zer- 
legen. Ist  T  der  Neigungswinkel  der  Tangente  der  Seilkurve 
in  diesem  Punkte  mit  der  Horizontalen,  so  folgt  zunächst 

Differenzieren  wir  diese  Gleichung  nach  x^  so  erhalten  wir, 
da  H  für  alle  Punkte  der  Seilkurve  denselben  Wert  besitzt 

cPy   ^  dV 
' ^J^  ^  dx        ^^^ 

Nun  kann  aber  der  Zuwachs  der  Vertikalkraft  V  aus  der 
ßelastungskurve  entnommen  werden,  da 

dj  =  qdx .     (-3) 

Mithin  dürfen  wir  auch  statt  (2)  schreiben 

^^'^ w 

und  erhalten  so  dieDifferentialgleichung  der  Seilkurve. 
In  dem  sehr  häufig  vorkommenden  Falle  der  gleichförmigen 
Belastung  lälst  dieselbe  sofort  integrieren.    Man  erhält  so 

^sf  =  «^  +  ^1 (ö) 

Hy     =  ^x^+C^x+C^ (6) 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel.  Sind  die  Punkte  A  und 
B  durch  ihre  Koordinaten  gegeben,  so  lassen  sich  daraus  die 
Integrationskonstanten  bestimmen.  In  der  Praxis  kommt  es 
nun  meistens  darauf  an,  die  Horizontalspannung  zu  berechnen, 
da  diese  für  die  Standfestigkeit  der  Stützen,  welche  das  Seil 
oder  einen  Draht  in  Ä  und  B  tragen  (z.  B.  der  Telegraphen- 
stangen u.  s.  w.)  mafsgebend  ist.  Dazu  braucht  man  aber,  wie 
aus  (6)  ohne  weiteres  ersichtlich,  die  Kenntnis  eines  dritten 
Punkte»  der  Seilkurve. 
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Liegen  z.  B.  die  Aufhängepunkte  Ä  und  B  mit  dem  Abstände  l 
beide  gleich  hoch  (Mg,  195),   so  empfiehlt  es  sich,   die  rc- Achse 


Flg.  195. 

durch  sie  hindurch  zu  legen.  Alsdann  verschwindet  y  für  a?  =  O 
und  a?  =  ^  mithin  auch  C2,  wahrend  sich  die  andere  Kon- 
stante zu 

ergibt.    Die  beiden  61.  (5)  und  (6)   vereinfachen   sich   damit   in 

^'£=^{--^) (^-) 

Hy=  ^  (x^  —  xl) (6a) 

Für  X  =  -^  wird  y  zu  einem  Maximum  bezw.  Minimum  der  sog. 
Pfeilhöhe  des  Bogens  der  Seilkurve,  nämlich 

lfymax  =  — Y, (6b) 

woraus  man  erkennt,  dals  die  Horizontalspannung  um 
so  stärker  wird,  je  flacher  der  Bogen  ausfällt,  d.h. 
je  straffer  das  Seil  angezogen  ist.  Dieses  Ergebnis  hätte 
man  auch  ganz  allgemein  aus  der  Di&rentialgleichung  der  Seil- 
kurve ableiten  können,  da  der  zweite  DifEerentialquotient  be- 
kanntlich ein  Mats  für  die  Krümmung  der  Kurve  darstellt.  Damit 
hängt  auch  der  Satz  zusammen,  dats  es  beim  Vorhandensein 
einer  Belastungskurve  unmöglich  ist,  dasSeil  voll- 
kommen geradlinig  zu  spannen.  In  diesem  Fall  mülste 
nämlich  der  Tangentenwinkel  r  konstant  sein,  d.  h. 

werden,  was  nur  eintreten  kann,  wenn  entweder  q  verschwindet, 
d.  h.  keine  Belastung  vorliegt  oder  wenn  die  Horizontalspannung 
H  =^  CO  wird.    Dies  ist  aber  in  Wirklichkeit   überhaupt  nicht  zu 
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erreichen.  Wir  mülsten  daher,  um  bei  dem  oben  behandelten 
Problem  geradUnige  Stücke  im  Seilpolygon  zu  erhalten,  vom 
Eigengewichte  des  Seiles  ausdrücklich  abstrahieren. 

Die  Kurve,  welche  ein 
lediglich  seinem  Eigengewichte 
unterworfenes,  reibungsfrei  bieg- 
sames Seil  annimmt,  ist  übrigens 
nicht  mit  der  eben  abgeleiteten 
Parabel  identisch.  Der  Zuwachs 
derVertikalspannung  ist  nämlich 
hier  dem  Bogenelemente  selbst 
proportional,  während  er  bei 
der  Parabel  sich  gleichmälsig 
über  die  Spannweite  verbreitete. 
Wir  haben  demnach,  unter  q 
das  konstante  Gewicht  der 
Längeneinheit  des  Seiles  ver- 
standen, 

dV=  qds (7) 

zu  setzen  und  erhalten  damit  aus  (2)  die  Differentialgleichung 
der  sog.  Kettenlinie 

d^y  _     ds 

dx^        ^  dx 


H 


(8) 


Rechnen  wir   sowohl  die  Abszisse,   wie  auch  den  Bogen  in 

Fig.  196   vom  tiefsten  Punkte  der  Kurve  aus,  setzen   also   für 

dy 

-^  =  0,  a;  =  0  und  5  =  0,  so  folgt  daraus  sofort 

Hdy^ 

q  dx         ' 

wofür  wir  mit  der  Abkürzung 


(9) 


H 


=  a 


(10) 


auch  schreiben  dürfen 

dx       a 


.  dx       a 

bezw.     3—  =  — 

dy       s 


(9a) 


Die  Tangente  des  Neigungswinkels  wächst  demnach 
proportional  mit  dem  Bogen  der  Kettenlinie.  Ausden 
Formeln  (9a)  folgt  nun  wieder  mit  dx^  -j-  dy^  =  ds^ 
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a  ds 

dx  =  — 

s  ds 
dii  =  — 

Die  Integration  ergibt  hierfür  mit  ic  =  0,  s  =  0  und  y  =^  a 


(II) 


y 


=  ya2  +  s2 


Durch  Elimination  des  Bogens  $  aus  diesen  beiden  Formebi  folgt 
schlielslich  die  Gleichung  der  Kettenlinie 

Die  Konstante  a  =  —  ist  hierin  mit  dem  Abstand  des  tiefsten 

Punktes  der  Linie  von  der  Abszissenachse  identisch.  Handelt 
es  sich  um  sehr  dünne  und  straff  gezogene  Drähte 
oder  Fäden  mit  geringer  Spannweite,  so  ist  das  Ver- 
hältnis des  Eigengewichtes  der  Längeneinheit  sowohl,  wie  auch 
des  ganzen  Fadens  klein  gegen  die  Horizontalspannung  H  und 
man  kann  die  Reihenentwicklung  für  den  Klammerausdruck  in 

(13)  mit  der  zweiten  Potenz  von  ^  abbrechen.  Die  Näherungs- 
formel für  diesen  Fall  wird  alsdann 

y  =  7  +  ^, a3a) 

also  wieder  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Gültigkeit  für 
das  nur  unter  der  Eigenlast  stehende  Seil  hiemach  auf  flache 
und  dazu  kurze  Bogen  beschränkt  ist. 

Mit  dem  vorstehend  behandelten  Problem  sehr  nahe  ver- 
wandt ist  der  praktisch  wichtige  Fall  eines  Seiles  oder 
Riemens,  der  etwa  zwischen  zwei  Rollen  sich  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt.  Zunächst 
erkennt  man,  dals  die  obige  Grundgleichung  (1)  auch  hierfür  gilt, 
da   das  Element  ds  in  der  Normalenrichtung   keine   Bewegung 
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vollzieht.  Sind  x  und  y  dif,  Koordinaten  dieses  Elementes  und 
zwar  der  Einfachheit  halber  sogleich  bezogen  auf  ein  System 
OXTy  dessen  F- Achse  durch 
den  tiefsten  Punkt  der  Seil-  ^ 

kurve  hindurchgeht,  so  erhal- 
ten wir  die  an  dem  Elemente 
wirksamen  Kräfte,  wenn  wir 
uns  dasselbe  herausgeschnit- 
ten und  an  dem  Ende  die 
dort  herrschenden  Seilspan- 
nungen angebracht  denken 
(Fig.  197).  Ist  wieder  q  das 
Seilgewicht    der  Längenein-  ng.  197. 

heit,  so  ergeben  sich  aus 
dieser  Betrachtung  sofort  die  beiden  Bewegungsgleichungen 


dV —  qds  = 


dH 


q       d^y 
ds 


9 


dt^ 


(14) 


g^'dt^ 


Bedeutet  nun  v  die  konstante  Geschwindigkeit  des  Seiles,  so  ist, 
imter  t  den  Tangentenwinkel  verstanden. 


dx 


=  V  cos  T , 


dy 
jy=t;smT, 


woraus  sich  die  Beschleunigungskomponenten  zu 


d^x        ^  d  (cos  t) 


dt^ 


ds 


d^y  ^^_^(8inT) 


dt^ 


ds 


(15) 


ergeben.    Mit  diesem  Werte  gehen  die  Gl.  (14)  über  in 


dV  —  qds  ==  —  v^  d  (sin  r) 


dH 


z^  —  v^  d  (cos  t) 

9         ^        ^ 


(14a) 


In  dieser  Form  sind  sie  sofort  integrabel.  Rechnen  wir  den 
Bogen  s  wie  schon  bei  der  ruhig  hängenden  Kettenlinie  vom 
tiefsten  Punkte  aus,  setzen  also  s  ==  0  für  t  =  0 ,  so  erhalten 
wir,  da  dort  auch  Fo  =  0  sein  mufs 
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TT  ,      ^^      . 

Y=  qs  -\-  - —  sm  r 

/^  i      .     .     •     .     (15) 

Die  Integrationskonstante  Hq  bedeutet  hierin  die  SeilspannuDg 
im  tiefsten  Pankte.  Eliminieren  wir  schlieMich  mit  Hilfe  der 
Gl.  (1),  d.  h,  mit  V  =  Htgr  die  beiden  Spannmigskomponenten, 
Bo  bleibt  die  der  61.  (9)  ganz  analog  gebaute  Formel 

•=(f-r)'«' <«) 

übrig,  deren  weitere  Behandlung  wie  oben  wiederum  eine  Ketten- 
1  i  n  i  e  ergeben  muls.   Dieselbe  unterscheidet  sich  von  der  früheren 

nur  dadurch,  dafs  — an  Stelle  von  —  tritt.      Die    Seü- 

Q         9  2 

Spannung  an  einer  beliebigen  Stelle  ergibt  sich  damit  zu 

S=7sinT  +  fl'cosT  =  (flo  — —  1-^+^,    .    (17) 

mithin  diejenige  am  tiefsten  Punkte ,  d.  i.  für  t  =  0  in  Über- 
einstimmung mit  unserer  Definition  von  Hq  zu  Sq  =  J^o*  Schreibt 
man  die  Gl.  (17)  in  der  Form 

Ä-2^  =  (flo-^)-^=4i-..    .     .    (18) 
g        \    "        g  I  cos  T       sin  T '  ^     ^ 

so  erkennt  man,  dals  die  Spannungen  des  bewegten  Seiles  sich 
von  demjenigen  des  ruhig  hängenden  lediglich  durch  Hinzutreten 
eines  von  der  Zentrifugalbeschleunigung  herrührenden  Gliedes 
unterscheiden.  Diese  Tatsache  kann  man  auch  direkt  zur  Her- 
leitung der  Seilkurve  benutzen.^)  Denkt  man  sich  nämlich  in 
Fig.  198  ein  Element  ds  der  Seilkurve  herausgeschnitten,  so  ist 

dasselbe   einer   der  Zentrifugalbeschleunigung  — ,   worin  q  den 

Krümungshalbmesser  der  Seilkurve  an  der  betreffenden  Stelle 
bedeutet,  entsprechenden  Normalkraft  unterworfen.    Dieser  Nor- 


^)  Siehe  Friedmann,  Beitrag  zor  Berechnung  des  Drahtseil- 
triebes. Zeitschrift  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure  1894.  Eine  allge- 
meinere Theorie  stationär  bewegter  Fäden  findet  sich  bei  Bouth, 
Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  Bd.  II  §  594  u.  ff. 
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malkraft wird  aber  durch  einen  Zusatz  z/iSzurSeilspannung 

9     Q 
im  Ruhezustande   das  Gleichgewicht  gehalten.    Projiziert   man 

die  beiden  gleich  groJteen  Zusatzspannimgen  J8  an  den  Enden 

des  Elementes  ds^^^gdr   auf   die  Normale,   so  ergibt  sich  für 

das  Gleichgewicht  dieser  Zusatzkräfte   in  der  Normalenrichtung 


^      —  ==  2J8  sin  "ö-  =  ^Sdr 


oder 


9     9 


9 


Zieht  man  alsdann  diesen  Zusatz  einerseits  von  8,  anderer- 
seits von  der  Spannung  Hq  im  tiefsten  Punkte  der  Kurve  des 
beweglichen  Seiles  ab,  so  ergeben  sich  sofort  die  entsprechenden 


Fig.  198. 


Fig.  199. 


Spannungen  im  ruhenden  Seüe,  womit  die  GL  (14  a)  unmittelbar 
erfüllt  erscheint.  Von  dem  Ansätze  (14)  unterscheidet  sich  diese 
Betrachtung  einfach  dadurch,  dals  wir  hier  die  Kräfte  in  der 
Richtung  der  Normalen  und  der  Tangente  zerlegten,  während 
wir  oben  von  den  in  die  Koordinatenrichtungen  fallenden  Kom- 
ponenten ausgingen.  Man  erkennt  aus  dieser  Überlegung  aufser- 
dem,  dafs  die  stationäre  Bewegung  des  Seiles  immer  in  derselben 
Form  der  Seilkurve  sich  vollziehen  muls,  welche  sich  lediglich 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  im  Ruhezustande  einstellen 
würde. 

Eine  der  wichtigsten  praktischen  Anwendungen  dieses  Satzes 
bildet  die  Verlegung  eines  Kabels  von  einem  SchifEe  aus 
auf  den  Meeresgrund.  Setzen  wir  voraus,  derselbe  sei  vollkommen 
horizontal  und  das  Kabel  werde  ohne  Streckung  und  Faltung 
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(d.  h.  ohne  sog.  Verlust)  verlegt,  so  mufs  die  Geschwindigkeit  des 
Kabelmaterials  in  der  Seilkurve  mit  der  Geschwindigkeit  des 
Schiffes  übereinstimmen.  Die  ganze  in  Figr  199  dargestellte  Seil- 
kurve  ÄO  hat  demnach  ebenfalls  dieselbe  Horizontalgeschwindig- 
keit, so  dalis  sich  die  wahre  Geschwindigkeit  eines  Seilelementes 
aus  zwei  gleich  grolsen  Komponenten  v  zusammensetzt.  Zerlegen 
wir  die  in  die  Seilkurve  selbst  fallende  Geschwindigkeit  in  eine 
horizontale  und  eine  vertikale  Komponente,  so  erhalten  wir, 
unter  r  wieder  den  momentanen  Neigungswinkel  des  Elementes  ds 
gegen  den  Horizont  verstanden, 

dx  dy 

^  =  t;(l-C08T),  ^  =  -«sinr 

und  daraus,  wenn  wir  den  Bogen  s  vom  Meeresgrunde,  also  von 
0  aus  messen 

d!^x ^d  (cos  t)  d^y _i_   2  ^  (®"^  ^) 

Diese  Formeln  stimmen  aber  vollständig  mit  den  Gl.  (15)  über- 
ein, so  dafs  sich  auch  hier  mit  (14)  die  gemeine  Kettenlinie 
ergibt.  Dabei  ist  nur  zu  beachten,  dafs  das  Gewicht  q  pro 
Längeneinheit  um  den  Auftrieb  des  Wassers  zu  vermindern,  also 
bloCs  noch  q'  <Zq  auf  der  linken  Seite  der  ersten  Gl.  (14)  ein- 
zusetzen ist,  während  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Masse 
q  :  g  unverändert  bleibt.  Unter  Berücksichtigung  der  Bewegungs- 
widerstände des  Kabels  im  Wasser,  welche  stets  sehr  erheblich 
sind,  würde  sich  allerdings  das  Problem  viel  verwickelter  ge- 
stalten. 

§  48.    Seilreibung  und  Seilsteiflgkeit. 

Einführung  der  Seilreibung.  Abnahme  der  Seilspannung  längs  des 
Ümspannungsbogens.  Grenzgeschwindigkeit  und  günstigste  Gr^chwin- 
digkeit  für  Seilrollen.  Verhältnis  der  Spannungen  in  einem  Seiltriebe. 
Flaschenzüge;  Wirkungsgrad  derselben.  Seilsteifigkeit.  Das  Riemen- 
dynamometer von  Hefner-Alteneck. 

Die  Energieübertragung  zwischen  einer  Rolle  und  einem 
um  dieselbe  geschlungenen  Seil  wird  durch  eine  Kraft  ermöglicht, 
welche  nichts  anderes  als  die  Reibung  des  Seiles  auf  dem  Rollen- 
umfang sein   kann,   da   ohne   dieselbe   ein  Gleiten  stattfinden 
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Fig.  200. 


mülste.  Durch  diese  Reibung  ist  auch  eine  stetige  Änderung 
der  Seilspannung  zwischen  der  Auflauf»  und  der  Ablauf  stelle 
des  Seiles  bedingt  Bezeichnen  wir  die  Seilspannung  an  irgend 
einem  Punkte  des  Umfangs  der  Rolle 
(Fig.  200),  deren  Radius  r  sein  möge, 
mit  Sy  so  wird  sie  an  einem  um 
ds  =  rd(p  weiter  gelegenen  Punkte 
des  RoUenumfangs  auf  S-\-dS  ge- 
stiegen sein.  Hieraus  ergibt  sich 
durch  dieselbe  Betrachtung  wie  am 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  ein 
von  dem  Seilelemente  ds  auf  die  Rolle 
ausgeübter  Normaldruck  von  Sdcp, 
Durch  die  Zentrifugalbeschleunigung 
des  zunächst  noch  vollkommen  bieg- 
sam angenommenen  Seiles  wird  dieser  Normaldruck  um  den  Betrag 

—  q—  vermindert,   wenn  v   die  konstante  Seilgeschwindigkeit, 

und  q  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Seiles  bedeutet.  Ist/ 
der  Reibungskoeffizient  des  Seiles  auf  der  Rolle,  so  ergibt  sich 
aus  der  Gleichsetzung  des  Reibungswiderstandes  mit  dem  Zuwachs 
der  Seilspannung 

oder  wegen  ds  =  rdcp 

dS=/(s-^)d9 (1) 

Durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  Si  und  S^  folgt  daraus 
mit  dem  sog.  Umspannungsbogen  (jp 


Si- 


v^q 


=     Ä.- 


f<P 


9  \  9 

Das  an  der  Rolle  wirksame  Moment  ist  alsdann 

und  die  Arbeit  in  der  Sekunde  berechnet  sich  zu 


(2) 


(3) 


w  1 1  —  e 


(4) 
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Eine  Arbeitsübertragong  durch  das  Seil  auf  die  Rolle  bezw.  um- 
gekehrt wird  unmöglich,  wenn  das  Moment  (3)  verschwindet. 
Dies  tritt  entweder  ein  für  g)  =  0,  d.  h.  wenn  das  Seil  die  Rolle 
nur  an  einem  Punkte  berührt,  oder  wenn 

8,="^ (3a) 

und  damit  auch  S^  =  Si  wird.  Für  jede  Seilspannung 
existiert  hiernach  eine  Grenzgeschwindigkeit,  welche 
nicht  überschritten  werden  darf,  da  sonst  ein  reibungs- 
loses Gleiten  auf  der  Rolle  und  ein  Versagen  der  Energieüber- 
tragung eintritt.  Das  Seil  fällt  schlieMich  von  der  Rolle  herab. 
Soll  die  vom  Seil  auf  die  Rolle  oder  umgekehrt  übertragene 
Arbeit  bei  gegebener  Spannung  ein  Maximum  sein,  so  hat  man 

dL 

aus  -j—  =  0 
dv 

S.  =^ :    .    .  (4a) 

Sowohl  die  Grenzgeschwindigkeit,  wie  auch  diejenige,  welche 
der  maximalen  Arbeitsübertragung  entspricht,  sind  unabhängig 
vom  Rollendurchmesser,  wenigstens  so  lange  wir  vollkommen 
biegsame  Seile  voraussetzen.  Halten  wir  die  Rolle  ganz  fest 
und  denken  uns  das  Seil  um  dieselbe  im  Ruhestande  geschlungen, 
so  können  wir  mit  v  =  0  aus  der  Gleichung 

Si  =  S^e        (5) 

bei  bekanntem  Reibungskoeffizienten  denjenigen  Umschlingungs- 
winkel  <jp  berechnen,  welcher  einem  bestimmten  Verhältnis 
Si  :  S2  zugehört ,  bezw.  umgekehrt  die  Kraft  S2  angeben ,  mit 
welcher  man  bei  gegebener  Umschlingung  (p  einer  bestinunten 
Last  das  Gleichgewicht  zu  halten  im  stände  ist.  Bei  dem  raschen 
Wachstum  der  Exponentialgrölse  wird  das  Verhältnis  von  Kraft 
zur  Last  schon  bei  wenigen  Umschlingungen  aulserordentlich 
klein,  wovon  man  in  der  Praxis  z.  B.  zum  Festhalten  von 
Schiffen  durch  Taue,  welche  um  rauhe  Pflöcke  einigemale  um- 
gelegt werden,  Gebrauch  macht.  Die  Formel  (5)  kann  auch  zur 
experimentellen  Bestimmung  des  Reibungskoeffizienten  /  durch 
den  Umschhngungsbogen  dienen.  Bei  einem  Riemen-  oder 
Seiltriebe,  der  zur  Energieübertragung  zwischen  zwei  parallelen 
Wellen  dient,  ist  der  Treibriemen  bezw.   das  Treibseil  um  zwei 
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auf  den  Wellen  aufgekeilte  Scheiben  gelegt,  deren  Durchmesser 
alsdann  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten 
stehen,  da  die  Umfangsgeschwindigkeiten  der  Scheiben  gleich 
der  Seilgeschwindigkeit  v  sind.  Nennen  wir  die  den  Rollen  mit 
den  Radien  r'  und  r"  in  Fig.  201   entsprechenden  Spannungen 


Flg.  aoi. 


S'  und  8"f  so  ergibt  zunächst  die  Formel  (18)  des  vorigen  Para- 
graphen den  Zusammenhang  zwischen  der  Spannung  8,  den  Tan- 
gentenwinkeln T  und  der  Bogenlänge  s  von  der  fragUchen  Stelle 
bis  zum  Scheitel  der  Kettenlinie.  Bezeichnen  wir  die  Bogenlänge 
von  dem  Scheitel  bis  zum  Punkte  Ä'  mit  Si,  bis  zimi  Punkte  Ä*' 

mit  Si",  so  ist 

Ä'A"  =  Si'--si"  = 
und  ebenso  \ (6) 


Entsprechen  dann  den  Punkten  A*A"y  B*B"  die  Neigungswinkel 
Ti'  Ti''  T2'  T2",  so  gehen  aus  Gl.  (18)  des  vorigen  Paragraphen  die 
4  Gleichungen 

1  »•      Ol  • —  —  „^„  ^ji   I 

(7) 


^         ^         sin  Ti' ' 


-*         ^         sm  T2'         ^ 


qt^ 


qs2 


sm  T2 


/« 
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hervor.    Da  nun   die   von   der  einen  Rolle  abgegebene  Arbeit 
gleich  der  von  der  anderen  aufgenommen  ist,  so  folgt 

also 

Si  —  82=81   —  S2    =  — » (8) 

oder  nach  Einführung  der  Weite  von  (7) 

Si'  V  Si"  S2" 


sm  Tj'       sin  T2  sin  ti"         sin  T2'' 

Diese  konstante  Differenz  können  wir  nun  noch  umformen,  in- 
dem wir  ds  Bin  r  =  dy  schreiben,  und  erhalten  alsdann  mit 
Rücksicht  auf  die  für  alle  Kettenlinien  zutreffende  Gl.  (12)  des 
vorigen  Paragraphen 

sin  T  ""  dy   ~  2         dy         —  ^     •     •     •     •     W 

Sind  yi',  yi''  die  Ordinaten  von  A^  und  A^\  y^^  y^"  diejenigen 
von  B'  imd  B'\  so  folgt  auch 


sm  T^        sm  Ti'       ^^         ^'^  '        sm  r^*       sm  t^ 

und  wenn  wir  aufeerdem  angenähert  t/i"  —  y^  =  y^^  —  y<^  =  A, 

dem  Vertikalabstande  der  beiden  RoUenachsen,  setzen,  so  haben 

wir  aus  (7) 

&^'  ^8^  =  8^^— 8^  =  qh (10) 

d.h.  die  Endspannungen  diesesSeiles  zwischen  zwei 
Rollen  unterscheiden  sich  angenähert  nur  durch 
das  Gewicht  eines  Seilstückes  von  der  Länge  der 
Vertikalabstände  der  beiden  Wellen.  Dieser  Satz,  d«* 
für  gleich  hohe  WeUen  auf  dieselben  Spannungen  führt,  trifft 
natürlich  um  so  genauer  zu,  je  weniger  sich  die  Rollendurch- 
messer von  einander  unterscheiden. 

Bei  sehr  grolsen  Spannungen  vemachlälsigt  man  sogar  das 
Seilgewicht  vollständig,  wie  z.  B.  bei  sog.  Flaschenzügen 
zum  Heben  grolser  liasten  durch  relativ  kleine  Kräfte.  Derartige 
Einrichtimgen  sind  nichts  anderes  als  Verbindungen  einer  Anzahl 
von  Seilrollen  mit  gemeinsamem  Treib-  oder  Zugseil  (oder  Kette) 
auf  ^iner  festen  und  einer  beweglichen  Achse.  Ordnen  wir  das 
System  der  Übersicht  halber  in  einer  Ebene  an,  so  erhalten  wir 
die  in  Fig.  202  dargestellte  Konfiguration,  in  der  wir  aulser  dem 
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Seilgewicht   auch  das  Gewicht   der  beweglichen  Rollen  viemacb- 
lässigen  wollen. 

Alsdann  ist  im  Gleichgewichte  die  Summe  der  sämtlichen 
nach  den  beweglichen  Rollen  gerichteten  Seilspannungen  identisch 
mit  der  zu  hebenden  Last  P.    Wir  haben  demnach 

iSi  +  Si  +  ...  +  &»  =  P (11) 

Nun   besteht   aber   das  Gleichgewicht  auch  an  jeder  einzelnen 
Rolle,  so  dals  wir,  abgesehen  von  der  Zapfenreibung 

Si  =  82  =  *  *  •  =  Sn  =  Sq 
setzen,  könnten,  unter  Sq  die  zum  Heben  benötigte  Kraft  ver- 
standen.   Infolge  der  Zapfenreibung,  die  wir  durch  Einführung 


^:^ ^z:^^ ^i^ ^::x 


A 


KIPl 


V 


ki^ 


Kiyi 


i 


t 


>> 


i, 


1> 


K 


V37     y^  jpV^     ^ly 


Flg.  202. 


des  allen  Rollen  gemeinsamen  Radius  vq  des  Reibungskreises 
leicht  berücksichtigen  können,  ergeben  sich  dann  die  Momenten- 
gleichungen 

8or  =  Sir  +  {So  +  8{)ro    oder     So  =  S^'"'^^^ 


Sir  =  S2r+(Si  +  S2)ro        » 

u.  s.  w. 


Si    =    ^2 


r  —  ro 

r  +  rp 
r  — ro 


Setzen  wir  der  Kürze  halber  den  Koeffizienten 

r  —  ro 

=  1?  <  1,       ... 


den  wir  auch  den  Wirkungsgrad  der  einzelnen  Rolle 
nennen  dürfen,  so  lauten  unsere  Formeln 

Si  =^  TjSq,    S2  =  i]Si  ,  ,  .  8n  =^  fj8n-i  .     .     .    (13) 

Durch  dieselben  können  wir  nunmehr  sofort  alle  Spannungen  in 
8q  ausdrücken  und  die  entsprechenden  Werte 

Si  =  tjSo;     82  =  if8Q  ,  .  .  8n  =  rj'^So  .     .     .  (13a) 
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in  Gl.  (11)  einführen,  wodurch  dieselbe  übergeht  in 

So(v'i'V^-\'"  +  r)  =  ^. 

oder  nach  Summierung  der-  Reihe 

Da  nun  beim  Emporziehen  die  Kraft  Sq  den  n- fachen  Weg 
zurücklegt,  wie  die  Last  G,  so  ist  der  Gesamtwirkungsgrad 
des  Flaschenzuges 

"^^  ""  uSq  ""  n(l— 17) ^^^^ 

Statt  die  Wirkungsgrade  tj  einzuführen,  hätten  wir  auch 
von  der  Gl.  (5)  Gebrauch  machen  können.  Vergleichen  wir 
dieselbe  mit  Gl.  (13),  so  ergibt  sich 

ri  =  0         , (12a), 

womit  nur  gesagt  ist,  dafs  es  die  Seilreibung  am  Rollenumfange 
ist,  welche  die  in  (12)  stehende  Zapfenreibung  überwindet.  In 
der  Tat  absorbiert  ja  die  Rolle  des  Flaschenzuges  keine  andere 

als  diese  Zapfenreibungsarbeit. 

Genau  so  verhält  es  sich  auch  mit  an- 
deren Flaschenzügen,  von  denen  wir  hier 
nur  den  häufig  angewandten  Differental- 
flaschenzug  anführen  wollen.  Derselbe 
besteht  in  seiner  einfachsten  Form  aus  drei 
Rollen,  von  denen  die  eine  bewegUch,  die 
beiden  andern  koachsial  und  starr  mit  ein- 
ander verbunden  sind  (Fig.  203).  Die  Radien 
dieser  beiden  Rollen  seien  r^  und  r^^  ihr 
Wirkungsgrad  171,  derjenige  der  dritten  be- 
weglichen RoUe,  an  deren  Achse  die  Last  G 
hängt,  172-  Über  die  drei  Rollen  ist  nun  ein 
Seil  derart  geschlungen,  daXs  es  von  der 
beweglichen  Rolle  einerseits  nach  der  klei- 
neren, andererseits  nach  der  grölseren  festen 
Rolle  führt  und  dann  von  der  kleineren 
festen  Rolle  schlaff  herabhängt.  An  diesem 
letzten  Seilstück  greift  nunmehr  die  treibende 
Kraft  Sq  mit  dem  grölseren  Hebelarm  r^  an. 
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Infolgedessen   bestehen   die  den  Formeln  (13)  analog   gebauten 
GleichgewichtsbedingungeD 

Sori  +  ^r2  =  —  I ^jg^ 

^2  =  %  Sl  , 

wozu  wieder  unter  Vernachlässigung  der  Seil-  und  Bollengewichte 

Si  +  ^  =  ö      (17) 

tritt.    Aus  diesen  Gleichungen  berechnet  sich  sofort  die  treibende 
Kraft 

So  =  T^{--^2-'}. (18) 

Würden  keine  Reibungswiderstände  zu  überwinden  sein,  so  hätte 
man  9/^  =  172  =  1  zu  setzen  und  erhielte  statt  (18) 

Aus   der  Verbindung   von   (18)   und  (18a)   folgt  der  Gesamt- 
wirkungsgrad  des  Flaschenzuges  zu 

^ö-^--^— I T^ (19) 

^2  — 

Man  erkennt,  dab  auf  die  Wirkung  dieses  Rollentriebes  der 
Radius  der  beweglichen  Rolle  ohne  Einfluls  ist.  Implicite  steckt 
er  allerdings  in  den  obigen  Formeln  darin,  da  wir  in  (17)  die 
beiden  Spamiimgen  81  und  £^2  einander  parallel  angenommen 
haben,  was  nur  möglich  ist,  wenn  12r3  =  rx  +  r2  ist.  Häufig 
stellt  man  noch  die  Bedingung,  dafs  die  Last  ruhig  hängen  bleibt, 
auch  wenn  Sq  verschwindet,  d.  h.  dals  der  Flaschenzug  selbst- 
sperrend  wirken  soll.  Dies  ist  aber  nur  möglieh,  wenn  für 
die  rückläufige  Bewegimg,  bei  der  G  als  treibende  Kraft  erscheint, 
während  So  =  0  wird,  an  der  festen  Rolle 

8irif]i<S2r2 

und  an  der  beweglichen  Rolle 

^2^2  ^  Si. 
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Durch  Multiplikation   dieser  Ungleichungen   ergibt  sich   als  Be- 
dingung für  die  Selbstsperrung 


^1 


(20) 


Um  übrigens  ein  Gleiten  auf  der  kleineren  festen  Rolle  zu  ver- 
meiden, wendet  man  für  den  Differentialflaschenzug  ausschlielslich 
Ketten  an,  deren  Glieder  in  entsprechende  Vertiefungen  bezw. 
Zahne  der  Rollen  eingreifen. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  haben  wir  die  Ketten 
oder  Seile  als  vollkommen  biegsam  vorausgesetzt,  womit 
nur  gesagt  war,  dafs  zum  Obergang  aus  der  gestreckten  Lage 
eines  Seiles  in  irgend  eine  Krümmung  bezw.  von  einer  Krümmung 
in  eine  andere  keine  Kraftwirkung,  folglich  auch  kein  Arbeits- 
aufwand nötig  sei.  Dies  trifft  nun  in  WirkUchkeit  niemals  voll- 
kommen zu.  Wir  beobachten  im  Gegen- 
teil, dals  ein  Seil  an  der  Auf-  oder  Ablauf- 
stelle  der  Rolle  durchaus  nicht  sofort  in 
die  KettenUnie  übergeht,  sondern,  dals  es 
vor  der  Auflaufstelle  zur  Rolle  hin  konkav, 
hinter  der  Ablauf  stelle  nach  der  Rolle  stets 
konvex  gekrümmt  ist.  Die  Folge  davon 
ist,  dato  in  Fig.  204  die  Hebelarme  r'  und 
r"  der  beiden  Seilspannungen  Si  und  S2 
nicht  mehr  mit  dem  Rollenhalbmesser 
übereinstimmen,  sondern  derart  vergrölsert 
bezw.  verkleinert  erscheinen,  dals  an  jeder 
Stelle  ein  Arbeitsverlust  eintritt.  Die  Ursache  dieser  ebenso  wohl- 
bekannten, wie  bisher  nur  wenig  erforschten  Erscheinung  be- 
zeichnet man  treffend  als  die  S  t  e  i  f  i  g  k  e  i  t.  Sie  rührt  bei  Ketten 
nur  von  der  Reibung  der  Kettenglieder  an  einander  her,  bei 
Seilen  und  Riemen  dagegen  teilweise  auch  von  den  durch  die 
Formänderung  geweckten  elastischen  Kräften,  deren  Behandlung 
nicht  an  diese  Stelle  gehört.  Für  die  Lösung  praktischer  Probleme 
berücksichtigt  man  die  Seilsteifigkeit  gewöhnlich  durch  Ver- 
kleinerung der  schon  oben  eingeführten  Wirkungsgrade  17.  Damit 
aber  gilt  unsere  Theorie  der  Flaschenzüge  auch  für  steife  Seile, 
so  dafs  wir  hierauf  nicht  näher  einzugehen  brauchen. 

Die  durch  Seile  oder  Riemen  übertragene  Arbeit  kann  man 
nun  unter  Einschaltung   zweier  Spannrollen  leicht  messen,   wie 


Fig.  204. 
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V.  Hefner- Alteneck  (1881)  durch  die  Konstruktion  seines 
Riemendynamometers  gezeigt  hat.  In  demselben  (Fig.  205) 
sei  Ä  die  Achse  der  treibenden, 
B  diejenige  der  gleich  grolsen 
getriebenen  Holle;  beide  mögen 
sich  in  der  ührzeigerrichtung 
drehen,  so  dab  der  untere 
Kiemen  stärker  gespannt  ist 
als  der  obere.  Genau  in  der 
Mitte  zwischen  A  imd  B  be- 
finden  sich    die    beiden    mit 

einander  starr  verbundenen  Spannrollen  Ci  und  C2,  welche 
von  Riemen  mit  den  Winkeln  <fi  und  92  umfalst  werden. 
Alsdann  erfahrt  die  untere  Rolle  Oi  durch  die  Riemenspannung 

Si  einen  Druck  2  Si  sin  -^  ^^ch   unten ,    die   Rolle   C^   dagegen 

durch  die  Riemenspannung  S2  ein  Druck  2iS2  sin  -|-  nach  oben. 

Um  beide  mit  einander  verbundene  Rollen  in  ihrer  Lage  zu  er- 
halten, muls  demnach  ein  vertikaler  Gegendruck 


«  =  2  (Si  sin  f  -  Sii  sin  f ) 


nach  oben  wirken,  bezw.  diese  Kraft  von  einer  Wage  aufgenommen 
werden.  Haben  nun  die  Spannrollen  Ci  und  C2  denselben 
Durchmesser  imd  werden  sie  femer  genau  so  im  Gleichgewichte 
gehalten,  dals  ihr  Achsenabstand  durch  die  Entfernung  AB  ge- 
rade halbiert  wird,   so  ist  auch  (pi  =  (p2  =  (p  imd  wir  erhalten 

Ö  =  2  (Si  -  S2)  Bin  I 

und  daraus  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  v  des  Riemens  für 
die  von  demselben  übertragene  Arbeit  pro  Sekunde 

Qv 


L  =  {Si-^  S2)  V  = 


2  sin 


(f 


(21) 


Um  diese  einfache  Arbeitsberechnung  aus  der  direkt  meisbaren 
Umfangsgeschwindigkeit  v  und  der  Wagenbelastung  Q  noch  be- 
quemer zu  gestalten,  werden  die  beiden  Rollen  meist  so  dimen- 
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sioniert  und  angeordnet,  dals  9  =  60^,  also  sin  |-  =  —  wird, 
und  man  statt  (21)  einfach 

schreiben  darf.  Die  Widerstände  der  Zapfenreibung  und  der 
Seilsteifigkeit  sind  hierbei  allerdings  nicht  berücksichtigt 

§  49.    Ebene  Schwingungen  eines  gespannten  Seiles. 

Darstellang  der  Bewegung  eines  Seiles  durch  partielle  Differential- 
gleichungen. Vereinfachung  derselben  für  sehr  kleine  Auslenkungen. 
Lösung  von  D'Alembert.  Fortschreiten  der  Ausschläge  auf  dem  Seile 
und  Spiegelung  an  Fixpunkten.  Fortschreitende  und  stehende  Wellen ; 
Knoten  und   Bäuche.     Lösung  von  D.  BernouUi.     Grundschwingong 

und  Oberschwingungen. 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  Seiles  haben 
wir  schon  in,§  47  durch  (14)  gegeben  und  aus  denselben  das 
Verhalten  bei  stationärer  Bewegung  dadurch  abgeleitet,  dafc  wir 
die  Geschwindigkeit  der  Seilelemente  in  der  Richtung  der  Tan- 
gente an  die  Seilkurve  konstant  setzten.  Sehen  wir  jetzt  von 
dieser  Vereinfachung  ab,  und  setzen,  unter  S  die  Seilspannung 
in  dem  betrachteten  Elemente  von  der  Länge  äs  verstanden,  für 
die  Vertikal-  und  Horizontalkomponente 

7=SsinT  =  Ä^,        jff=iScosT  =  S^, 

as  '  ds 

so  dürfen  wir  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  auch 
schreiben 

9  0^2- 


1  ^ 


—  2 


(1) 


In  denselben  haben  wir  statt  der  geraden  d  die  für  partieUe 
Differentiationen  üblichen  geschwungenen  b  verwendet,  weil  auf 
der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  lediglich  Difierentialquotienten 
nach  der  Zeit,  auf  der  rechten  dagegen  solche  nach  dem  auf 
dem  Seile  gemessenen  Abstände  des  Elementes  von  irgend  einem 
Punkte  vorkommen.  Differentialgleichungen  dieser  Art  mit  zwei 
oder  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  (hier  die  Zeit  t  und  der 
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Bogen  s)  bezeichnet  man  nun  im  Gegensatz  zu  den  bisher  allein 
behandelten  sog.  totalen  als  partielle  Differential- 
gleichungen. Bevor  wir  an  die  Integration  derselben  heran- 
treten, wollen  wir  die  Aufgabe  selbst  noch  näher  präzisieren. 
Wir  setzen  zunächst  voraus,  daCs  unser  Seil  sehr  stark  gespannt 
sein  soll,  so  dats  das  Gewicht  desselben  pro  Längen- 
einheit gegenüber  der  Spannung  S  vernachlässigt 
werden  darf.  Streng  genommen  kommt  diese  Annahme  auf 
eine  horizontale  Auflagerung  des  Seiles  hinaus,  so  dafs  nur  noch 
Bewegungen  in  einer  Horizontalebene  möglich  sind.  Will  man 
sich  an  diese  Vorstellung  halten,  so  muTs  man  überdies  von  der 
Reibung  des  Seiles  auf  der  Ebene  absehen.  Jedenfalls  kann 
man  nunmehr  in  der  ersten  Gl.  (1)  das  konstante  Glied  q  weg- 
lassen, ohne  dafs  damit  etwa  auf  der  linken  Seite  die  Masse 
q :  g  pro  Längeneinheit  vernachlässigt  werden  dürfte. 

Ist  nun  die  Seilspannung  S  von  vornherein  sehr  stark,  so 
werden  kleine  Auslenkungen  des  Seiles  aus  der  Ruhelage  dieselbe 
nicht  wesentlich  modifizieren.  Setzen  wir  daher  S  =  const.  und 
nehmen  aulserdem  mit  kleinen  Ausschlägen  an,  dafs  die  Neigung 
eines  Elementes  ds  zu  einer  beliebigen  Zeit  gegenüber  der  Ruhe- 
lage nur  sehr  gering  ist,  so  dafs  man  stets 

cos  T  =  ^—  =  1  oder  bx  =  bs 
bs 

setzen  darf,  so  wird  sofort 


und  die  zweite  Gl.  (1)  geht  über  in 

b^x 


bt^ 


=  0. 


Denken  wir  uns  also  das  Seil  an  irgend  einem  Punkte  fest- 
gehalten, z.  B.  angebunden,  so  wird  keines  seiner  Elemente  eine 
Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Tangente  erfahren,  d.  h.  es 
werden  sich  die  Abszissen  x  der  einzelnen  Elemente  mit  der 
Zeit  überhaupt  nicht  ändern.  Wir  brauchen  uns  daher  jetzt  um 
die  zweite  Gl.  (1)  gar  nicht  mehr  zu  kümmern  und  haben  es 
nur   noch   mit  der  ersten   zu  tun,    welche   mit  S  =  const.  und 
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b8=hx  unter  Vernachlässigung  des  konstanten  Gliedes  q  über- 
geht in 

oder 

b^_8gb^ 

bt^  '^  q   ba^ ^^^ 

Wir  setzen  schlieMlch  noch  zur  Abkürzung 


und  haben  dann  statt  (2) 


Sa 

Y=«^ (3) 


—  «^?^ (2a) 


dt^  bx^ 


Dieser  Gleichung  genügt,  wie  D'Alembert  zuerst  gezeigt  hat, 
das  allgemeine  Integral 

worin  /i  und  fz  ganz  willkürliche  Funktionen  bedeuten.  Von  der 
Richtigkeit  dieses  Ansatzes  kann  man  sich  sofort  durch  zwei- 
malige partielle  Differentiation  nach  x  und  t  überzeugen.  Die 
Bewegung  ergibt  sich  demnach  als  Übereinanderlagerung  zweier 
Bewegungen 

^1  =/i  (^  + «0  uiid  ^2  =/2(a?  — «0»    •    •     •     (4a) 

deren  jede  für  sich  ganz  willkürlich  verlaufen  kann.  Trotzdem 
lälst  diese  überaus  unbestimmte  Formulierung  schon  einen  sehr 
wichtigen  Schluls  auf  den  Verlauf  der  Erscheinung  zu.  Wir 
wollen  nämlich  einmal  für  eine  dieser  Bewegungen  annehmen, 
dafs  zur  Zeit  t  der  Ausschlag  2/2  i^^  Abstände  x  von  irgend  einem 
Anfangspunkte  aus  gerechnet  mit  dem  Ausschlage  in  x'  zur 
Zeit  f  übereinstimmen  möge.    Alsdann  haben  wir 

/^(x  —  at)  =  /2  (a?'  —  aV) 
oder 

sc  —  cc'  =  a  (^  —  ^) (5) 

und  erkennen,  dals  die  Ausschläge  y^  einer  der  beiden 
im  übrigen  noch  ganz  unbestimmten  Bewegungen  der 
Seilelemente  sich  mit  der  konstanten  Geschwindig- 
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keit  a  =t/^  längs   des   Seiles   fortbewegen.     Wenden 


wir  dieselbe  Überlegung  auf  die  Funktion  /j  an,  so  folgt 

X  —  ic'  =  —  a  (^  —  <') , (5a) 

also  eine  ebenso  grolse,  aber  entgegengesetzte  Ge- 
schwindigkeit der  Ausschläge  der  andern  Bewegung.  Daraus 
folgt  wiederum,  dafs  —  jede  Bewegung  /i  und  /2  für  sich  be- 
trachtet —  alle  Seilelemente  hinter  einander  dieselben 
Ausschläge  erreichen,  mithin  kongruente  Bewe- 
gungen zu  verschiedenen  Zeiten  vollziehen.  Kehren 
nun  die  einzelnen  Seilelemente  immer  wieder  nach  einer  be- 
stimmten Lage  zurück,  sind  also  ihre  Ausschläge  periodisch,  so 
haben  wir  im  Ganzen  eine  gleichförmig  f ortwandemde  Schwingung 
vor  uns,  die  wir  als  Wellenbewegung  bezeichnen. 


Fig.  206, 


Befindet  sich  nun  auf  dem  Seile  (Fig.  206)  ein  Punkt  A,  den 
wir  uns  festgehalten  denken,  dauernd  im  Ruhezustande,  so  heilst 
das  nichts  anderes,  als  dafs  sich  für  jeden  Augenbhck  an  diesem 
Punkte  die  Ausschläge  der  beiden  Wellenbewegungen  /i  und  f^ 
gerade  aufheben,  oder  dafs,  wenn  x  =  l  die  Abszisse  des  festen 
Punktes  bedeutet, 

/i(^  +  «0+/2(^  — «0  =  0 (6) 

Weiterhin  sind  die  Schwingungen  /^  sowie  fz  unter  sich  für  alle 
Punkte  einander  kongruent,  da  sie  für  den  festgehaltenen  Punkt 
einander  für  beliebige  Zeiten  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  mufs 
eine  entsprechende  Übereinstimmung  auch  für  beliebige  Punkte  P 
herrschen.  Setzen  wir  für  einen  solchen  a?  —  Z  —  « ^,  so  folgt 
aus  (4) 

oder  wegen  (6) 

y=fi{l  +  oi{t^f)}^A{l^a{t+f)} 
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bezw.  nach  Wiedereinführung  von  x  =  1  —  af 

y=/i(^  +  «0~/i(^  +  «^+2aO]      ...     (7) 

Nun  ist  aber  2a^  die  doppelte  Strecke  zwischen  dem  betrach- 
teten Punkte  P  und  dem  festgehaltenen,  d.  h.  dieselbe  Wellen- 
bewegung, welche  nach  dem  festen  Punkte  läuft, 
kehrt  von  dort  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
wieder  zurück.  Diesen  Vorgang  nennt  man  die  Reflexion 
oder  Spiegelung  der  Wellen.  Durch  diese  Spiegelung  an 
einem  festen  Punkte  werden  demnach  die  beiden  Wellenzüge 
/i  und  /2  zu  einem  einzigen  Vorgange  verknüpft  und  gegenseitig 
bestimmt. 

Halten  wir  nun  noch  einen  zweiten  Punkt,  z.  ß.  den  Anfang 
a?  ==  0  fest,  so  wird  nach  (4) 

/i(«0  =  ~/2(-«0 (8) 

oder  allgemeiner  /2  (x  —  at)  =  — /i  (at  —  x)  und  damit 

y=fi(^t  +  x)-A{at-x) (9) 

Setzen  wir  dann  noch  in  Gl.  (7)  ^  =  0  und  a  <*  =  Z,  so  wird  für 
den  Anfang  y  =  0,  also 

/i(^)=/i(^  +  20  oderA(a:~0=/i(a:  +  0      .     (10) 

Die  Bewegungserscheinung  wiederholt  sich  dem- 
nach bei  zwei  festen  Punkten  im  Abstände  l,  der 
sog.  Spannweite  nach  Durchlaufen  von  21  und  be- 
sitzt die  Periode 

ffS 

Denken  wir  uns  das  gespannte  Seil  auf  beiden  Seiten  der  Fix- 
punkte  imbegrenzt  verlängert,  so  erkennen  wir  aus  Gl.  (9)  und  (10), 
dals  alle  Punkte  in  |den  Abständen  — äZ,  -{-kl  vom 
ruhenden  Anfang,  wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
in  Ruhe  (verharren,  und  nur  die  zwischen  ihnen  befind- 
lichen Punkte  Schwingungen  vollziehen.  Da  femer  in  Gl.  (9)  y 
nur  das  Vorzeichen  ändert,  wenn  wir  x  mit  —  x  vertauschen, 
so  haben  hierbei  alle  Punkte  in  gleichen  Abständen 
vom  Anfang  zur  selben  Zeit  gleich  grolse  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Ausschläge,  während  alle 
Punkte,   welche  voneinander  um  die  doppelte  Spann- 


to  =  2t^  =  ^  =  2l-^P (11) 
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weite  entfernt  sind,  gleichzeitig  kongruente  Schwin- 
gungen vollziehen.  Für  <  =  f  =  —  wird  in  (9)  mit  Rück- 
sicht auf  (10)  y  =  0,  d.  h.  nach  Ablauf  der  halben  Periode 
passieren  alle  Seilelemente  gleichzeitig  die  Ruhe- 
lage. Eine  solche  Erscheinung ,  die  man  leicht  an  einem 
zwischen  zwei  Fixpunkten  gespannten  Seile  hervorrufen  kann, 
bezeichnet  man  als  eine  stehende  Wellenbewegung,  die 
Fixpunkte  als  Knoten  und  die  dazwischen  liegenden  Aus- 
schläge als  die  Bäuche  derselben. 

Da  die  hier  geschilderten  Vorgänge  periodisch  verlaufen,  so 
können  wir  die  bisher  willkürlich  gebliebene  Funktion  /  als 
periodische  Reihe  entwickeln,  die  Bewegung  also  als  die 
Übereinanderlagerung  harmonischer  Einzelschwingungen  betrach- 
ten. Wir  setzen  demnach  analog  der  allgemeinen  Darstellung 
in  §  13 


^        .     ,27ik  (at  -\-  x)    , 
A{at-\-x)  =  2ak  Bin  ( V^  +  '^^ 

fi{at  —  x)  =  ^ük  sm  ( Yl +  /^fc 


(12) 


worin  at  den  grölsten  Ausschlag  und  ßk  die  Phasenverschiebung 
der  Ä-ten  Einzelschwingung  bedeutet.  Schreiben  wir  nunmehr 
zur  Abkürzung 


2nkYi  +  filc  =  ^nkj-\-ßk-=u    I 


2nkx 

=   V 


\ 


(13) 


21 
so  haben  wir  auch  für  Gl.  (10) 

2/  =/i  («^  +  ^)  — /i  («^  —  x)  =  -  «ik  {sin  (m  4"  ^)  —  sin  (w  —  v)} 

y  =  2  -3  ajb  cos  u  sin  v 
oder,  nach  Wiedereinsetzen  der  Werte  von  u  und  v  aus  (13) 


.     nkx         L     .    ^    i     o\ 
y  =  2  — ajfc  sm  — ^  cos  I27IA:  — -|- /yjbl    .     .     . 


(14) 


Man  kann  also  die  willkürliche  Funktion  f(at-{-x)  —  f(at  —  x) 
als  eine  Summe  von  Produkten  einfacher  harmonischer  Funk- 
tionen von  X  und  t  allein   darstellen,    worauf   zuerst   Daniel 
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Bernoulli  aufmerksam  gemacht  liatte.  Für  x  =:  l  oder  beliebige 
Vielfache  davon  verschwinden  in  Übereinstimmung  mit  der 
früheren  Forderung  alle  GUeder  der  Reihe  zugleich.  Die  Koeffi- 
zienten Uk  und  ßk  dagegen  bleiben  willkürlich,  bezw.  lassen  sich  nur 
aus  einem  gegebenen  Anfangszustande  nach  der  für  Fouriersche 
Reihen  schon  früher  erläuterten  Methode  ermitteln  Sollen 
übrigens  zur  Zeit  ^  =  0  alle  Seilelemente  gleichzeitig  die  Ruhe- 
lage passieren,  so  mufs  für  alle  k 


cos  ßk  =  0,  also  ßk=  ±_ 


71 


sein.     Damit  aber  dürfen  wir  statt  (14)  auch  schreiben 

_,        .     nkx    .  t 

y  =  2  2  ajfc  sin  —j—  sm  2  71 Ä  T- ,  .     .     . 


(14a) 


woraus  wiederum  hervorgeht,  dals  auch  nach  Ablauf  der  Zeit 
^  ^,  tQ  .  .  .  .  Ä  ^  u.  8.  w.  alle  Elemente  gleichzeitig  die  Ruhelage 

passieren.  Im  einfachsten  Falle  nimmt  das  Seil  die  Form  einer 
Sinuslixiie  an,  deren  Ausschläge  zu  beiden  Seiten  der  Knoten 
entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Dies  ist  übrigens  eine  ganz 
allgemeine  Eigenschaft  der  Seilkurve,  welche  der  Gl.  (2  a)  genügt, 
da  für  die  Fixpunkte 

STT^  =  0 ,  also  auch  c— 5  =  0 

wird,  und  folglich  der  Krümmungsradius  in  den  Knoten  unendlich 
grofs  wird.     Die  Knoten   sind   demnach  Wendepunkte 

der  Seilkurve.  Jede 
^-'^  der  in  der  Reihe  (14) 

enthaltenen  Einzel- 
schwingungen stellt 
übrigens  für  sich  eine 
Lösung  der  Differential- 
gleichung (2  a)  und  da- 
mit einen  möglichen 
ßewegungszustand  des 
Seiles  dar.  Man  er- 
kennt daraus,  dals, 
wenn  nur  k  eine  ganze 


4=£ 


>^=3 


--—-"'.5 


Fig.  207. 
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Zahl  bedeutet,  die  Spannweite  /  des  Seiles  in  k  Teile  zer- 
fällt, die  von  einander   durch  Knotenpunkte  getrennt  sind  und 

mit  der  Periode  -r  schwingen   können.    Die   der  Spannweite  l 

entsprechende  Einzelschwingung  mit  ä  =  1  und  der  Periode  ^ 
bezeichnet  man  wohl  auch  als  die  Grundschwingung  des 
gespannten  Seiles,  diejenigen  mit  dazwischen  liegenden  Bjioten- 
punkten  als  Oberschwingungen  (siehe  Fig.  207).  Die  Wellen 
selbst,  deren  Ausschläge  durchweg  senkrecht  zur  Ruhelage  des 
Seiles  stattfinden,  heilsen  transversale  im  Gegensatz  zu  den 
Longitudinalwellen,  welche  in  elastischen  Körpern  mit 
ihrer  Fortpflanzungsrichtung  zusammenfallen. 
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Kapitel  VI. 

Mechanik  räumlicher  Systeme. 


§  50.    Kräfte  mit  yerschiedeueu  Augriffspunkten  im  Räume. 

Entstehung  von  Kräftepaaren  durch  Parallelverschiebung  der  Kompo- 
nenten jeder  Einzelkraft.  Zusammenfassung  und  Zerlegung  solcher 
Kräftepaare  im  Baume.  Darstellung  der  Kräftepaare  durch  gerichtete 
Strecken  (Drehvektor).  Die  Zentralachse  eines  Kräftesystems;  Mittel- 
punkt der  Kräfte.    Parallele  Kräfte  im  Baume  ,*  der  Schwerpunkt  eines 

Massensystems. 

Eine  Kraft,  welche  an  irgend  einem  Punkte  eines  räumlichen 
Gebildes,  das  wir  allgemein  als  einen  Körper  bezeichnen  wollen, 
angreift,  können  wir  in  ihrer  eigenen  Richtung  sofort  verschieben, 
ohne  an  ihrer  Wirkung  nach  aulsen  hin  etwas  zu  ändern,  wenn 
nur  der  neue  Angriffspunkt  mit  dem  ersten  starr  verbunden 
war.  Verlegen  wir  jedoch  die  Kraft  parallel  zu  sich  selbst,  so 
bestimmt  die  neue  Lage  mit  der  ursprünglichen  eine  Ebene,  in 
der  durch  die  Verschiebung  nach  den  in  §  34  gewonnenen 
Sätzen  ein  Kräftepaar  geweckt  wird,  welches  das  System  um 
eine  Achse  senkrecht  zu  dieser  Ebene  zu  drehen  bestrebt  sein 
wird.  Verschieben  wir  weiterhin  die  Ebene  dieses  Kräftepaares 
mit  diesem  parallel  zu  sich  selbst,  so  wird  an  der  Wirkung  offenbar 
nichts  geändert,  so  dafs  wir  schlieJfeen  dürfen,  dafs  eine  solche 
Parallelverschiebung  von  Kräftepaaren  auch  nach 
aulsen  hin  keine  Wirkung  hervorbringt.  Man  beweist 
diesen  Satz  gewöhnlich  auf  folgende  Weise :  Bringt  man  in  der 
Ebene  E^IJE  (Fig.  208)  die  beiden  Kräfte  des  Paares  P'  =  P  und 
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—  P'  =  —  P  mit  demselben  Hebelarm  r'  =  r  und  gleichzeitig  die 
ihnen  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  P'  und  —  P'  an, 
so  kann  man  einerseits  P  und  P',  andererseits  —  P  und  —  P'  in 

ihren  Ebenen  zu  je  einer  im 
Punkte  A   angreifenden  Re- 
sultante   vereinigen.      Beide 
Resultanten  sind  aber  einan- 
der entgegengesetzt  gerichtet 
und    absolut    gleich    grols, 
nämlich  2  P,  heben  sich  also 
auf,  so  daTs  nur  noch  in  der 
Ebene  E^  das  Kräftepaar  P 
und — P  übrig  bleibt,  welches 
dort   nach   den  Lehren  des 
§  34   beliebig  verdreht  wer- 
den kann. 
Die   praktische  Anwendung   dieses   ebenso   einfachen,   wie 
wichtigen  Satzes  liefert  jede  Transmissionswelle   mit   mehreren 
Riemenscheiben,  an  denen  Kräftepaare  angreifen,   welche  sich 
demnach  algebraisch  summieren.    Ebenso  lassen  sich  die  von 
mehreren  parallelen  und  an  einer  Welle  angreifenden  Kurbel- 
getrieben herrührenden  Drehmomente  sofort  summieren,  wovon 
man  in  der  Maschinentechnik  ausgiebigen  Gebrauch  macht. 
Auch  die  Vereinigung  von  Kräftepaaren  Pi,   —  Pi  und  P2, 

—  P2  in  sich  schneidenden  Ebenen  Ei  und  E<i  (Fig.  209)  bietet 

keine  Schwierigkeit,  wenn  wir 
die  Kräfte  erst  so  verändern, 
dals  der  Hebelarm  r  beider 
Paare  gleich  grofs  wird,  und 
darauf  diesen  Hebelarm  durch 
passende  Verdrehung  beider 
Paare  in  die  Schnittgerade  AB 
verlegen.  Alsdann  lassen  sich 
sowohl  Pi  mit  P2  wie  auch 
—  Pi  mit  —  P2  zu  zwei 
gleich  grofsen  und  entgegen- 

gesetzt gerichteten  Resultan- 
ten H  und  —  P  vereinigen,  welche  für  sich  ein  neues  Kräftepaar 
in  einer  neuen  Ebene  bilden.    Da  wir  auch  diese  parallel  zu  sich 


Fig.  209. 
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selbst  verschieben  dürfen,  wodurch  die  Achse  des  resultierenden 
Paares  keine  Richtungsänderung  erfährt,  so  erkennt  man,  dafs 
sich  alle  im  Räume  auftretenden  Kräftepaare  schlielslich  zu 
einem  einzigen  vereinigen  lassen. 

Analytisch  bietet  diese  Zusammenfassung  gar  keine  Schwierig- 
keiten, da  sie  ja,  wie  aus  der  letzten  Figur  hervorging,  genau 
nach  den  Regeln  der  Vereinigung  von  Einzelkräften  mit  gemein- 
samem Angriffspunkte  erfolgt.  Auch  die  Reduktion  der  Kräfte- 
paare auf  denselben  Hebelarm  läTst  sich  sofort  vermeiden,  wenn 
wir  nicht  mehr  die  Grölse  der  Einzelkräfte,  sondern  die  Mo- 
mente der  Kräftepaare,  welche  sowohl  die  Einzelkräfte, 
wie  auch  die  Hebelarme  enthalten,  ins  Auge  fassen,  bezw.  der 
Zusammensetzung  unterwerfen.  Wir  brauchen  dazu  nur  dem 
Moment  eines  Kräftepaares  eine  Richtung  zuzu- 
schreiben, wofür  allein  diejenige  seiner  Drehachse, 
d.  h.  des  Lotes  auf  die  Ebene  des  Paares  in  Frage 
kommen  kann,  da  die  Vereinigung  zweier  Paare  durch  diejenige 
von  Einzelkräften  in  einer  zu  den  Ebenen  beider  Paare 
senkrechten  Ebene  erfolgte.  Dieser  von  Poinsot  her- 
rührende Gedanke  läuft  auf  die  Darstellung  von  Kräftepaaren 
durch  gerade  Strecken  hinaus,  deren  Längen  Malse  für  die 
Momente  bilden,  während  ihre  Richtung  den  Drehungssinn 
bestimmt.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräftepaare  heben  sich 
daher  ebenso  auf,  wie  entsprechende  Kräfte  mit  demselben 
Angriffspunkt.  Von  der  Behandlung  der  Kräfte  unterscheidet 
sich  diejenige  der  Kräftepaare  mit  Hiffe  dieser  Darstellung  durch 
einen  sog.  Drehvektor  nur  dadurch,  dafs  man  beliebig  im 
Raum  angeordnete  parallele  Momente  einfach  addieren  kann, 
während  dies  für  Kräfte  nicht  ohne  weiteres  statthaft  ist.  Wir 
müssen  dieselben  vielmehr  zuvor  nach  einem  gemeinsamen  An- 
griffspunkt parallel  zu  sich  selbst  verschieben,  wodurch,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  selbst  Kräftepaare  geweckt  werden,  die 
zu  schon  vorhandenen  noch  hinzutreten. 

Um  diese  Verhältnisse  analytisch  zu  untersuchen,  sei  in 
Fig.  210  eine  solche  am  Punkte  xy  z  eines  rechtwinkligen  Achsen- 
systems angreifende  Einzelkraft  P  in  drei  den  Achsen  parallele 
Komponenten  X,  Y,  Z  zerlegt.  Verschieben  wir  nunmehr  die 
Jl- Komponente  allein  nach  dem  Koordinatenanfang,  so  können 
wir  dies  auch  dadurch   erreichen,   dafs   wir  sie  erst  parallel  zu 
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sich  selbst  in  die  -XT- Ebene   und   dann  in   die  X-Achse   ver- 
legen.    Durch    die    erste  Verschiebung  wird  ein  Kräftepaar  zX 

geweckt  mit  der  Achse 
OY,  durch  die  zweite 
ein  Kräftepaar  —  yX 
mit  der  Achse  0  Z. 

Verfahren  wir  ebenso 
mit  den  beiden  anderen 
Komponenten,  so  liefei-t 
X     jede  zwei  Kräftepaare, 
so  dafs  im  ganzen  sechs 
Elräftepaare    auftreten, 
von  denen  aber  je  zwei 
eine  gemeinsame  Achse 
besitzen  und  daher  sofort  zusammengefalst  werden  können.    Auf 
diese  Weise   erhalten  wir  durch  die  Verlegung  der  drei  Kom- 
ponenten nach  dem  Koordinatenanfang  die  drei  Paare 


-/^ 


Fig.  210. 


Wz  =  xY—yX 
Wlx  =  yZ^zY 

My  =  zX—xZ 


(1) 


wobei  der  Index  von  Wl  die  Achse  des  Paares  andeutet,  während 
als  positiver  Drehungssinn  derjenige  des  Uhrzeigers  gewählt 
wurde,  wenn  man  in  der  Achsenrichtung  nach  dem  Anfang  0 
hinsieht.  Die  drei  Kräftepaare  (1)  sind  natürlich  nichts  als  die 
Komponenten  des  Kräftepaares,  welches  man  durch  Verlegung 
der  Kraft  P  selbst  nach  dem  Koordinatenanfang  erhalten  würde. 
Multiplizieren  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe 
nach  mit  den  Kraftkomponenten  Z,  X,  Y  und  addieren,  so  folgt 

WlxX+myY+WzZ=  0 (2) 

d.  h.  also,  dafs  die  Achsenrichtung  des  Kräftepaares  W,  dessen 
Komponenten  Mx  S)^y  Tlz  sind,  auf  der  Kraftrichtung  von  P 
senkrecht  steht,  bezw.  dafs  die  Ebene  des  Kräftepaares  mit  der 
durch  den  Koordinatenanfang  und  durch  P  gelegten  zusammen- 
fällt. Damit  ist  das  Problem  wieder  auf  ein  ebenes  zurückgeführt 
und  wir  erkennen,  dafs,  unter  l  das  auf  die  Kraftrichtung  P 
von  0  aus  gefällte  Lot  verstanden, 

m  =  PI (3) 
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sein  muls.  Sind  aßy  die  Winkel  von  P  gegen  die  drei  Achsen, 
so  zwar  dafs 

X  =  P  cos  a,     r  =  P  cos  /?,    Z  =  T  cos  y, 

so  kann  man  statt  (1)  auch  schreiben 

SPi^  =  {x  cos  ß  —  y  cos  a)  P  I 

SRx  =  0  cos  y  —  2:  cos  /?)  P  i      .     .     .     .  (la) 

X     9Ky  =  {z  cos  «  —  X  cos  y)  P  j 

Quadrieren  und  addieren  wir  diese  drei  Formeln  und  beachten, 
dals  für  das  Lot  vom  Koordinatenanfang  0  auf  die  Kjaftrichtung 
die  Gleichung 

/2  =  (aj  cos  ß  —  y  cos  a)2  +  (?/  cos  y  —  z  cos  ßf'  -j-  (^  cos  «  —  ^  cos  y)2 

besteht,  so  erhalten  wir  mit  (3)  die  nach  der  oben  erläuterten 
Zusammensetzungsregel  fast  evidente  Beziehung 

9K2  =  m^  +  9Wy2  +  3^,2 (4) 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  über  die  Entstehung  und 
Zusammensetzung  von  Kräftepaaren  im  Räume  läTst  sich  die 
Aufgabe  der  Vereinigung  von  Kräften  mit  verschiedenen  Angriffs- 
punkten aufserordentlich  leicht  erledigen.  Wir  haben  nur  nötig, 
die  vorstehend  durchgeführte  Parallelverschiebung  einer  Kraft  P 
nach  dem  Koordinatenanfang  für  jede  Einzelkraft  vorzunehmen. 
Sind  X^  Yi  Zi,  X^Y^Z^, ,.  Xn  Yn  Zn  die  Komponenten  derselben, 
so  erhalten  wir  am  Koordinatenanfang  durch  diese  Verlegung 
als  Komponenten  der  Resultante  aller  Kräfte 

X  ==   A]  -\-  X2  -j-  •  •  Xn   =   ^X     \ 

Y=  Y,+  Y2  +  ..Yn  =  2Y    \     .     .     .    (5) 
Z  =  Z^  -}-  Z2  +  .,  Zn  =  2Z    I 

Aufserdem  aber  wird  durch  die  Verschiebung  jeder  Einzelkraft 
ein  Kräftepaar  geweckt,  dessen  Komponenten  die  Form  (1)  be- 
sitzen, wobei  nur  die  Koordinaten  der  Angriffspunkte  Xi  y^  ^i, 
^2  ^2  2^2  •  •  3?n  Vn  Zn  an  Stelle  von  rc,  ?/,  z  einzuführen  sind.  Ver- 
einigen wir  alle  diese  Komponenten  mit  derselben  Achse,  so 
erhalten  wir  die  Komponenten  eines  resultierenden 
Kräftepaares  99^ 

mz=  ^{xY-yX) 

nx=  ^{yZ^zY)    \ (6) 

my=  :^{zx—xZ) 
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und  dürfen  also  den  Satz  aussprechen,  daJts  genau  wie  in  der 
Ebene,  auch  im  Räume  beliebige  Kräfte  mit  verschiedenen 
starr  miteinander  verbundenen  Angriffspunkten 
sich  zu  einer  Resultanten  und  einem  Kräftepaar 
vereinigen  lassen. 

Ist  es  möglich,  die  sämtlichen  Einzelkräfte  zu  einer  Resul- 
tanten zusammenzufassen  mit  den  Komponenten  XYZ  nach 
Gl.  (5)  und  dem  Angriffspunkte  xyz,  so  treten  an  Stelle  der 
Gl.  (6)  wieder  die  Formeln  (1). 

Der  Winkel,  welchen  die  Achse  des  resultierenden  Kräfte- 
paares mit  der  Resultanten  im  Anfangspunkte  im  allgemeinen 
einschliefst,  ergibt  sich,  wenn  a  ß  y  die  Neigungen  der  Resul- 
tanten B  und  xX  fx  diejenigen  der  Achse  des  Kräftepaares  gegen 
die  Achsen  bedeutet,  aus  der  Gleichung 

cos  8  =  cos  a  cos  x  -(-  cos  ß  cos  X  -|-  cos  y  cos  (.i 

X   =  R  cos  «,       Y   =  R  cos  ßy      Z  =  R  cos  y 

mx  =  m  cos  X,    my  =  m  cos  x,   mz=  ti  cos  ^ 
^^  xmx+  Ymy  +  zmz 


cos  Ö  = 


Rm 


(7) 


Die  Resultante  kann  man  nun  immer  in  zwei  Komponenten 
zerlegen,  von  denen  die  eine  R  sin  d  in  die  Ebene  des  Kräfte- 
paares fällt,  während  die  andere  R  cos  ö  senkrecht  dazu  steht 
(Fig.  211),  also  die  Rich- 
tung der  Achse  des 
Kräftepaares  besitzt.  Die 
Komponente  R  sin  d 
lälst  sich  weiterhin  nach 
den  Regeln  der  Zusam- 
mensetzung von  Kräften 
und  Kräftepaaren  in  der 
Ebene  mit  dem  resul- 
tierenden Paar  zu  einer,  allerdings  nicht  mehr  durch  0  hin- 
durchgehenden Einzelkraft  zusammenfassen,  so  dafs  wir  den  Satz 
aussprechen  können:  Beliebige  Kräfte  im  Räume  mit 
verschiedenen  starr  miteinander  verbundenen  An- 
griffspunkten lassen  sich  immer  auf  zwei  senkrecht 
zueinander  stehende,  sich  aber  nicht  schneidende 
Resultanten  zurückführen. 


Fig.  211. 
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Es  kann  aber  auch  die  Komponente  B  sin  ö  verschwinden, 
die  Resultante  mithin  in  die  Achse  des  resultierenden  Paares 
fallen.  Alsdann  sprechen  wir  von  einer  Zentralachse  des 
Kräftesystems.  Um  die  Lage  derselben  zu  ermitteln,  erinnern 
wir  uns  zunächst  daran,  dals  unsere  Ausdrücke  (6)  für  die 
Komponente  des  resultierenden  Kräftepaares  aus  der  Verlegung 
aller  Kräfte  nach  dem  ganz  willkürlichen  Koordinatenanfang 
hervorgegangen  sind.  Wir  müssen  demnach  für  die  Bestimmung 
einer  speziellen  Lage  der  Resultanten  die  Kräfte  zunächst  nach 
einem  beliebigen  Punkte  x'  y'  z'  verlegen,  wodurch  zwar  nicht 
die  Gröfse  der  Komponenten  (5)  der  Resultante,  wohl  aber  die- 
jenige des  Kräftepaares  geändert  werden.  Wir  erhalten  für  die 
Komponenten  des  neuen  Paares  W  die  Ausdrücke 

mx'   =   2{{y-y')Z--{z^Z*)Y]    =   mx-y^Z+Z^yV  (8) 
my'    =    2{{Z  —  Z')X--{X^X')Z}    =    my  —  Z'X^X'Z) 

worin  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Gröfsen  XYZ  wie 
in  (5)  die  Komponenten  der  Resultante  R  bedeuten  mögen.  Soll 
nun  dieselbe  mit  der  Achse  des  Kräftepaares  W  zusammenfallen, 
so  sind  die  Richtungswinkel  beider  gegen  die  Koordinatenachsen 
identisch  und  wir  haben 

mx'  _Tti  _mi  _W_ 

Z    ~     Y   ~    Z    ~    B ^^^ 

Setzen  wir  die  Ausdrücke  (8)  in  diese  Gleichungen  ein,  so  ergibt 
sich  grß/ 


x'Y^y'X  =  mz  —  -^Z 

W 

y'  Z  —  z'Y  =mx-  ^ 


z'X  —  x'  Z  =  Wi 


B 


(10) 


Diese  drei  Formeln  bestimmen  den  geometrischen  Ort  von 
x' y'  z'  als  eine  Gerade,  welche  mit  der  gesuchten  Zentralachse 
identisch  ist. 

Infolge  der  Beziehungen  (9)  verschwindet  aber  auch  der 
Winkel  zwischen  W  und  JB,  so  dafs  wir  wegen  (7)  schreiben 
dürfen 

BW  =  Xmj  +  Ymy'  +  Z3Rz' 
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und  nach  Einsetzen  der  Werte  von  Wx  "SRy  Wz   aus  (8) 

BW  -=  XWx+YWy-\'Zmz    . 

Diese  Gleichung  gestattet  uns,  das  Moment  W  aus  den  Gl.  (10) 
zu  eliminieren,  wodurch  z.  B.  die  rechte  Seite  der  ersten  Forme 
übergeht  in 

"^Iz  —  ^  {Xmx  +  YdJty  +  zmz) 

=  ^iMz(R'—z^)^(mzX+myY)z\ 
=  ^  {äR.(Z2  +  y2)  -  (mxX  +  Wy  Y)zV 

Damit  aber  zerfällt  die  Gleichung  selbst  in  zwei  Bestandteile,  so 
dafs  sie  in  der  Form 

oder  auch 

xy"  B^         1  ~  YY  ~         B? 

geschrieben  werden  kann.  Verfahren  wir  ebenso  mit  den  beiden 
andern  Formeln,  so  folgt  schliefslich  als  Gleichung  für  die  Zen- 
tralachse 


_    , _ w=Y—myZ\  _  1  / ,     mzZ—m=x\  \ 

X\^  JB2  ]  -  YV  iP 


=  -?Az'  — 


WyX—mxY' 


ZV  B? 


(11) 


Der  Punkt  auf  der  Zentralachse,  für  den  diese  drei  Ausdrücke 
identisch  verschwinden,  heilst  der  Mittelpunkt  der  Kräfte. 

Auf  graphischem  Wege  läfst  sich  die  Lage  der  Zentralachse 
leicht  ermitteln,  wenn  man  sich  in  Fig.  212  das  Moment  9K  des 
resultierenden  Paares,  dessen  Achse  mit  der  Resultante  B  den 
Winkel  Ö  bilden  möge,  in  der  Ebene  der  Achse  mit  der  Resul- 
tante in  zwei  Komponenten  zerlegt,  von  denen  die  eine  9K  cos  <^ 
dieselbe  Richtung  hat,  wie  die  Resultante  selbst,  während  die 
andere,  SBl  sin  (),  auf  ihr  senkrecht  steht,  also  ein  Kräftepaar  dar- 
stellt,  in  dessen  Ebene   die  Resultante  fäUt     Dieses  Kräftepaar 
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können  wir  daher  durch  Parallel  Verschiebung  der  Resultante  um 
eine  Strecke  a  nach  0,  so  dals 

aR  =  m  sind (12) 

wird,  vollkommen  aufheben,  so  dals  nur  noch  das  Kräftepaar 

W  =  mco&ö (13) 

und    die   Resultante   +   B    selbst    in    der    neuen    Lage    übrig 
bleiben.    Da  die  Achse  von  SK  cos  d  mit  R  zusammenfällt,  so 

stellt  die  neue  Lage  die  gesuchte 
Zentralachse  dar.  Aufserdem  er- 
kennt man,  dals  für  jede  andere 
Lage  der  Resultante,  d.  h.  für  jedes 
andere  a  die  Komponente  9K  sin  d 
des  Kräftepaares  nicht  ausgegüchen 
wird,  so  dals  jedenfalls  9K'  =  9R 
cos  (^  den  kleinsten  Wert  des 
Momentes  SR  im  ganzen 
Räume  darstellt. 

Die  vorstehenden  Formeln  ver- 
einfachen sich  sehr  in  dem  prak- 
tisch wichtigen  Falle,  dals  alle 
Kräfte  einander  parallel'  sind. 
Alsdann  sind  nämlich  die  Neigungs- 
winkel aßy  derselben  allen  Kräf- 
ten P  und  daher  auch  der  Resul- 
tante R  =  2P  gemeinsam,  so  dafs  wir  für  deren  Komponenten 
schreiben  dürfen 

X  =  cos  a  2  P  =  R  cos  «  \ 
Y  =  coB  ß  :SP  =  Rcos  ß  >    . 
Z  =  cos  y  ^  P  =  R  cos  y   ) 

Die  Momentengleichungen  (6)  gehen  damit  über  in 

SDf^  ==  co&ß^Px  —  cos  u^Py 
mx  =  cos  y^Py  —  cos  ß^Pz 
Wty  =  COS  a^Pz  —  cos  y^Px 

und  wir  haben  weiterhin 

xwz  4-  Y^y  +  zmz  =  0 

wie  bei  einer  Einzelkraft  Gl.  (2).    Der  Winkel  8  der  Resultanten 
mit  der  Achse  des  resultierenden  Kräftepaares   ist  demnach  90  o. 


Fig.  212. 


(5a) 


(6a) 


(7a) 
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d.  h.  die  Resultante  paralleler  Kräfte  liegt  in  der 
Ebene  dieses  Kräftepaares  selbst  und  kann  folglich 
mit  ihm  zu  einer  Einzelkraft  zusammengesetzt 
werden.  Alsdann  aber  dürfen  wir,  unter  x'  y'  z'  die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  Zentralachse  verstanden,  auch  schreiben 

Wz  =  x'Y  —  y'X 
Wx  =  y'  Z  —  z'Y 
Wy  =  z'X—x'Z 

und  erhalten  sodann  durch  Kombination  mit  (6a)  die  Gleichung 
der  Zentralachse  eines  Systems  paralleler  Kräfte 

1       l_  ^Fx\  _      1       /  ^  _  ^Py\ 
cos  a  \^         ipj  ~  cos  fi  Y         :^Pj 

=  r^'  — -NwT        (IIa) 

cos  y  \  ^^ I 

Da  für  diese  Linie,  deren  Abstand  vom  Koordinatenursprang 
mit  sin  (^  =  1  sich  aus  (12)  zu 

«  =  ^  =   vp (12a> 

ergibt,  das  Moment  (13)  verschwindet,  so  ist  sie  mit  der  Rich- 
tungslinie der  Resultante  selbst  identisch.  Für  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  im  Raum  erhalten 
wir  durch  das  Verschwinden  der  Klammerausdrücke  in  (IIa) 
die  Koordinaten 

Xo  =  x'  =  -^Tp-;     yQ  =  y'  =  -^  ;     Zq  =  z'  =  -^p   .     (14) 

Sind  im  speziellen  Fall  die  parallelen  Kräfte  Gewichte,  so  haben 
wir  auch,  unter  g  die  Erdbeschleunigung  und  unter  m  die  in 
den  Angriffspunkten  konzentriert  gedachten  Massen  verstanden^ 
mit  F  =  mg 

^mx  2m  t/  2mz  /ii  \ 

''o  =  -v^'    yo  =  -v^,    ^0  =  3^'      .     .    (I4a> 

und  bezeichnen  analog  den  Beziehungen  bei  ebenen  Systemen 
den  hierdurch  definierten  Punkt  als  den  Schwerpunkt  de» 
Massensystems. 
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§  51.    Die  Bewegungsgleichungen  räumlicher  Systeme. 

Die  Bewegungsgleichungen  zweier  mit  einander  verbandener  materieller 
Punkte.  Elimination  der  Hilfskräfte  und  Aufstellung  des  D'Alembert- 
sehen  Prinzips.  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes.  Der  Flächen satz 
und  die  invariable  Ebene  (Gerade).  Das  Moment  der  Bewegungsgrölse. 
Gleichgewichtsbedingungen  für  räumliche  Systeme.  Die  allgemeine 
Arbeitsgleichung  und  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 

Genau  dieselbe  Überlegung,  welche  uns  früher  in  §  35  zu 
den  Bewegungsgleichungen  ebener  Systeme  führte,  dürfen  wir 
jetzt   auf   räumliche  Verhältnisse   anwenden.     Wir   denken   uns 

wieder   im  einfachsten 
^^t  Falle   zwei  Massen  wii 

und  »12  Dait  den  Koordi- 
naten Xi  yi  Zi ,  X2  yi  ^2 
durch  eine  starre  Gerade 
verbunden ,  und  den 
Kräften  Pi  und  P^  mit 
den  Komponenten  Xx 
Yi  Zi  bezw.  Z2  Y2Z2  aus- 
gesetzt, Fig.  213.  Durch 
die  Existenz  der  Ver- 
bindung ist  die  Bewegung  der  beiden  Massenpunkte  nii  und  m^, 
nicht  mehr  frei,  sondern  gezwungen.  Wir  ersetzen  daher,  um  die 
Gleichungen  für  die  freie  Bewegung  anwenden  zu  können,  die 
Verbindungsgerade  durch  zwei  innere  Kräfte  Qi  und  §2»  deren 
Richtungslinien  mit  der  Verbindung  mi  m^  zusammenfallen  und 
die  Winkel  aßy  mit  den  Achsen  bilden.  Alsdann  bestehen  für 
jeden  Einzelpunkt  drei,  im  ganzen  also  sechs  Bewegungs- 
gleichungen, nämlich 


Fig.  213. 


^1  +  Ql  COS  a  =  7% 


-X2  +  Q2  cos  «  =  W2  -j^ 

^2/2 


Yi  +  Qi  cos  /?  =  mi  -^  ,         5^2  4-  Q2  cos  /J  =  W2  -j^ 


Zi  +  Qi  cos  y  =  mi  -j^Y , 


Z2  +  $2  cos  y  =  »l2  ~ 


.  (1) 


Addieren  wir  die  Formeln  mit  den  gleichgerichteten  Komponen- 
ten, so  folgt  daraus,  da  wegen  der  Gleichheit  der  Wirkung  und 
Gegenwirkung  der  inneren  Kräfte  Qi  +  Ö2  =  0  sein  muls, 
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Xi  +  X2  =  mi-j^  +  W2-^ 
Yi  4-  Yg  =  wii  -:^^  +  tn2 


(i^2 


d^Zi 

^1   +  ^2  =  Wli-^  +  l»2    ^^2 


(2) 


Bilden  wir  nunmehr  die  Momente  der  Komponenten  in  Bezug 
auf  die  einzelnen  Achsen,   so  erhalten  wir  z.  B.  für  die  Z- Achse 

/     d^yi  d'^xA 

^1  Yi  —  yi-^Ti  +  Qi  (xi  cos  ß  —  Vi  cos  «)  =  mi  la^i  -^  —  ^^^  -j^\ 

^  "J^  "~  ^2  ^j^ 

und  ganz  analoge  Gleichungspaare  für  die  beiden  anderen  Achsen. 
Addieren  wir  die  zusammengehörigen  Momente  und  beachten 
wieder,  dafs  Qi  +  Q2  =  0,  sowie  dals  der  Abstand  l  zwischen 
mi  und  ^2  sich  durch 


Z  = 


X^  —  Xx  2/2  —  2/1  ^2  —  ^1 


cos  a         cos  ß  cos  y      *    * 

ausdrücken  läfst,  so  erhalten  wir  drei  neue  Gleichungen 

^lii  —  2/1^1  +  ^2i2.—  2/2^2 


(3) 


^^1 

/       t?2^i 
=  ^1  Ul  "d^  -  ^1 


d2a;i 
dß 


+  »W2(a^-^  — ^2 


+  wi2(«/2-jp-  — ^2 


(^a:2 
"5^ 


d^2 


Zi  Xi  —  XiZi  -\-  Z2  X2  —  X2  Z2 


=  mi  \zi 


dß 


—  Ä?! 


d^z{ 
dp' 


(       d^X2 


OC2 


d^ 
dP- 


(4) 


Sind  mehr  als  zwei  Massenpunkte  vorhanden,  an  deren  jedem 
eine  Kraft  P  angreift,  so  existieren  für  jede  Verbindungslinie 
zwei  gleich  grofse,  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  Q,  welche 
sich  zunächst  bei  der  Addition  aller  parallelen  Komponenten 
aufheben.  Wir  erhalten  somit  an  Stelle  der  Formeln  (2)  die 
allgemeineren  Ausdrücke 
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x  =  :sx  =  :2m 


Y=  2Y  =  2m 


Z  =  :2Z=2m 


d^z 


(5) 


Auch  bei  der  Bildung  der  Momente  für  beliebig  viele  mit 
einander  verbundene  Massenpunkte  m  fallen  die  inneren  Kräfte 
heraus,  da  für  jede  Verbindungslinie  eine  Gleichung  von  der 
Form  (3)  besteht,  so  dafs  wir  schliefslich  statt  (4)  allgemeiner 
schreiben  dürfen 


mz  =  2(xY-yX)  ^2m\x^^y 
Wx  =  :2  (yZ  --zY)==:Sm[y^—  z 


^y 


{zX  —  xZ)  =  :2m{z 


d^ 
d^x 


—  X 


dp 

d^ 
df' 

d^z 
dp' 


(6) 


Hierin  bedeuten  die  Grölsen  X=  -S'X,  7=  -SY,  Z=  -^Z  die 
Komponenten  der  Resultante  R  der  äulseren  Kräfte  P,  während 
Wx  yRy  Wz  die  Komponenten  des  resultierenden  Kräftepaares 
darstellen.  Die  Formeln  (5)  und  (6),  welche  man  auch  als  den 
allgemeinen  Ausdrück  des  D'Alembertschen  Prinzipes 
bezeichnet,  sind  übrigens  ganz  unabhängig  von  der  Art  der  Ver- 
bindung der  Massenpunkte  unter  einander,  da  auf  jeden  Fall 
das  Gesetz  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  für  die  inneren  Kräfte, 
d.  h.  die  Formel  Qi  +  Q2  =  0  und  weiterhin  für  jede  Verbin- 
dungsgerade die  rein  geometrische  Beziehung  (3)  bestehen  bleibt. 
Mithin  gelten  die  Formeln  (5)  und  (6)  auch  für  sog.  elastische 
Verbindungen  und  für  ganz  frei  von  einander  bewegliche  Massen- 
punkte, gleichgiltig  ob  dieselben  auf  einander  Kräfte,  z.  B.  die 
allgemeine  Schwere,  ausüben  oder  nicht. 

Um  nun  die  Wirkung  der  Kräfte  P  auf  das  ganze  System 
von  Massenpunkten  leichter  übersehen  zu  können,  führen  wir 
die  Koordinaten  xq  y^  Zq  des  Schwerpunktes  ß  ein,  d.  h.  wir 
nehmen  denselben  zum  Ausgangspunkte  eines  neuen  beweglichen 
Koordinatensystems  '^rj^,  dessen  Achsen  bei  der  Bewegung  den 
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Achsen  des  festen  Systems  XYZ  stets  parallel   bleiben  mögen. 
Alsdann  haben  wir  zu  setzen 


^  =  ^0  +  S> 


y  =  Vo  +  Vy 

^y  _  ^vq  ,  ^ 

dt^  ~~  dp'  '^  dt^' 


d^z      d'^zp      d^i; 
dt^  ""  di^  '^  dp 


I 


(7) 


Da  nun  laut  der  Definition  des  Schwerpunktes  Gl.  (14  a)  des 
vorigen  Paragraphen 

XQ2m  =  ^mxy      yQ^m  :=  ^my,      Zo^m  =  ^mz     .     (8) 

war,  so  folgt  daraus 

:^m§  =  0,        2m7]  =  0,        :S'wC  =  0,      .     .     (8a) 

d.  h.  die  statischen  Momente  eines  räumlichen  Sy- 
stems verschwinden  in  Bezug  auf  irgend  welche 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebenen.  Weiter  aber 
ergibt  sich  damit 


2m 


:sm 


2m 


^=0  und  ^m^  = 

^  =  0  und  2mj^  = 

d^K       ^  ^  ^     d^z 

=  0  und  2m  -j-nr  = 


d^xo 


2m 


dp 


r  2m 


dt^  —  -    ''""  dt^ 

so  dafs  die  Formeln  (5)  übergehen  in 

^-  dt^  -"^^ 


d^zp 
dt^ 


2m 


(8b) 


X  =  -iTTTT  2m 


Z=.'^2m 


(5  a) 


d.  h.  aber:  Der  Schwerpunkt  eines  räumlichen  Massen- 
systems, welches  unter  dem  Einflüsse  beliebiger 
äulserer  Kräfte  steht,  bewegt  sich  so,  als  wenn  die 
Gesamtmasse  des  Systems  in  ihm  vereinigt  und  die 
Resultante  aller  Kräfte  dort  angreifen  würde. 

Heben  sich  die  äulseren  Kräfte  gerade  auf,  oder  sind  über- 
haupt keine  solchen  vorhanden,  so  können  wir  das  System  als 
nach  aulsen  isoliert  bezeichnen.  Da  hierbei  X,  YundZ  ver- 
schwinden, so  führen  die  Gl.  (5  a)  durch  Integration  unmittelbar  auf 

^o  =  «i  +  Ci^        «/  =  a2  +  C2^        z  =  az-\-  Czt,    .     (5b) 

d.  h.  der  Schwerpunkt  eines  sich  selbst  überlassenen 
räumlichen  Massensystems  bewegt  sich  gleichförmig 
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und  geradlinig  fort.  Alle  diese  Sätze  sind,  wie  der  Vergleich 
mit  dem  Inhalte  des  §  35  lehrt,  nichts  als  Erweiterungen  von 
Sätzen,  welche  wir  schon  für  die  ebene  Bewegung  als  giltig 
erkannt  haben. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Momentengleichungen  dadurch  um- 
formen, dafs  wir  in  ihnen  die  Projektionen  der  Fahrstrahlen 
jedes  Massenpunktes  von  einem  Zentrum,  z.  B.  dem  Koordinaten- 
anfang auf  die  drei  Ebenen  einführen.     Wie  in  §  35  haben  wir 


d^tf  d^x        d   l    dy  dx\ 

^di^~^^dt^'^dirdJ~'^di 


) 


Ist  dann  r  die  Projektion  des  Fahrstrahles  des  Massenpunktes  m 
vom  Koordinatenanfang  aus  auf  die  a?^- Ebene  und  cp  der  momen- 
tane W^inkel  dieser  Projektion  mit  der  a;-Achse,  so  ist 

xdy  —  tfdx  =  r^dcp  =  2dFz  , 

unter  Fz  die  Projektion  der  vom  wirklichen  Fahrstrahl  im  Räume 
beschriebenen  Fläche  auf  die  xy-Ehene  verstanden.  Verfahren 
wir  ebenso  mit  den  beiden  andern  Gleichungen  unter  Einführung 
der  Flächenprojektionen  Fy  und  Fx,  so  dürfen  wir  statt  (6) 
schreiben 

d^Fz 


'mz  =  2  2m 


mx  =  2  2m 


dt^ 

d^Fx 
dt^ 

d^Fv 
my  =  2^m-^ 


{6  a) 


Die  drei  Momentengleichungen  führen  uns  also  ganz  analog  der 
einen  Formel  für  die  ebene  Bewegung  (§  35  Gl.' 5  b)  auf  drei 
Flächensätze.  Sind  schlief slich  keine  äufseren  Kräfte  vor- 
handen, d.  h.  ist  das  im  übrigen  ganz  beliebig  gestaltete  Massen- 
system sich  selbst  überlassen,  so  verschwinden  auch  die  Kompo- 
nenten Wx  3Ky  Wz  des  resultierenden  Kräftepaares  und  die  Gl.  (6  a) 
werden  direkt  integrabel.  Wir  erhalten  so  mit  den  Integrations- 
konstanten JiJ.2^3,   C1C2O3 

2mFx^  Ai-\-  Cit 

2mFy  =  Ä2-\-C2t    } (6b) 

2mFz  =  Ä^  -{-  Cst 
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Fassen  wir  nun  die  Produktsummen  2inFxi  2mFy,  2m  Fz  als 
besondere  Veränderliche  auf,  so  definieren  die  drei  Formeln  (6  b) 
nach  Elimination  der  Zeit  t  eine  Gerade  im  Raum,  deren 
Richtungswinkel  gegen  die  Achsen  durch 

cos  X  =     , —  -~-  ,      cos  A  = 


y  Oi2  +  C22  +  C32 '  y  Ci2  +  C22  +  a^ ' 

cos  U  =     ,  1 r (9) 

yC\2+C22+C32 

gegeben  sind,  und  welche  man  nach  Laplace  als  die  unver- 
änderliche (invariable)  Gerade  des  keinen  äulseren  Kräften 
unterworfenen  Massensystems  bezeichnet.  Dieser  Geraden  als 
Stellung  entspricht  eine  durch  den  Koordinatenanfang  hindurch- 
gehende unveränderliche  Ebene,  auf  die  wir  die  von  den 
einzelnen  Fahrstrahlen  beschriebenen  Flächen  ebenfalls  projizieren 
können,  so  zwar,  dafa  nach  Bildung  der  Produkte  mF 

:S.mF  =  A-\-  et 
und  folglich 

ImFx  —  Äi  =  {2mF  —  Ä)  cos  x 

2mFy  —  -4-2  =  {2mF  —  A)  cos  X 
2mFz  —  A3  =  {2mF  —  Ä)  cos  /li 

wird.  Es  ist  übrigens  ohne  weiteres  klar,  dals  die  Stellung  der 
invariablen  Ebene,  d.  h.  die  Winkel  x,  X,  f,i  der  zu  ihr  normalen 
invariablen  Geraden  verschieden  ausfallen,  je  nach  der  Wahl 
des  Koordinatenursprungs,  so  dafs  man  diesen  immer  mit  anzu- 
geben hat.  In  der  Astronomie  pflegt  man  hierfür  den  Schwer- 
punkt des  Sonnensystems  zu  wählen  und  erhält  alsdann  eine 
Ebene,  welche  nur  wenig  von  derjenigen  der  Ekliptik  abweicht. 
Will  man  die  invariable  Ebene  mit  ihrer  Normalen  durch  den 
Schwerpunkt  als  Ursprung  eines  Koordinatensystems  wählen,  so 
ist  hierzu  noch  die  Festlegung  einer  Geraden  in  der  Ebene  selbst 
notwendig,  wofür  Poisson  die  Projektion  der  unveränderlichen 
Bewegungsrichtung  des  Schwerpunktes  selbst  auf  die  invariable 
Ebene  vorgeschlagen  hat.  Das  so  erhaltene  Achsensystem  be- 
wegt sich  alsdann  geradlinig  ohne  Drehung  im  Räume  fort. 

An  Stelle  der  Projektionen  der  von  den  Fahrstrahlen  jedes 
Punktes  überstrichenen  Flächen  auf  die  Koordinatenebenen  hätten 
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wir   auch   diejenigen   der   momentanen  Geschwindigkeiten   ein- 
führen können.    Bezeichnen  wir  dieselben  mit  Vx,  Vy,  Vz   (welche 

dx  dy 

Komponenten  nicht  mit  den  Projektionen  Vx  =  -jr,    ^^  ^^  57 ' 

dz 
Vz  =  J-.  auf  die  drei  Achsen   verwechselt   werden  dürfen)   imd 

fällen  auf  sie  in  den  Ebenen  OyZy  Ozx,  Oxy  Lote  Ix,  ly^  U  vom 
Koordinatenanfang,  so  wird  z.  B. 


X 


dy 
dt 


dx  ^ 

-yj^^lzvz'. 


Diesen  mit  der  Masse  multiplizierten  Ausdruck  bezeichnen  wir 
nunmehr  wie  in  §  35  als  das  Moment  der  Bewegungs- 
gröfse.  Führen  wir  ihn  in  die  Momentengleichungen  (6)  ein, 
so  gehen  dieselben  über  in 


d 
Mx  =  j-^^lxVx'm 

d 

Tly  =  j-^2lyVy'm 

d 

3)lz  =  j-^2lzVs'm 


(6  c) 


Die  Momente  der  äufseren  Kräfte  rufen  demnach 
entsprechende  zeitliche  Änderungen  der  Momente 
der  Bewegungsgröfsen  hervor. 

Verlegen  wir  schliefslich  allgemein  alle  Kräfte  P,  welche 
aus  den  einzelnen  Massenpunkten  m  des  nunmehr  nicht  mehr 
als  isoliert  anzusehenden  Systems  nach  dem  Schwerpunkt  des- 
selben, so  erhalten  wir  aulser  den  Gl.  (5  a)  für  die  Momente  mit 
Rücksicht  auf  (8  a)  und  (8  b) 


:s(gr~^z)  = 


d^rj  dH' 


(6d) 


Diese  Gleichungen  haben  gegenüber  den  für  einen  beliebigen 
Bezugspunkt  giltigen  den  Vorteil,  dafs  in  ihnen  nur  mehr  die 
Relativkoordinaten  in  Bezug  auf  ein  im  Schwerpunkt  sich  kreuzen- 
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des,  parallel  mit  sich  selbst  bewegtes  Achsensystem  vorkommen. 
Wir  werden  von  ihnen  darum  bei  der  Untersuchung  der  Bewegung 
eines  starren  Körpers  mit  Vorteil  ausgehen  können. 

Befindet  sich  das  System  im  Gleichgewichte,  so 
müssen  die  Beschleunigungen  jedes  einzelnen  Massen- 
punktes verschwinden.  Dies  heilst  aber  nach  den  Gl.  (1) 
nichts  anderes,  als  dals  an  jedem  Punkte  die  gleichgerichteten 
Komponenten  der  äulseren  Kräfte  die  entsprechenden  der  inneren 
Kräfte  aufheben.  Weiterhin  aber  haben  wir  in  diesem  Falle 
nach  den  Gl.  (5)  und  (6) 


=  0  \ 


worin  die  inneren  Kräfte  wiederum  nicht  mehr  vorkommen.  Da 
der  Koordinatenursprung,  nach  dem  wir  in  Gl.  (5)  und  (6)  uns 
die  Kräfte  verlegt  dachten,  ganz  willkürlich  ist,  so  erkennen  wir, 
dafs  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  Komponenten  des  resul- 
tierenden Kräftepaares  für  jeden  Punkt  im  Räume  verschwinden 
müssen  und  dals  wir  die  Kräfte  selbst  nach  der  Polygonregel 
auch  im  Räume  zusammensetzen  dürfen.  Das  Verschwinden  der 
Kraftmomente  allein  hat  nach  (6  c)  zur  Folge,  dafs  die  ent- 
sprechenden Momente  der  Bewegungsgröfsen  konstant  bleiben, 
um  die  bei  der  Bewegung  eines  beHebigen  Massensystems 
von  den  äulseren  Kräften  geleistete  Arbeit  zu  berechnen,  gehen 
wir  wieder  auf  den  einfachen  Fall  zweier  irgendwie  mit  einander 
verbundener  Massenpunkte  mi  und  W2  zurück,  deren  Bewegungs- 
gleichungen durch  (1)  gegeben  sind.  Die  Elementararbeit  jeder 
Kraftkomponente  erhalten  wir  durch  Multiplikation  derselben 
mit  dem  Wegdifferential  derselben  Richtung.  Auf  diese  Weise 
ergibt  sich  für  die  gesamte  Elementararbeit  aus  (1) 

Xidxi  -\-  Yidyi  -|-  Zidzi 
-j-  X2doc2  +  Y2dy2  +  ^2^-2:2 
+  Qi  (dxi  cos  a  -\-  djfi  cos  ß  -|-  dzi  cos  y) 
+  Q2  iß^  cos  «  -(-  dy2  cos  ß  -\-  dz2  cos  y) , 

Id^^Xi  ,       ,   d^vi  ,       ,   d^zi  ^ 


+  ^2  1 


572"^^2  +  -J^#2  +  -^^^2, 
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Hierin  dürfen  wir  die  beiden  Klammerausdrücke  der  linken  Seite 
wegen  Q2  =  —  Qi  =  Q  zusammenfassen  in 

—  Q  {dixi  —  X2)coQa-\'  d  {yi  —  y<^  cos  ß  +  d  (%  —  Z2)  cos  y  } 

und  dafür  auch,  wenn  l  wieder  den  Abstand  der  beiden  Massen 
bedeutet,  also 

p  =  (a?i  -  x^y'  +  (2/1  -  2/2)2  ^  (;j^  _  ^2), 

oder 

—  (ZZ  =  (?  (a?i  —  0C2)  cos  a  +  <:?  (^1  —  ^2)  cos  /J  -f"  ^  (^1  —  ^)  ^^s  y 

ist,  kurz  +  Q^/  schreiben.  Ebenso  ist  aber  auch,  unter  v«,  %,  Vz 
die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  v  eines  der  Massenpunkte 
verstanden, 

d^x  cßy  d^z 


niiVidvi  -{-  m2V2dv2. 


so  dals  jetzt  die  Arbeitsgleichung  lautet 
Xidxi  -\-  Y-idyi  +  Zidzi  ' 

+  X2dX2  +  r2^J/2  +  Z2dZ2 

+  Qdl 

Sind  mehr  als  zwei  Massenpunkte  gegeben,  so  existiert  für  jede 
Verbindungslinie  l  eine  Beziehung,  welche  die  Zusammenfassung 
der  mit  den  zugehörigen  inneren  Kräften  Q  behafteten  Glieder 
in  der  vorstehend  durchgeführten  Art  gestattet,  während  die 
Summe  auf  der  linken  Seite  sich  ohne  weiteres  ausdehnen  läfst. 
Wir  erhalten  somit  als  allgemeine  Form  der  Arbeitsgleichung  für 
ein  räumliches  System 

2{Xdx-\-Ydy-\-ZdZ'\'qdl)=^:2mvdv,.     .     (11) 

in  welchem  die  Summe  2  (Xdx  -f-  Ydy  -\-  Zdz)  die  Elementar- 
arbeit der  äulseren  Kräfte,  2Qdl  diejenige  der  inneren  Kräfte, 
d.  h.  die  sog.  Formänderungsarbeit  des  Systems  und  schlieüslich 
2mvdv  den  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  bedeuten.  Für 
ein  starres  System  fällt  mit  dl  =  0  die  Formänderungsarbeit 
hinweg  und  es  bleibt  nur  noch 

^  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  2mvdv     .    .    .    (12) 
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Die  von  den  äufseren  Kräften  an  einem  materiellen 
System  geleistete  Arbeit  dient  also  einerseits  zur 
Erhöhung  der  kinetischen  Energie  desselben,  an- 
dererseits, wenn  das  System  nicht  starr  ist,  zur 
Leistung  von  Formänderungsarbeit  unter  Über- 
virindung  innerer  Kräfte. 

Die  Gl.  (11)  und  (12)  werden  sofort  integrabel,  wenn  die 
äufseren  Kräfte  nur  Funktionen  der  Koordinaten  sind  und  sich 
somit  (siehe  §  33)  als  partielle  Ableitungen  einer  Kräftefunktion 
darstellen  lassen,  welche  die  Summe  Xdx  -f  Ydy  -\-  Zdz  zu 
einem  vollständigen  Differential  dL  macht.  Wenn  dies  dann 
auch  für  die  Formänderungsarbeit  dU  zutrifft,  so  können  wir 
die  Gl.  (11)  allgemein  integrieren  und  haben 

^L+lL'^^'^iv^-^v,^), (13) 

so  dafs  die  algebraische  Summe  der  Arbeiten  der  äufseren  Kräfte 
und  der  Formänderung  nur  durch  die  anfängliche  und  schliefs- 
liche  kinetische  Energie  des  Systems  bestimmt  sind.  Befindet 
sich  endlich  das  System  im  Gleichgewichtszustande,  so  ver- 
schwindet die  Änderung  der  kinetischen  Energie  und  es  bleibt, 
da  hierbei  das  System  stets  als  starr  angesehen  werden  kann, 

2  {Xdx  +  Ydy  -f  Zdz)  =  0 (14) 

als  allgemeiner  Ausdruck  für  das  schon  in  §  35  für  ebene  Systeme 
abgeleitete  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen. 

§  52.    Gleichgewicht  räumlicher  starrer  Systeme. 

Das  räumliche  Fach  werk;  Bedingungen  für  die  Auflagereaktionen. 
Flechtwerke  (Kuppeln).    Theorie  der  Schraube  mit  Rücksicht  auf  die 

Reibung. 
Damit  ein  räumliches  starres  System,  d.  h.  eine  Anzahl  starr 
mit  einander  verbundener  materieller  Punkte  unter  dem  Einflüsse 
von  Kräften,  welche  an  ihnen  angreifen,  im  Gleichgewichte  ver- 
harrt, muXs  nach  den  Formeln  (10)  des  letzten  Paragraphen  nicht 
nur  die  Resultante  sämtlicher  Kräfte,  sondern  auch  das  resul- 
tierende Kräftepaar  derselben  verschwinden,  d.  h.  aber,  die  Kräfte 
müssen  sich  au  irgend  einem  Punkte  des  Systems  zu  einem  ge- 
schlossenen räumhchen  Polygon  zusammensetzen  lassen.  Aufser- 
dem   aber  müssen   an  jedem   einzelnen  Systempunkte   die  dort 
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angreifenden  äulseren  Kräfte  mit  den  inneren  Kräften  im  Gleich- 
gewichte stehen.  Wir  können  demnach  jedes  starre  System  als 
ein  räumliches  Fachwerk  auffassen,  dessen  Knotenpunkte 
die  Angriffepunkte  der  äulseren  Kräfte  darstellen,  während  die 
Stabspannungen  (vergl.  §  37)  den  inneren  Kräften  entsprechen. 
In  der  Tat  bildet  auch  die  Theorie  der  räumhchen  Fachwerke 
das  vornehmste  Anwendungsgebiet  der  Gl.  (10),  so  dals  es  nicht 
unangebracht  sein  dürfte,  dieselbe  in  grolsen  Zügen  an  dieser 
Stelle  zu  skizzieren.  Dabei  beschränken  wir  uns,  wie  schon  in 
§  37  auf  sog.  statisch  bestimmte  Systeme,  bei  denen  die  Zahl 
der  aufzustellenden  Gleichgewichtsbedingungen  gerade  zur  Be- 
rechnung der  Stabspannungen  ausreicht. 

Wie  früher  bezeichnen  wir  die  Zahl  der  Knoten  eines  solchen 
Fach  Werkes  mit  A:,  diejenige  der  Stäbe  mit  s  und  die  Länge  eines 
derselben  mit  Ihit  wenn  er  den  Ä-ten  Knoten  mit  dem  iten  ver- 
bindet. Alsdann  erkennt  man  sofort,  dals  die  grölste  mögliche 
Zahl  von  Stäben  dann  vorhanden  ist,  wenn  jeder  Knoten  mit 
jedem  anderen  durch  einen  Stab  verbunden  ist,  d.  h.  wenn  wie 
schon  bei  ebenem  Fachwerk 

_  k(k--l) 

wird.  Die  Koordinaten  der  ä- Knoten  seien  jetzt  XiyiZi, 
^2  2/2^2  •••  •»  ^kykZk,  ihre  Zahl  ist  also  im  Ganzen  3k;  die- 
selben sind  mit  den  Stablängen  l  durch  die  Gleichungen 


(^1    -   0^2)2  +   Ö/l    -   2/2)2   +   (^1  -   ^2)2  =    1^2 

•  •  •  • 

{Xk  —  Xi)2  +  (^A  —  yi)2  +   (2A  —  2i)2  =   J^i 

•  •  •  « 

•  •  •  • 


(1) 


verbunden,  deren  Anzahl  mit  derjenigen  s  der  vorhandenen 
Stäbe  übereinstimmt.  Soll  das  Fachwerk  statisch  bestimmt  sein, 
60  müssen  die  Stablängen  ausreichen  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Knotenpunkte,  wenn  wir  aulserdem  das  System  festhalten, 
bezw.  so  stützen,  dals  es  sich  nicht  bewegen  kann.  Dies  ist  aber 
möglich  durch  Fixierung  eines  Knotens,  d.  h.  durch  willkürüche 
-Festsetzung  seiner  drei  Koordinaten  und  einer  Ebene  durch 
zwei  in  diesem  Punkte  sich  treffende  Stäbe,  deren  Stellung  drei 
weitere  Koordinaten  bestimmt.    Es  bleiben  also  nur  mehr  3  k  —  6 
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Unbekannte  in  den  s  Gleichungen  (1)  übrig,  so  dals  für  die  ein 
deutige  Bestimmtheit  aller  Koordinaten 

s  =  3k  —  ß '    .     .     .     (2) 

sein  muls.  Dies  ist  gleichzeitig  die  geringste  oder  auch  not- 
wendige Stabzahl  für  ein  räumliches  Fachwerk  mit  k  Knoten. 
Sollen  zwei  derartige  Fachwerke  mit  ki  bezw.  k2  Knoten  und 
Si  bezw.  $2  Stäben  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden,  so  hat 
man  zunächst 

Si  =  3Äi— -6,  S2  =  3k2  —  6, 

mithin  für  das  neue  Fachwerk  von  ki  -f-  ^2  Knoten 

5  =  3  (Äi  +  Äa)  —  6  =  «1  +  «2  +  6, 

d.  h.  die  Vereinigung  zweier  statisch  bestimmter  räumlicher  Fach- 
werke zu  einem  einzigen  erfordert  die  Hinzufügung  von  6  Stäben. 
Ebenso  müssen  wir,  um  ein  derartiges  Fachwerk  in  zwei  eben- 
falls statisch  bestimmte  zu  zerlegen,  6  Stäbe  zerschneiden. 

Fügen  wir  einem  statisch  bestimmten  räumlichen  Fachwerke 
von  «1  =  3Äi  —  6  Stäben  einen  Knoten  hinzu,  so  mufs  die  neue 
Stabzahl  für  ki-}- 1  Knoten 

s  =  3  (Äi  +  1)  —  6  =  5i  +  3 

sein,  d.  h.  die  eindeutige  Verbindung  eines  Knotens  mit  den 
übrigen  des  Fachwerkes  kann  nur  durch  drei  Stäbe  erzielt  werden. 
Diese  Stäbe  dürfen  überdies  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  da 
sonst  für  den  Knoten  immer  noch  eine,  wenn  auch  nur  elemen- 
tare Verschiebung  senkrecht  zu  dieser  Ebene  möglich  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  Komponenten  der  am  Knoten  i 
angreifenden  äufseren  Kraft,  welche  auch  eine  Auflagereaktion 
sein  kann,  mit  Xi,  Yu  Z^  mit  Sm  die  Spannung  in  dem  Stabe 
zwischen  den  Knoten  h  und  %  so  zerfällt  die  letztere  in  die  drei 
Komponenten 

Xh  —  Xi  yh  —  Vi  a     ^f»-  —  ^i 

Chi  Ihi  Ihi 

Da  nun  an  jedem  Knoten  die  dort  angreifende  äulsere  Kraft 
mit  den  als  innere  Kräfte  aufzufassenden  Stabspannungen  im 
Gleichgewichte  stehen  mufs,  so  ergibt  sich  durch  Summierung 
aller  Spannungskomponenten  in  den  von  i  ausgehenden  Stäben 
nach  den  drei  Achsenrichtungen 
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Xi-\-  2^ÄÄi?V—  =  0 


hi 

yh 

— 

Vi 

hi 

Zh 

Zi 

Yi  +  2Sm  '-^^  =  0 


Zi  +  2Sm  —j;^  =  0 


(3) 


Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  für  jeden  Knoten  auf- 
stellen, so  dafe  wir  im  ganzen  3ä  Gleichgewichtsbedingungen 
haben,  welche  jedoch  nicht  ganz  von  einander  unabhängig  sind, 
da  auch  die  äulseren  Kräfte  einschlielslich  der  Auflagereaktionen 
unter  sich  im  Gleichgewichte  stehen.  Mit  Hilfe  der  6  dieser 
Forderung  entsprechenden  Gleichungen 


^Xi  =  0,        2Yi  =  0,        :SZi  = 


::}■•<*> 


lassen  sich  nun  ebenso  viele  Formeln  (3)  beseitigen,  bezw.  deren 
Zahl  durch  die  Bedingungen  (4)  auf  3  Ä  —  6,  welche  wir  schon 
in  (2)  als  die  notwendige  Stabzahl  erkannt  haben,  zurückführen. 
Soll  ein  Fachwerk  lediglich  durch  Auflagereaktionen 
an  Knotenpunkten  festgehalten  werden,  so  müssen  die- 
selben sich  auf  mindestens  drei  Knoten  verteilen. 
Durch  Anbringung  dreier  Komponenten  Xi  Yi  Z^  am  Knoten  1 
wird  nämlich  zunächst  nur  dieser  fixiert,  alsdann  ist  jeder  andere 
um  ihn  noch  auf  einer  Kugelfläche  beweglich,  woran  er  jedoch 
durch  zwei  Kräfte,  deren  Richtungslinien  zusammen  eine  Tangential- 
ebene bestimmen,  gehindert  werden  kann.  Würde  man  noch 
eine  dritte  hierzu  senkrechte  Kraft  anbringen,  so  wäre  dies  für 
die  Beweglichkeit  auf  der  Kugel  ohne  Belang,  so  dafs  man  für 
zwei  Punkte  lediglich  fünf  Auflagebedingungen  vorschreiben  kann. 
Die  sechste,  welche  nach  unseren  obigen  Ausführungen  noch 
nötig  ist,  kann  sich  daher  nur  auf  einen  dritten  Punkt  beziehen, 
sie  verhindert  die  Drehung  des  ganzen  Systems  um  eine  durch 
die  beiden  ersten  Knoten  hindurchgehende  Gerade,  Da  nun 
jeder  beliebige  starre  Körper  als  ein  Fachwerk  betrachtet  werden 
kann,  so  erkennt  man  auch  für  diesen  die  Notwendig- 
keit von  sechs  auf  wenigstens  drei  Punkte  verteilte 
Auflagebedingungen  zur  Aufrechterhaltung  des 
Gleichgewichtes. 
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Von  den  räumlichen  Fachwerken,  welche  ersichtlich  in  ver- 
schiedenai-tigster  Weise  zusammengesetzt  werden  können,  bietet 
nun  eine  Klasse  ein  besonderes  Interesse  dar.  Es  sind  dies  die- 
jenigen Gebilde,  welche  einen  Innenraum  derart  umschüefsen, 
dalR  ihre  Stäbe  sämtlich  Mantelflächen  derselben  begrenzen,  ohne 
den  Innenraum  selbst  zu  durchkreuzen.  Solche  Fachwerke,  bei 
denen  der  Innenraum  frei  verfügbar  ist,  wollen  wir  mit  Föppl 
als  Flechtwerke  bezeichnen;  zu  ihnen  gehören  auch  die  sog. 
Fachwerkskuppeln.  Man  erkennt  sofort,  dals  ein  Flechtwerk 
auch  als  ein  Polyeder  aufgefafst  werden  kann,  dessen  Ecken  mit 
den  Knoten,  und  dessen  Kanten  mit  den  Stäben  zusammenfallen. 
Wählt  man  darum  für  die  Zahl  derselben  wieder  die  schon  oben 
benutzten  Bezeichnungen  und  fügt  noch  die  Zahl  /  der  Flächen 
zwischen  den  Kanten  hinzu,  so  gilt  sofort  für  das  Flechtwerk 
die  bekannte  Eulersche  Regel  für  die  Polyeder,  nämlich 

5  =  Ä+/-2, (5) 

die  man  sich  leicht  durch  successives  Aufbauen  des  Polyeders 
von  einer  Fläche  ausgehend  ableiten  kann.  Ist  nun  das  Flecht- 
werk statisch  bestimmt,  so  muls  es  auch  die  Formel  (2)  erfüllen, 
so  dafs  wir  auch  statt  (5)  schreiben  dürfen 

^  =  |/,        Ä  =  (+2,       f=ls     .     .    .    (5a) 

Da  nun  sowohl  die  Stäbe,  wie  auch  die  Knoten  nur  in  ganzen 
Zahlen  vorhanden  sein  können,  so  ergeben  diese  Gleichungen, 
dafs  die  Stäbe  eines  statisch  bestimmten  Flechtwerks 
nur  eine  gerade  Zahl  von  Flächen  einschliefsen  können. 
Die  Stabzahl  s  muls  überdies  durch  3  teilbar  sein.  Diese 
Bedingungen  sind  erfüllt,  wenn  das  Flechtwerk  aus  lauter  Stab- 
dreiecken besteht.  Alsdann  gehört  nämlich  jeder  Stab  zwei 
Flächen  an,  während  andererseits  jede  Fläche  durch  drei  Stäbe 
begrenzt  wird.  Man  hat  also  2s  =  3/,  so  dafs  ein  aus  lauter 
Stabdreiecken  bestehendes  Fachwerk,  welches  einen 
Raum  vollständig  umschlielst,  ein  statisch  bestimmte» 
Flechtwerk  darstellt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B.  ein 
Flechtwerk,  wenn  man  die  Oberfläche  einer  Kugel  oder  eines 
Rotationsellipsoids  durch  eine  Anzahl  von  Parallelkreisen  und 
Meridianen  zerlegt  und  die  als  Knoten  zu  betrachtenden  Schnitt- 
punkte   nicht    nur    durch    die    Sehnen    der    Parallelkreis-    und 
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Meridianbogen  ersetzt,  sondern  in  den  entstandenen  Bogenvier- 
ecken  noch  je  eine  Diagonale  an  bringt.  Will  man  von  dem 
ganzen  so  entstehenden  Flechtwerke  (Fig.  214)  nur  eine  Hälfte 
z.  B.  als  Kuppel  benutzen,  so  mülste  man,  um  der  statischen 
Bestimmtheit  zu  genügen,  auch  die  als  Basis  dienende  Schnitt- 
fläche durch  Stäbe  in  Dreiecke  zerlegen.     Dies  würde  allerdings 


Fig.  214. 


den  Vorteil  des  Flechtwerkes,  dals  keine  Stäbe  den  Innenraum 
durchqueren  sollen,  aufheben,  so  dals  man  gewöhnlich  unter 
Festhaltung  von  mehr  als  den  absolut  nötigen  Knoten  des  Basis- 
kranzes auf  die  statische  Bestimmtheit  verzichtet. 

Bezüglich  weiterer  Ausführung  dieses  wichtigen  und  inter- 
essanten Gegenstandes  muls  auf  die  Lehrbücher  der  graphischen 
Statik  verwiesen  werden. 

Die  vorstehende  Theorie  der  Fachwerke  nimmt  auf  die 
Reibung  in  den  Knoten,  die  man  sich,  um  die  statische  Be- 
stimmtheit zu  wahren,  als  Kugelgelenke  denken  muls,  keine 
Rücksicht.  Wir  wollen  darum  als  zweites  Beispiel  für  das  Gleich- 
gewicht das  Verhalten  der  Schrauben  untersuchen,  bei  denen 
die  Reibung  ausschlaggebend  ist.  Eine  Schraubenlinie  entsteht 
bekanntlich  dadurch,  dafs  ein  Punkt  sich  gleichzeitig  um  eine 
Achse  dreht  und  in  der  Richtung  derselben  proportional  seinem 
Drehwinkel  fortschreitet.  Wählen  wir  statt  des  Punktes  eine 
Kurve,  und  lassen  sie  unter  proportionalem  achsialen  Fortschreiten 
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rotieren,  so  erhalten  wir  eine  Schraubenfläche.  Die  einzelnen 
Elemente  der  erzeugenden  Kurve  behalten  hierbei  die  ursprüng- 
liche Neigung  gegen  die  Achse  bei.  Die  gewöhnliche  Schraubtn- 
fläche  (Fig.  215)  hat  zur  Er- 
zeugenden eine  Gerade,  deren 
Neigung  gegen  eine  Vertikal- 
ebene zur  Achse  ß  sein  möge. 
Dieser  in  einer  Achsial-  oder 
Meridianebene  der  Schraube 
gemessene  Winkel  hat  natur- 
gemäls  an  allen  Punkten  der 
Fläche  denselben  Wert.  Da- 
gegen ändert  die  senkrecht  zur 
Erzeugenden  stehende  Tan- 
gente ihre  Neigung  je  nach 
der  Entfernung  des  Punktes 
von  der  Achse.  Bezeichnet 
man  nämlich  den  achsialen 
Abstand  zweier  sich  entspre- 
chender Punkte  der  Schrauben- 
fläche, die  sog.  Ganghöhe  Kg  215 
mit   Ä,    so    ist    die    gesuchte 

Neigung  a  der  Tangente  gegen  die  Normalebene  zur  Achse,  wenn  r 
den  Abstand  der  Punkte  von  dieser  bedeutet,  gegeben  durch 


%  «  =  .1 —  oder  r  tg  «  =  ^—  =  const. 


2nr 


2n 


.     .     .     (6) 


Die  Schraubenfläche,  welche  sich  praktisch  stets  an  einen  zylindri- 
schen Kern  anschlielst,  ist  meistens  in  radialer  Richtung  so  wenig 
ausgedehnt,  dafs  man  auf  die  Änderung  von  a  keine  Rücksicht 
zu  nehmen  braucht.  Wird  nun  dieser  mit  einer  derartigen 
Schraubenfläche  versehene  Kern,  die  sog.  Schraubenspindel 
von  einem  Hohlkörper,  der  Mutter,  umgeben,  der  eine  kongru- 
ente Schraubenfläche  vertieft  trägt,  so  wird  die  relative  Drehung 
beider  Körper  eine  relative  Verschiebung  derselben  in  der  Achsen- 
richtung zur  Folge  haben.  Geometrisch  ist  dieser  Vorgang  auch 
umgekehrt  mögUch,  mechanisch  dagegen  nur,  so  lange  nicht  die 
Reibung,  wie  auf  der  schiefen  Ebene  mit  geringer  Neigung  dies 
verhindert,  wodurch  die  Schraube  selbstsperrend  wird. 
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Um  nun  dieses  Verhalten  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
den  achsialen  Druck  zwischen  der  Schraubenspindel  und  der 
Mutter  gleichförmig  über  die  Schraubenfläche  verteilt.  Alsdann 
entspricht  jedem  belasteten  Elemente  ein  ebensolches  auf  der 
gegenüberliegenden  Seite  der  Achse.  Für  die  Gesamtwirkung 
dieser  beiden  Drücke  ist  der  achsiale  Abstand  der  Elemente 
offenbar  ganz  bedeutungslos,  so  dafs  wir  uns  auch  unter  Ver- 
nachlässigung der  Änderung  von  a  die  gegenüberliegenden  Teile 
der  Schraubenfläche  einfach  an  einander  gestolsen  vorstellen 
können.  Strecken  wir  dann  noch  die  zylindrisch  gewundenen 
Köi-per  gerade,  so  erhalten  wir  eine  aus  zwei  Ebenen  gebildete 
Schneide,  deren  Neigung  gegen  den  Horizont  mit  a  überein- 
fitimmt.  Wir  wollen  nunmehr  die  Bedingung  für  das  Gleich- 
gewicht  zweier  Kräfte  P  und  Q  an    einem  sattelartig    auf    der 


Fig   216. 


Schneide  sitzenden  Körper  K  untersuchen,  wenn  P  horizontal 
und  Q  senkrecht  dazu  wirkt  (siehe  Fig.  216).  Zunächst  stellen 
wir  das  ganze  System  in  Fig.  217  a  und  b  im  Grundrifs  und  Auf- 
rils  dar  und  erkennen  daraus,  dals  normal  zur  Schneide  durch 
das  Zusammenwirken  von  P  und  Q  eine  Kraft 

JV  =  P  sin  «  +  Q  cos  a     .     .     .     .     .     .     (8) 

wirkt,  während  in  ihre  Richtung  eine  Kraft 

T  =  P  cos  «  —  Q  sin  a (9) 

fällt.    Die  Kraft  N  wiederum  verteilt  sich  gleichmäfsig  auf  beide 

Seiten  des  dachartigen  Gebildes.     Die  horizontalen  Komponenten 

N 

^  ig  ß  heben  sich  gegenseitig  auf,  während  die  zu  den  Flächen 
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N 


senkrecht  stehenden  Komponenten  ey        a  einen  Reibungswider- 

jj  cos  jJ 

stand  vom  Gesamtbetrage 


E=  +   2/ 


N 


=  ±f 


P  sin  «  +  §  ^^s  " 


(10) 


2  cos  ß       —''  cos  |tf 

hervorrufen,   wobei  /  den   Reibungskoeffizienten   bedeutet   und 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 


Fig.  217  a. 


der  sattelförmige  Körper  auf  der  Schneide  aufwärts  oder  abwärts 
bewegt  werden  soll.  Da  diese  Bewegung  nur  durch  die  der 
Schneide  parallele  Kraft  T  hervorgerufen  werden  kann,  so  be- 
steht für  die  Bewegung  der  Masse  m  des  sattelförmigen  Körpers 
die  Gleichung 

civ           Psina  +  Qcosa 
P  cos  «  —  §  sin  a  =  mjT  ±/ 


cos  ß 


(11) 


welche  für  das  Gleichgewicht  übergeht  in 

/ 


P  cos  a  —  Q  sin  «  =  +  b  (P  sin  a  -I-  ö  cos  «). 

^  —  cos  ß  ^  '    ^  ' 


Setzen  wir  nun  hierin 


/ 


cos  ß 


=  /'  =  tg()', 


(12) 


unter  (>'  den  der  Neigung  ß  entsprechenden  Reibungswinkel 
der  Schneide  verstanden,  so  nimmt  die  Gleichgewichts- 
bedingung mit 


p  =  «^&^^M  =  etg(«±,o 


(13) 


cos  («    -1-   ()') 

dieselbe  Form  an,  wie  für  die  einfache  schiefe  Ebene.  Nunmehr 
bietet  es  keine  Schwierigkeit  mehr,  zur  Schraube  wieder  zurück- 
zukehren.    Bei  derselben  wirkt  der  Kraft  Q  am  Hebelarm  r  ein 
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Moment  3)1  =  Pr  entgegen,  wenn  r  den  mittleren  Radius  der 
Schraubenfläche  bedeutet,  so  dafs  man  für  die  Gleichgewichts- 
bedingung an  der  Schraube  auch  schreiben  kann 

m  =  Qrtgia±  ,')  =  Qr  ,%\f'l^J.      ■     •     (U) 

Da  nun  der  Steigungswinkel  a  direkt  nicht  bekannt  ist,  wohl 
aber  die  Ganghöhe  leicht  abgemessen  werden  kann,  so  setzt  man 
lieber  mit  (6)  und  (12) 

m=qr\^  ^-";;r (14a) 

Handelt  es  sich  um  flachgängige  Schrauben,  so  wird  ß  =  0, 
also  /'  =  /.  Für  praktische  Rechnungen  kann  man  die  Formel 
(14a)  noch  vereinfachen,  indem  man,  da/'Ä  jedenfalls  klein 
gegen  den  Umfang  2nr  ist,  angenähert 


oder 


a«  =  ||(i+/-±2./'J±£^l.   .   .  (ub) 


setzt.  Das  Zusammenwirken  von  Schraube  und  Mutter  bildet 
gleichzeitig  ein  treffendes  Beispiel  für  die  Theorie  der  Zentral- 
achse im  vorletzten  Paragraph.  Das  Gleichgewicht  beider  setzt 
nämlich  voraus,  dafs  die  an  der  Mutter  angreifenden  Kräfte  eine 
Resultante  Q  in  der  -4chse  besitzen,  denen  eine  Kraft  —  §  als 
Resultante  aller  an  der  Spindel  angreifenden  Kräfte  gegenüber- 
steht. Infolge  der  Reibung  der  Schraubenfläche  kann  weiterhin 
ein  an  der  Mutter  angreifendes  Kräftepaar  3R  durch  ein  gleich 
grofses  mit  entgegengesetztem  Drehungssinn  an  der  Spindel  aus- 
geglichen werden,  wenn  die  Achsen  beider  Kräftepaare  in  die 
Schraubenachse  fallen.  Alsdann  aber  bildet  die  Schraubenachse 
selbst  die  Zentralachse  sowohl  des  an  der  Spindel,  wie  auch  des 
an  der  Mutter  angreifenden  Kräftesystems, 
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§  58«    Die  Bewegung  eines  starren  Körpers. 

Keduktion  der  Bewegungsgleichungen  auf  ein  Achsensystem  durch 
den  Schwerpunkt.  Winkelgeschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
um  feste  und  bewegliche  Achsen.  Trägheits  und  Zentrifugal momente 
von  Körpern.  Das  Trägheitsellipsoid  und  die  Hauptachsen  eines 
Körpers  Die  Eulerschen  Gleichungen.  Schwingungen  der  Rotations- 
achse eines  sich  selbst  überlassenen  Körpers.    Die  kinetische  Energie 

und  das  Moment  der  Bewegungsgröfse. 

Die  an  einem  starren  Körper,  d.  h.  einem  kontinuierlichen 
System  starr  miteinander  verbundener  Maseenpunkte  angreifenden 
Kräfte  konnten  wir,  wie  aus  den  Darlegungen  des  vorletzten 
Paragraphen  hervorging,  stets  zu  einer  Resultanten  und  zu  einem 
Kräftepaar  vereinigen.  Die  Bewegung  eines  solchen  Körpers 
liefe  sich  andererseits  nach  §  4  auffassen  als  die  fortschreitende 
Bewegung  eines  seiner  Punkte  und  die  Drehung  des  ganzen 
Systems  um  eine  durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  Achse. 
Da  nun  eine  Einzelkraft  in  ihrer  Richtung  lediglich  eine  lineare 
Beschleunigung,  ein  Kräftepaar  dagegen  nur  eine  Drehbeschleu- 
nigung hervorrufen  kann,  so  erkennt  man  schon  aus  dieser 
Nebeneinanderstellung  den  Zusammenhang  der  Bewegungs- 
erscheinungen mit  den  Wirkungen  von  Kräften  an  einem  starren 
Körper.  Zur  rechnerischen  Verfolgung  dieser  Wirkungen  können 
wir  uns  sofort  der  Formeln  des  letzten  Pai^agraphen  bedienen, 
welche  in  ihrer  AUgemeingiltigkeit  auch  die  Bewegung  starrer 
Körper  umfassen.  Da  derselbe  aus  kontinuierlich  miteinander 
zusammenhängenden  Massenelementen  dm  besteht,  so  haben  wir 
durch  diese  die  früher  eingeführten  diskreten  Massen  m  und  die 
Summen  durch  Integrale  zu  ersetzen.  Bedeuten  dann  wieder  XQy  yo,  Zq 
die  Schwerpunktskoordinaten,  §,  ?;,  f  die  Relativkoordinaten  des 
Massenelementes  dm  in  Bezug  auf  ein  im  Schwerpunkt  zu- 
sammenlaufendes, dem  festen  Koordinatensystem  stets  parallel 
bleibendes  Achsenkreuz,  so  gehen  die  Gleichungen  (5a)  und  (6) 
des  §  51  über  in 
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m 


9», 


W; 


t^-^Ut» 


dp 
d!iri 


dm 


=  )\^~d^-'^w] 


dm 


.     .     (2) 


Da  die  Gleichungen  (1)  mit  denjenigen  der  Bewegung  einer  im 
Punkte  iCb>  2/0»  ^o  konzentrierten  Masse  Jdm  unter  dem  EinfluTs 
einer  Einzelkraft  mit  den  Komponenten  X  Y  Z  identisch  sind, 
so  können  wir  unter  Zurückverweisung  auf  §  51  die  fort- 
schreitende Bewegung  des  starren  Körpers  an  dieser  Stelle  über- 
haupt übergehen,  bezw.  den 
Körper  uns  in  seinem  Schwer- 
punkte festgehalten  denken.  Es 
bleiben  uns  mithin  nur  die  Mo- 
mente (2)  zu  diskutieren,  wobei 
besonders  die  Schwierigkeit  zu 
beachten  ist,  dals  unter  dem 
Integralzeichen  sich  Ausdrücke 
X  befinden,  welche  nicht  konstant, 
sondern  von  der  Zeit  selbst  ab- 
hängig sind.  Es  liegt  dies  daran, 
dals  die  Achsen  ^,  iy,  f ,  obwohl 
mit  dem  Körper  bewegUch,  doch 
sich  selbst  stets  parallel  bleiben 
und  mithin  nicht  an  den  Rotationen  teilnehmen.  Wir  denken 
uns  nun  in  Fig.  218  ein  mit  dem  Körper  selbst  fest  verbundenes 
Achsenkreuz  §',  r/',  f'  durch  den  Schwerpunkt,  welches  demnach 
gegen  das  den  Gl.  (2)  zu  Grunde  liegende  Drehungen  vollzieht. 
In  einem  gegebenen  Momente,  den  wir  jetzt  ins  Auge  fassen 
wollen,  mögen  die  beweglichen  Achsen  5'i  ^',  ?'  nait  den  im  Räume 
festen  Achsen  gerade  zusammenfallen.  Alsdann  zerfällt  nach 
§  7  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  (um 
seine  Momentachse)  in  drei  Komponenten  (o^  ,  (o,j ,  ro; ,  die  wir 
sowohl  auf  das  feste,  als  auch  auf  das  bewegliche  System  be- 
ziehen können.    Wir  haben  demnach 


Fig.  218. 


ojt  =  cü^' ,     a),j  =   w,]' ,     ft>;  =  w;' 


(3) 


i 
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Damit  ist  indessen  noch  nicht  gesagt,  dafs  auch  die  Winkel- 
beschleunigungen, d.h.  die  Änderungen  der  Winkelgeschwindigkeit, 
bezogen  auf  beide  Achsensysteme,  einander  gleich  sind.  Um 
diese  Frage  zu  prüfen,  denken  wir  uns  eine  Winkelgeschwindig- 
keit (o,  deren  bewegliche  Achse  mit  den  Koordinatenachsen  x,  y,  z 
die  Winkel  x,  X,  jn  bildet.  Sie  zerfällt  demnach  in  drei  Kom- 
ponenten (Ox  ,  (Oy  ,  (jJz,  SO  zwar,  dafs 

(jO    =    (Ox  cos  X   -|-    U)y  COS  X   -\-    (jDz  cos  /M. 

Durch  Differentiation  geht  die  Gleichung  über  in 

d<o         dfOx  ,    d(üy         ,     ,    dcoz 

—  =  —  aoa  >c  + -j^  COB  X  +  -^  coB /, 

dx  ,        dk  ,         du 

—  (jüx  Binx  -jz  —  coy  sm  A  ^  —  (x)z  sm  ^u  -jj- 

Es  falle  nunmehr  in  einem  bestimmten  Momente  die  Achse 
von  et)  mit  der  2:-Achse  zusammen,  wodurch  natürlich  w  =  w« 
wird.    Aufserdem  ist  dann 

X  =  900,  X  =  900^  fx  =  0 

cos  X  =  0,       cos  X  =  0,      cos  f.1  =  1 
sin  X  =  1,        sin  >,  =  1,       sin  ^t  =  0, 

so  dafs  wir  haben 

da)         dcDz  dx  dX 

Infolge  des  Zusammenfallens  von  fo  mit  Mz  ist  aber  auch 

dx  dX 

~dt  =  -  ""'y^    Tt  =  +  '^^' 

so  dafs  in  der  Tat 

du)        dtoz  d(jüz 

—     =     -^    -\-    COx   COy    -    0>x   tOy     =     -^ 

wird.  Fällt  also  die  bewegliche  Momentanachse 
eines  festen  Körpers  mit  einer  im  Räume  festen 
Achse  zusammen,  so  stimmt  nicht  nur  die  momen- 
tane Winkelgeschwindigkeit  um  die  bewegliche  Achse 
mit  der  auf  die  feste  bezogenen  überein,  sondern 
auch  die  entsprechenden  momentanen  Winkel- 
beschleunigungen. 
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Zur  Einführung  der  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers 
bedienen  wir  uns  der  einfachen  und  nahezu  evidenten  Gleichungen 
(1)  des  §  7,  durch  welche  die  Komponenten  der  elementaren 
linearen  Verschiebung  mit  den  Drehkomponenten  verknüpft 
werden.  Diese  Drehkomponenten  um  die  x,  y,  z,  bezw.  jetzt 
^,  ^,  ^-Achsen  bezeichneten  wir  dort  mit  dq),  dtp,  dx,  und  haben 
demnach  jetzt  zu  setzen 

d(p  dtp  d/ 


Ji  -  Z''^      dt  -  '^^■ 


Da  nun  weiterhin  nach  Gl.  (7)  des  §  51j 

x  —  Xo='i,     y  —  yo  =  T],    fz  — 2o  =  C 

war,  80  nehmen  die  Gleichungen  (1)  des  §  7  nach  Division  mit 
dt  die  Form 

dt  =  ^'"1  -  "^""^ 


(4) 


an.  Die  lineare  Beschleunigung  in  Bezug  auf  die  durch  den 
Schwerpunkt  gehende,  nicht  mit  dem  Körper  fest  verbundene 
5 -Achse  ergibt  sich  daraus  zu 

d2g        ^dcon         d(oi   ,         d^  dt] 

=  C-JT— ^-J7+  "^n-Ti—  ^K-J7 


dp' 
oder  mit  (4) 


dt 


dü)^ 


dt 


dt 


dt 


dt^ 


dt 


rj-rr  +  w^  (iyco|  —  ?w^)  —  (o^  (?wc  —  Cft^Ö» 


dt 


d^rj 


und  ganz  analog  gestalten  sich  auch  die  Ausdrücke  für  j^  und 
d^^ 


dt^' 
dJ^tj 


Damit  erhalten  wir  z.  B.  für  die  ?- Achse 


d^  - ^il  =  (^  +  ''^) 'ir  +  (^-^=')-«-^ 


1 1]  (Wj2  _  trt,2) 


(5) 


j 
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Führen  wir  diesen  Ausdruck  und  die  ihm  analog  gebauten  für  die 
tj-  und  5- Achse  in  die  Momentengleichungen  (2)  ein,  so  können 
wir,  unter  ?,  tj,  ?  jetzt  die  Koordinaten  in  Bezug  auf  das  mit  dem 
Körper  fest  verbundene  Achsensystem  verstanden,  die  Winkel- 
geschwindigkeiten und  Winkelbeschleunigungen  vor  die  Integral- 
zeichen setzen  und  die  Integrationen  selbst  ]  über  die  ganze 
Körpermasse  ausgeführt  denken.    Die  dabei  erhaltenen  Grölsen 

0|  =  J  g2dw,      0^  =  ^^dm,       Qc  =  J  f2dw      .    (6) 

bezeichnen  wir  als  die  Trägheitsmomente  des  Körpers 
in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  iy  f ,  fg,  ?^- Achsen,  die 
Gröüsen 

W^  =  ^rji;dm,        y^,  =  JC5^m,         Wc  =  l^r3dm.     (7) 

als  die  entsprechenden  Zentrifugalmomente.  Statt  der 
Ausdrücke  (6)  bedient  man  sich  häufig  auch  unter  Einführung 
der  Abstände  q^  ,  ^^  ,  q;;  des  Massenelementes  dm  von  den  drei 
Achsen  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

der  Grölsen 

0|'  =  J  Q^2  dm ,  0^'  =  J  Qn^  dm ,  0c'  =  J  QC^  dm,  .  (8) 
welche  dann  die  Träg- 
heitsmomente  in 
Bezug  auf  die  Ach- 
sen ^,  t;,  ?  heitsen.  Aus 
dem  Vergleich  mit  dem 
für  ebene  Gebilde  in 
§  36  entwickelten  Aus- 
drücken erkennt  man, 

dals     die    Grölsen    (6)  '  Fig.  219. 

den   ebenen  Trägheits- 
momenten für  die  Achsen,  die  Gröfsen  (8)  dem  polaren  Trägheits- 
momente entsprechen,   so  zwar,    dafs  wir  auch  schreiben  dürfen 

0|'  =  0^  +  0c  ,     0^  =  ©c  +  05  ,     &C'  =  0|  +  0^  .  (8a) 

Schlieislich  können  wir  aus  den  Werten  (6)  den  Ausdruck 

&Q  =  ^(^  -]-  tj^  -\-  ^)  dm  =  ^ Q^  dm    .    .     .     (6a) 

ableiten  und  als  das  Trägheitsmoment  für  den  Schwer- 
punkt bezeichnen.    Der  Steinersche  Satz  für  die  Berechnung  von 
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Trägheitsmomenten  in  Bezug  auf  Achsen,  welche  nicht  durch 
den  Schwerpunkt  fl  gehen,  lälst  sich  übrigens  auch  sofort  auf 
den  Raimi  übertragen.  Bedeutet  in  Fig.  219  a  den  Abstand  einer 
Parallelen  zur  Schwerachse,  für  welche  das  Trägheitsmoment  ©'* 
bestimmt  werden  soll,  so  hat  man  zunächst  das  Trägheitsmoment 
für  die  Schwerachse  selbst 


und  daraus 


0'    =   J(^2^ry2)dm    =    Jp2d 


m 


m 


0 


=  J(^-2  ^  j^2)clm  +  a2  J(im  +  2a  J?<?m. 

Da   nun   für   jede  Schwerachse   nach  Gl.  (8a)   des  vorigen 
Paragraphen  die  statischen  Momente  verschwinden,  so  bleibt  nur 

&'  ==  Q'  ^a^m (9) 

unter  m  =  ^dm  die  Gesamtmasse  des  Körpers  verstanden.  Wir 
dürfen  demnach  aussagen :  Unter  allen  Trägheitsmomen- 
ten eines  starren  Körpers  für  parallele  Achsen  fällt 
dasjenige   für   die   Schwerachse   am    kleinsten   aus^ 

und  können  diesen 
Satz  leicht  auch  auf 
parallele  Ebenen  aus- 
dehnen. Kennen  wir 
nunmehr  die  Träg- 
heits-  und  Zentrifugal- 
momente (6),  (7)  und  (8) 
für  die  zueinander 
senkrechten  Schwer- 
achsen 5>  »?,  ?  eines 
Körpers,  so  fragt  es  sich 
noch,  ob  nicht  durch 
die  Wahl  anderer 
Achsen  ebenso  wie 
für  ebene  Gebilde  die 
Zentrifugalmomente  zum  Verschwinden  gebracht  werden  können. 
Um  dies  festzustellen,  berechnen  wir  das  Trägheitsmoment  für 
eine  beliebige  Achse  mit  den  Neigungswinkeln  «,  ß,  y,  Fig.  220. 
Der  Abstand  eines  Massenelementes  dm  mit  den  Koordinaten 
g,  1],  ^  von  dieser  Achse  sei  PÄ  =  r.    Alsdann  hat  man 


Fig.  220. 
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r2  =  f>P2  —  nÄ2 


und,  da 


ßP2  =  §2  _^  rl2  _|_  ^2   =  (£2  ^  y^2  ^  ^2)  (coS  2«  _|.  C08  2/?  +  COS  2y) 


ß^   =   5  cos  «  -|-  ry  COS  /?  +  C  COS  y, 

so  folgt 

r2  =  (g2  _^  ^2  ^  ^2)  (cos  2«  -f  cos  2/?  -j-  COS  2y) 

—  (g  cos  «  +  ^  cos  /?  +  C  COS  y)2 
oder 

r2  =  (7^2  ^  ^)  cos  2«  -^  (^2  ^  ^)  COS  2^  -f-  (§2  ^  ^2)  coS  ^y 

—  2^  ?  cos  /?  COS  y  —  2  ?^*  cos  y  cos  «  —  2 g ly  cos  «  cos  /?     (10) 

Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  mit  dm,  und  führt  nach  der 
Integration  die  Zentrifugalmomente  (7),  sowie  die  Trägheits- 
momente (8)  ein,  so  ergibt  sich  für  das  gesuchte  Trägheitsmoment 

0  =  0^'  cos  2«  -f  e^'  cos  ^ß  +  0;'  cos  2y 

—  2W^  cos  ß  cos  /  —  2W,j  cos  y  cos  «  —  2  'Fi;  cos  a  cos  /?  (11) 

Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  Achse  ist 
also  durch  die  Trägheits-  und  Zentrifugalmomente 
für  drei  zu  einander  senkrechte  Achsen  vollständig 
bestimmt. 

Führen  wir  nun  die  Trägheitsradien,    wie  in  §  36  ein, 
setzen  also 

0  =  wÄ:2 ,     0^'  =  wÄ:^2  ^     0^'  ==  w  V  ^     Q^  =  f^k;^^       (12) 
ßo  haben  wir  auch  statt  (11) 

1  =  -p-  cos  2«  +  -^  cos  2/J  +  -   cos  y 

—  2  j^  cos  ß  cos  y  —  2j~  cos  y  cos  «  —  2  -—  cos  a  cos  ß    (Ha) 

Dies  ist  aber  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten 

COS  «  cos  ß  cos  y 

K  fC  K 

die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  des  sog.  Trägheitsellipsoids 
dessen  drei  zu  einander  senkrechten  Hauptachsen 
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cos  «0 


cos  /?(] 


cos  yo 
k 


drei  Hauptträgheitsmomente  ©a,  ©6,  ©c  entsprechen,  wäh- 
rend die  Zentrifugalmomente  für  dieselbe  verschwin- 
den. Diese  Hauptträgheitsmomente  haben  demnach  die  Eigen- 
schaft, dafs  eines  von  ihnen  ein  absolutes  Maximum,  ein  zweites 
ein  absolutes  Minimum  darstellt,  während  das  dritte  einen  da- 
zwischen liegenden  Wert  besitzt.  Wählen  wir  nun  unsere 
g,?/,^-Achsen  so,  dals  sie  mit  den  Hauptachsen  des  Trag- 
heitsellipsoids  zusammenfallen,  so  dürfen  wir  0^'  =  @a, 
Qri'  =  ©6  ,  ©c'  =  ©c ,  W^=Wri=^^  =  0  setzen  und  haben 
statt  (11) 

©  =  ©«  cos  2«  +  ©ft  cos  2/? -}-  ©c  cos  2y       .      .      (Hb) 

Ganz  besonders  einfach  gestaltet  sich  mit  dieser  Wahl  des  Ko- 
ordinatensystems die  aus  (5)  hervorgehende  Integralformel  für 
die  f- Achse,  nämlich 

^572  —  ^  ^!  ^^  =  ®c  -^  +  (0a  -7-  ©6)  (Ol  Wrj. 

Bilden  wir  noch  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  beiden 
andern  Hauptachsen  und  verbinden  sie,  nachdem  wir  die  Indices 
5,  tj,  ^  durch  a,  h,  c  ersetzt  haben,  mit  (2),  so  erhalten  wir  die 
wichtigen  von  Euler  1758  abgeleiteten  Gleichungen. 


(Ot 


SKft  =  ©6  -^  +  (0c  —  ©a)  (Oe  COa 
c  =  ©c  -jf  +  (©a  —  ©6)  Wa  m 


(13) 


Aus  denselben  geht  hervor,  dals  zur  Drehung  eines  schon  rotieren- 
den Körpers  um  eine  beüebige  Achse  ein  Moment  anzuwenden 
ist,  welches  nicht  allein  durch  die  beabsichtigte  Winkelbeschleu- 
nigung, sondern  auch  durch  die  Gröfse  der  vorhandenen  Winkel- 
geschwindigkeit selbst  bedingt  ist.| 

Wirken  auf  den  Körper  im  speziellen  Falle  keine  Dreh- 
momente ein,  so  nehmen  die  Gleichungen  die  Form 
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Qb  -^  =  (0a  —  ©c)  Wc  Wa 
©c  -^  =  (©6  —  ©a)  Wo  W6 

an,  wofür  wir  auch  schreiben  können 


.     .     .    (13a) 


&a  CDa  d  (Da 
©c  — ©6 


©6  ft>6  dW6 
©a  —  ©c 


0   _  Q —  =  ü}aO)bO)cdt  (13b) 


Wir  wollen  nun  voraussetzen,  der  Körper  rotiere  mit  einer 
grolsen  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  seiner 
Hauptachsen,  ä.  B.  um  die  mit  a  bezeichnete,  während  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  beiden  anderen 
Achsen  so  klein  sind,  dals  wir  ihr  Produkt  vernach- 
lässigen dürfen.    Alsdann  folgt  au^  der  ersten  Gl.  (13a) 


(jja  =  const.      ....    (14) 


Dijfferentiieren  wir  nunmehr  die  beiden  anderen  Gl.  (13  a),  so  er- 
halten wir 


&b 


dt^ 


=  (&a  —  ©c)  fOa  -JJ 


Die  Elimination  von  -tt  und  -^  aus  diesen  Formeln   und  aus 


dt 


dt 


(13  a)  führt  uns  dann  auf 

d^fOb         (©g  —  ©6)  (©c  —  ©g) 

dt^   ■"  ©6©c 

d^(Oc  (©g  —  ©6)  (©c  —  ©g) 


dt^ 


(^b&c 


COa^  fOb 


fOa^  (Oc 


(15) 


Das  sind  aber  Differentialgleichungen  von  derselben  Bauart,  wie 
die  schon  öfters  uns  entgegen  getretenen  Schwingungsformeln. 
Sie  führen  auf  eine  einfache  periodische  Änderung  der  Winkel- 
geschwindigkeiten   o)b  und    (Oe    und    damit    auf    entsprechende 
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Schwankungen   der  Hauptachse  a,  wenn   auf  der  rechten  Seite 

(0a -06)  (0c-0a)<O, 

d.  h.  wenn  zugleich 

0a  —  06  >  0  und    0c  —  0a  <  0 

oder  J    ...    (16) 

0a  —  06  <  0  und  0c  —  0a  >  0 

ist.  Folglich  muls  das  Trägheitsmoment  0o  entweder 
das  gröfste  oder  das  kleinste  der  Hauptträgheits- 
momente sein,  damit  der  Körper  dauernd  um  die 
entsprechende  Achse  rotieren  kann,  diese  selbst 
aber  nur  kleinen  Schwankungen  unter  dem  Einflüsse 
äulserer  Störungen  unterworfen  sein  soll.  Dieses  Ver- 
halten haben  wir  aber  bei  der  Pendelbewegung  als  das  Kriterium 
der  Stabilität  kennen  gelernt,  so  dafs  eine  den  Bedingungen  (16) 
genügende  Hauptachse  des  Körpers  als  eine  stabile  oder  auch 
als  eine  freie  Achse  schlechthin  bezeichnet  werden  kann.  Ist 
dagegen  die  Bedingung  (16)  nicht  erfüllt,  d.  h.  ist 

06  >  0a  >  0c 

oder  i, (17) 

06  <  0a  <  0r  j 

SO  wird 

(0a  -  06)   (0c  -  0a)  >  0 

und  die  Formeln  (15)  führen  uns  auf  beständig  zunehmende 
Winkelgeschwindigkeiten  (Ob  und  (Oc,  so  dafs  diejenige  Haupt- 
achse, für  welche  das  Trägheitsmoment  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  ist,  nur  eine  labile  Achse  darstellt. 

Haben  wir  es  mit  einem  Rotationskörper  zu  tun,  so 
ist  auch  dessen  Trägheitsellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  und  zwei 
der  Hauptträgheitsmomente  werden  einander  gleich.  Alsdann 
gelten  die  Gl.  (14)  und  (15)  ganz  streng,  so  lange  man  die  Haupt- 
achse a  als  Rotationsachse  wählt,  und  ©^  =  ©c  =  0  setzt.  Da- 
mit aber  sind  auch  die  Bedingungen  (16)  von  selbst  erfüllt,  da 
©a  <  ©  sein  muls,  so  dafs  die  freie  Drehung  eines  Ro- 
tationskörpers um  eine  Rotationsachse  immer  stabil 
verläuft.  Es  ist  schlief slich  noch  von  praktischem  Interesse, 
die  Schwingungsdauer  der  freien  Achse  kennen  zu  lernen. 
Dieselbe  ist  in  den  Konstanten  der  Differentialgleichungen  (15) 
schon  enthalten,    wie  man  aus  deren  Vergleich   mit  den   in  der 
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Theorie    der   freien    ungedämpften   Schwingung    sofort    ersieht. 
Setzen  wir  nämlich  den  Faktor 


(0a  —  Ob)  (0c  —  0.) 


(Oa^  =  «2 


06-  &c 

80  ist 

(Ob  =  Ä'  cos  at  -\-  B'  Bin  at 

(Oc  =  A"  cos  at  -{-  B''  &m  at, 

unter  -4'  A"  B'  -B"  willkürliche  Integrationskonstanten  verstanden. 
Die  diesen  Winkelgeschwindigkeiten  entsprechenden,  durch  eine 
weitere  Integration  sofort  erhältlichen  Ausschläge  setzen  sich 
demnach  zu  einer  Schwingung  zusammen  von  der  Periode 


2n_2n     I  0,  0e 

^«-    «    -   tUo   r  (0a  -  06)  (0a  -  0c)  '     '      *      '      ^^^^ 

welche  sich  für  einen  Rotationskörper  mit  0^  =  0c  =  0  ver- 
einfacht in 

Die  Drehachse  eines  frei  bewegten  Rotationskörper» 
wird  demnach  um  so  langsamer  um  ihre  Mittellage 
schwingen,  je  kleiner  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Rotation  und  je  geringer  der  Unterschied  der 
Hauptträgheitsmomente  ist.  Daraus  folgt  sofort,  dafs 
für  eine  Kugel  derartige  Schwingungen  überhaupt  ausgeschlossen 
sind.  Dieselbe  wird  vielmehr  stets  mit  einer  konstanten  Winkel- 
geschwindigkeit um  irgend  eine  ihrer  Achsen  rotieren,  wie 
übrigens  auch  unmittelbar  aus  den  Eulerschen  Gl.  (13  a)  gefolgert 
werden  kann. 

Der  frei  bewegte  Körper  ist  naturgemäls  auch  der  Energie- 
gleichung  unterworfen,  von  der  uns  vor  allem  der  auf  die 
kinetische  Energie  entfallende  Betrag  interessiert.  Um  den- 
selben abzuleiten,  gehen  wir  auf  die  Gl.  (12)  des  §  51  zurück^ 
welche  lautete 

Imvdv  =  liXdx+Ydy-^-Zdz),     .     .     .     (19) 

und  formen  die  rechte  Seite  derselben  dadurch  um,  dafs  wir  die 
beliebigen  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Massenelementes  in  zwei 
Bestandteile,  nämlich  die  Koordinaten  Xq^  yo>  ^o  ^^s  Schwerpunkte» 
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und  die  Relativkoordinaten  5,  ^,  C  in  Bezug  auf  ein  Achsenkreuz 
durch  den  Schwerpunkt  ausdrücken.  Wir  erhalten  auf  diese 
Weise  unter  gleichzeitiger  Benutzung  der  Drehwinkel  cp,  i//,  /  um 
die  Achsen  mit  Gl.  (4) 

dx  =  dxo  -f-  ^5  =  äxQ  -\-  ^dijj  —  7yd/ 

dy  =  dyo-\-d7j  =  dyQ  +  'idx-'i;d(p    },     .     .     (20) 

dz  =  dzo  +  ^C  =  ^^0  -\'  f]dq)  —  S^dyj 

oder  eingesetzt  in  (19) 

Imvdv  =  2{Xdxo  +  Ydyo  +  Zdzo)  +  2{i;X—'^Z)  dxp 

+  2  iriz  ^  };y)  d<p  +  2(:^Y  ^n^)  d/.^ 

Hierin  können  wir  aber  die  dem  ganzen  starren  System  ge- 
meinsamen elementaren  Drehwinkel  d(f>,  dtp,  d/.  herausnehmen 
und  für  die  drei  letzten  Summen  die  Momente  einführen,  so 
dafs  wir  schreiben  dürfen 

2mvdv  =  -5"  (XdxQ  -}-  YdyQ  -\-  Zdzo) 

-{'m'idip-^m^dxfj  +  mcdx.  .  .  .  (21) 

Bedeutet  nun  vq  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit,  so  haben  wir 
auch  mit  j  dm  =  m  aus  (1) 

^{Xdxo-i-Ydyg  +  Zdzo)  =  dxo^X+ dyo2Y-\- dzo^Z 

'dx^d^XQ       dyod^yo       dzod^Zo\C.  _ 

^Venn  wir  unser  Achsenkreuz  i*  ?/  ^  so  gewählt  haben,  dafs  es 
momentan  mit  den  Hauptachsen  des  Körpers  zusammenfällt, 
während  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  x^  y,  z  denselben 
parallel  ist,  so  haben  wir  auch  unter  Benutzung  der  Eulerschen 
Gl.  (13) 

m  dfp  +  SR;;  dl//  +  m;  dx  =  madcp^  3»^  dt//  +  ^c  dx 

=  ^a (ffa dcOa  -{-  SbMbd (Ob  +  ("h (Oc d fOc- 

Führen  wir  diese  beiden  Ausdrücke  in  (21)  ein,  so  folgt  für  die 
kinetische  Energie  des  starren  Körpers 

^mvdv  =  mvQdvQ-\-  &a  cta  duia  -\-  ^b  (Ob  datt  -f-  ©c  Oc  dcoc    (22) 

Die  kinetische  Energie  zerfällt  also  in  einen  ledig- 
lich   der    fortschreitenden    Bewegung    des   Schwer- 
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punktes  mit  der  Gesamtmasse  und  einen  der  Dreh- 
bewegung um  den  Schwerpunkt  entsprechenden 
Bestandteil,  der  in  Gl.  (22)  nach  den  drei  Hauptachsen  zer- 
legt erscheint.  Bezeichnen  wir  mit  aßy  die  Neigung  der  resul- 
tierenden Rotationsachse  und  mit  w  die  entsprechende  Winkel- 
geschwindigkeit, so  ist 

loa  =  (ü  cos  u ,       (Ol)  =  (i)  cos  ß  ^      (i)c  =  M  cos  /     .     (23) 

mithin  wegen  (IIb) 

&a  Wa  dcoa  -(•-   Öö  (x)b  d(x)b   +   ©c  ^^c  dcOc 

=  2   d  (©a  COS  2a  +  06  cos  2/?  -f  ©^  COS  2y)  f,>2 

=  2  0  ^  (ft>2)  =  0  w  <i  ^'^ , (24) 

so  dafs  wir  auch  statt  (22)  kürzer  schreiben  dürfen 

^mvdv  =  mvodvQ -\- &(o  d(x)     ....     (22a) 

Aus  der  Gl.  (24)  geht  weiterhin  noch  hervor,  dals  die  Grölse 
der  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  propor- 
tional dem  mit  ihrer  Achse  zusammenfallenden  Durch- 
messer des  Trägheitsellipsoids  ist. 

Aus  den  Momentengleichungen  läfst  sich  noch  ein  weiterer 
Schluls  für  die  Drehung  um  eine  behebige  feste  oder  bewegliche 
Achse  ziehen,  wenn  wir  das  Moment  der  Bewegungsgrölse 
einführen.  Setzen  wir  dasselbe  für  die  f- Richtung  abkürzungs- 
weise 


\l 


und  definieren  analog  B^  und  Brj  ,  so  nehmen  die  Momenten- 
gleichungen (2)  die  Form  an 

Das  Moment  der  Bewegungsgröfse  verhält  sich  demnach  zu  dem 
der  äulseren  Kräfte,  wie  die  Geschwindigkeit  zur  Beschleunigung. 
Da  nun  die  drei  Koordinatenrichtungen  vollkommen  willkürlich 
sind,  so  haben  wir  auch  für  eine  um  x,  X,  f.i  gegen  dieselbe  ge- 
neigte Achse 
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dB        d 

SW  =  ^  =  ^,  (B|  cos  X  -^  B,j  coB  X  -\-  B;  cos  ^)      .    (25) 

Verschwindet  nun  für  eine  solche  Achse  das  Mo- 
ment SW  der  äulseren  Kräfte,  so  bleibt  während  der 
Bewegung  das  Moment  der  ßewegungsgröfse  für 
diese  Achse  konstant.  Man  erkennt  sofort,  dafs  dieser 
Satz  immer  dann  das  Anschreiben  einer  endlichen  Gleichung 
gestattet,  wenn  man  eine  solche  momentenfreie  Achse  ausfindig 
machen  kann.  Das  Verfahren  wird  natürlich  auch  sehr  erleichtert, 
wenn  es  gelingt,  die  Ausdrücke  für  B'^  ,  Brj ,  Bj;  so  einfach  wie 
möglich  zu  gestalten.    Mit  Hilfe  der  Formeln  (4)  erhalten  wir  z.  B. 

B;;  =  (0^  \  {^§^  -\-  if)  dm  —  io^  \'iK ^ ^  —  ^n  \  V^dm , 
folglich  mit  (7)  und  (8) 

Bc  =  ©t'  MC  —  w^    ipV  _  ^,,.   ip^ 

Brj  =  Orl  (Orj  —  W^   W'^ --  W;;   W^     )    ,       .       .       .       (26) 

B;  =  G^'  (ir^  —  (o^  %  —  (Orj  Wc 

Fallen  g,  77,  ^  mit  den  Hauptachsen  zusammen,  so  verschwinden 
die  Zentrifugalmomente,  und  wir  haben  kürzer 

Bi;  =  &a  (oa  ,        Brj  =  OJb  m  ,        B;  =  Ge  w«    .     (26  a) 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (25)  ein,  so  erhalten  wir  mit 
iDi  =  0 ,  für  eine  unter  den  Winkeln  x,  l,  f.i  gegen  die  Hauptträg- 
heitsachsen geneigte  Achse  die  Gleichung 

Sa  (Jiia  COS  X   -}-   ©ft  f^^b  COS  X  -\-   &c  fOc  COS  f.1  =   COUSt. ,      (27) 

welche  an  Einfachheit  gewils  nichts  mehr  zu  wünschen  übrig  läfst. 
§  54.    Statische  und  Trägheitsmomente  räumlicher  Gebilde. 

Beschränkang  auf  Gebilde  mit  homogener  Massenverteilung.  Die 
Guldinsche  Regel  für  Rotationsflächen  und  Rotationskörper.  Beispiel 
<les  Rotationskegels  und  der  Ringflächen.  Parallelepipedon  und  drei- 
achsiges  Ellipsoid.     Statische    und    Trägheitsmomente    unregelmäTsig 

gestalteter  Körper. 

Die  Methoden  zur  Bestimmung  der  statischen  und  IVägheits. 
momente  räumlicher  Gebilde  schliefsen  sich  eng  an  die  in  §  36 
für  ebene  Systeme  vorgetragenen  an.  Man  hat  dabei  zu  unter- 
scheiden   zwischen    den    Momenten    von    Kurven-    und    Ober- 
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flächenstücken,  die  man  sich  in  irgend  welcher  Weise  gesetz- 
mäfsig  mit  Masse  belegt  denkt  und  von  Körpern,  deren 
Volumen  stetig  von  der  Masse  erfüllt  ist.  Die  Bestimmung  ist 
auf  anal3rtischem  Wege  nur  dann  möglich,  wenn  einerseits  die 
Gleichungen  der  Gebilde  vorliegen,  und  man  andererseits  das 
Gesetz  der  Massenverteilung  kennt.  Wir  werden  in  der  Folge 
nur  den  bei  weitem  wichtigsten  Fall  homogener  Massenvertei- 
lung ins  Auge  fassen  und  die  auf  die  Längeneinheit,  Ober- 
flächen- oder  Volumeneinheit  entfallende  Masse  gleich  1  setzen. 
Dadurch  erhalten  unsere  Methoden  naturgemäfs  einen  rein  geo- 
metrischen Charakter,  der  durch  Einführung  der  Schwerpunkts- 
abstände  von  den  Koordinatenebenen  und  der  Trägheitshalbmesser 
noch  besonders  hervortritt. 

Von  der  Bestimmung  der  statischen  und  Trägheitsmomente 
von  Raumkurven  können  wir  bei  dem  rein  mathematischen 
Interesse,  welches  diese 
Gebilde   besitzen,    voll-  '^^ 

ständig     absehen     und 

auch    an    den    Ober-  qH 

flächen  uns  auf  solche 
beschränken,  die  durch 
Rotation  ebener  Kurven 
entstanden    sind.     Für 

diese  gilt  eine  von  Gul-  Fig.  221. 

din  entdeckte,  sehr  be- 
merkenswerte Regel.    Ist  nämlich  in  Fig.  221  OX  die  Rotations- 
achse  und  y  =z  f(x)    die    Gleichung   der  Kurve,  s  ihre   Länge 
zwischen  den  zwei  Endordinaten  t/i  und  2/2,   so  ist  das  Element 
der  von  ihr  bei  der  Rotation  um  den  Winkel  cp  erzeugten  Fläche 

dF  =  (pyds 

also,  wenn  po  den  Schwerpunktsabstand  der  Linie  s  von  der 
Rotationsachse  bedeutet, 

F  =  (p^yds  =  (pyQS (1) 

Der  Inhalt  einer  Rotationsoberfläche  ist  dem- 
nach gleich  der  Länge  der  erzeugenden  Kurve,  multi- 
pliziert mit  dem  Wege,  welchen  ihr  Schwerpunkt 
bei  der  Rotation  zurückgelegt  hat. 


% 


Jt 


-X 
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Bedeutet  ferner /den  Flächeninhalt,  welchen  die  Erzeugende 
mit  ihren  beiden  Endordinaten  yi  und  ^2  ^^  der  Ebene  ein- 
schliefst (Fig.  221),  so  ist  das  Volumen  des  bei  der  Drehung 
um  q)  entstandenen  Rotationskörpers 

V=  q>ly'df=  cpi/o'f> (2) 

worin  yo'  den  Schwerpunktsabstand  der  Fläche  /  von  der  Ro- 
tationsachse bedeutet.  Das  Volumen  des  Rotations- 
körpers ist  demnach  gleich  der  erzeugenden  Fläche, 
multipliziert   mit   dem  Wege   ihres   Schwerpunktes. 


y 


V, 


it 


-X 


Fig.  222.  Fig.  223. 

Bei  vollständiger  Rotation  (Fig.  222),  d.  h.  hier  <jp  =  2  7r, 
die  meist  allein  in  Frage  kommt,  liegt  der  Schwerpunkt  der 
Rotationsfläche  natürlich  in  der  Achse,  so  dafs  nur  noch  sein 
Abstand  ocq  von  irgend  einem  Anfang  0  auf  der  Achse  zu  bestim- 
men bleibt.  Das  statische  Moment  der  Rotationsfläche  für  eine 
Ebene,  welche  in  0  senkrecht  zur  Rotationsachse  steht,  wird  alsdann 

Wlx  =  2n  ^yxds (3) 

und    damit    der   Schwerpunktsabstand    von    dieser    Ebene    mit 
F=  27iyQS 

Von  den  Trägheitsmomenten  bestimmt  sich  sofort  dasjenige 
für  die  Rotationsachse,  nämlich 

Gx'=  27i^y^ds (4) 
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dem  der  Trägheitshalbmesser 

entspricht.  Weiterhin  erhalten  wir  noch  das  Trägheitsmoment 
für  die  y 2? -Ebene  durch  0 

&J,  =  2n  ^x^yds (5) 

Um  aus  diesen  beiden  Werten  das  Trägheitsmoment  für  eine 
durch  0  gehende,  auf  der  Rotationsachse  senkrechte  Achse  zu 
bestimmen,  erinnern  wir  uns,  daÜB  das  Moment  Qx  in  Bezug 
auf  die  Rotationsachse  sich  sofort  in  zwei  gleich  groise  Momente 
für  zwei  sich  in  der  Rotationsachse  schneidende  Ebenen  zer- 
legen läist.  Durch  Zusammenfassen  eines  dieser  Momente  mit 
Gx  erhalten  wir  folglich  das  Trägheitsmoment  unserer  Oberfläche 
für  eine  durch  0  gehende  Achse  senkrecht  zur  Rotationsachse  zu 

©0  =  0^  +  i-  0^'  =  2  71  (  x^yds  +  n  \  y^ds      .     (6) 
mit  dem  Trägheitsi-adius 

So  ergibt  sich  z.  B.  für  einen  Rotationskegel  (Fig.  223) 
mit  der  Spitze  in  0,  dem  halben  Öffnungswinkel  «  und  der  Höhe 

^  =  Ä,  also 

dx  h 

y  =  xts  a.         ds  =  ,        s  =  

^  °     *  cos  «  cos  a 

eme  Oberfläche 

tg« 


F  =  2n^yds  =  nh:^ 


cos  « 

weiterhin  sein  statisches  Moment  in  Bezug  auf  0,  bezw.  der 
Schwerpunktsabstand 

cYYx         ^      tg «    f   „  ,  2  TT   sin  «  ,  „  9Ra;        2  , 

cos  «  1  3    cos  2«     '       "         F         3 

und  schlielslich  die  Trägheitsmomente  für  die  Rotationsachse, 
die  zu  derselben  senkrechte  Ebene  durch  0  und  eine  in  derselben 
4urch  0  gehende  Gerade 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  32 
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cos  a  J 


G'  =  27i  -5 Xs^dx  = 


2     cos  a 


0g   =  2  71-^^ —  \cc^dx  =  —TT--^ — 
cos  a  J  2     COS  a 

Ebenso  erhalten  wir  für  den  vollen  Rotationskörper  das 

Volumen 

C  C  71  h^ 

7  =:  71  \y^dx  =  71  tg^a  \  x^dx  =  -^  ig  ^a 

und,  da  die  erzeugende  Fläche  /  =  «^  tg  a,  ist  der  Schwer- 
punktsabstand derselben  von  der  Rotationsachse  nach  der  Gul- 
dinschen  Regel 

Das  statische  Moment  Wx  für  die  auf  der  Rotationsachse  im 
Scheitel  0  senkrecht  stehende  Ebene,  bezw.  der  Schwerpunkts- 
abstand des  Körpers  von  derselben  wird  allgemein 

und  die  Trägheitsmomente  für  die  Rotationsachse  und  die  Nor- 
malebene durch  0 


,;  ^  2  71  \\  y^  dx  dy  ^  ^  \ 


Gj,'  =  2  71  \\  y^dxdy  =  ^  \  y^dx    ....     (8) 


«.=  .  f 


x^y'^dx (9) 


Damit  ergibt  sich  für  den  vollen  Rotationskegel 


«Y>  f     2     C^^  ^^\     2  3Rx         3  , 

2UCjp    =    TT  tg   2«    l  aj3  rfO?    =    ~^p-  tg   2a ,      ÄJq    =    -^   ==    ~  Ä 


^     U5  -M-,     ^0  —     7    ~"  4 


C  7th^ 

S^    =    TT  tg  2«    \0C^dX    =    -7-  tg  2« 

1  TT  fcö  Q 

©0  =  ©*  +  2"  0x'  =  ^  tg  2«  (4  +  tg  2«)  =  -  VW  (4  +  tg.2«) 


^ 
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Von  praktischer  Bedeutung  Bind  unter  den  RotaüoDskörpem 
noch  die  Ringe,  d.  h.  Körper,  welche  durch  Rotation  von 
geBcbloeaenen  ebenen  Flächen  um  eine  i 

aufserhalb  ihres  Umfangeti  in  derselben 
Ebene  liegende  Achse  entstehen.  So  er- 
halten  wir  für  einen  Ring  mit  recht- 
eckigem Querschnitt  (Fig.  224),  der 
Höhe  x^h  und  dem  innern  und  äulsern 
Radius  rj  bezw.  r^  das  Trägheitsmoment 
für  die  Rotationeachse 


'■■  =  ^"'1 


ySdy  =  9  A  (*-a*  ~  j-i*) 


und  dasjenige  für  die  durch  den  Mittel- 
punkt  gehende  Normalebene  zur  Achse 


'    2 


nJfi, 


Fig.  224, 

Das  Volumen  des  Ringes  ist,  da  der  Schwerpunkteweg  der 
erzeugenden  Fläche  2  n  -^^  -  =  n  (ri  +  r^),  diese  selbst  aber 
A  (r^  —  ri)  ist,  einfach 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  auch  die  Trägheitsmomente 
von  Kreiszylindern  in  Bezug  auf  eine  die  Rotationsachse 
senkrecht  schneidende  Achse.  Setzt  man  rj  =  0,  r^  =  r,  so 
hat  man  zunächst  für  die  Rotationsachse 

weiter  für  eine  Ebene  senkrecht  zur  Rotationsachse  im  Abstände 
Tj-  vor!  der  Mitte  0  nach  dem  Steinerschen  Satze  mit  V  ^  nhr^ 

"■  -      12     ^       4   ^      3 
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und  schlielslich  für  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Achse 

e.  =  8.  +  ie..  =  ^(^  +  |^)  =  r..(.  +  jg, 

Ist  der  Zylinder  sehr  lang  und  dabei  dünn,  d.  h,  ist  r  klein 
gegen  h,  so  darf  man  r^ :  ^  vemachlälsigen  und  hat  angenähert 

0o  =  -3-. 

eine  Formel,  von  der  man  in  der  Technik  häufig  und  zwar  für 
lange  Stäbe  von  beliebig  gestaltetem  Querschnitt  Gebrauch  macht. 

Bei  anders  als  rechteckigen  Querschnitten  des  Ringes  gestaltet 
sich  die  Ausführung  der  Integration  in  der  Formel  (8)  sehr  un- 
bequem. Man  gelangt  in  diesem  Falle  leichter  zum  Ziele,  wenn 
man  den  Abstand  y  des  Flächenelementes  df  des  erzeugenden 
Querschnittes  durch  Einführung  des  Schwerpunktsabstandes  r 
des  Querschnittes  an  der  Rotationsachse  zerlegt,  so  zwar,  dals 

wird.  Setzt  man  dies  in  Gl.  (8)  ein  und  beachtet,  dxdy  =  dfy 
so  folgt  für  das  Trägheitsmoment  um  die  Rotationsachse  all- 
gemein 

0^'  =2n^y^df  =  2n  ^ (r  +  7]f  df 

=  27rr8  f  d/  +  67rr2  J^d/  +  ßnr  J^2ei/-f  27i  ^tfdf. 

Da  sich  nun  die  Hilfskoordinate  tj  auf  eine  Schwerpunkts 
achse  des  Querschnitts  bezieht,  so  ist 

^rjdf=  0,      ^fdf=  0 

und,  wenn  wir  noch  die  Querschnittsfläche  /  und  den  Trägheits- 
halbmesser k  derselben  in  Bezug  auf  die  zur  Rotationsachse 
parallele  Schwerachse  einführen,  also 

setzen,  so  erhalten  wir 

0,'  =  27rr/(r2-f  3Ä2)  =  F(r2  +  3Ä2).     .     .     (10) 

Damit  ist  das  Problem  auf  die  Ermittlung  des  Trägheitsmomentes 
einer  Fläche  für  eine  Schwerachse  zurückgeführt,  welches  wir 
in  §  36  eingehend  behandelt  haben. 
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Für  einen  Ring  mit  kreisringförmigem  Querschnitt 
(Fig.  225),  dessen  innerer  und  äulserer  Radius  qi  bezw.  Q2  is^^» 
-während  sein  Mittelpunkt  von  der  Rotations- 
achse den  Abstand  r  besitzt,  hatten  wir  in 
§  36  gefunden 


Ä2  = 


9i^  +  92^ 


Mithin    wird    das    Trägheitsmoment    dieses 
Körpers  für  die  Rotationsachse,  da 

woraus  sich  wiederum  für  denRing  mit  vollem 
Kreisquerschnitt  mit  Qi  =  0  und  (>2  =  (> 


Fig.  225. 


«rgibt.   Bezüglich  anderer  Ringquerschnitte  kann  auf  die  Taschen- 
bücher, z.  B.  die  »Hütte«  verwiesen  werden. 

Von  anders  gestal- 
teten Körpern  wollen 
-wir  an  dieser  Stelle 
nur  mehr  das  recht- 
winklige Parallel" 
epipedon  und  das 
dreiachsige  El- 
lipsoid  ihrer  prak- 
tischen Bedeutung 
wegen  behandeln. 
Für  beide  fällt  per 
Schwerpunkt  mit  dem 
geometrischen  Mittel- 
punkte zusammen,  so  dals  die  statischen  Momente  für  eine  be- 
liebige Ebene  sofort  angebbar  sind. 

Die  drei  Seitenlängen  des  Parallelepipedons  (Fig.  226)  seien 
a,b,c  und  zwar  parallel  den  a?,  y,  z- Achsen,  welche  sich  im 
Schwerpunkt  schneiden  mögen.  Schneiden  wir  alsdann  ein 
Volumenelement   durch    zwei   in  den  Abständen  x  und  x  -\-  dx 


Fig.  226. 
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von  der  y;?- Ebene  heraus,    deren  Inhalt  chdx  ist,   so  folgt  für 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  y^r* Ebene 


Qx  =  hc^ 


T»  2 


x^dx  = 


a^hc       a^V 


12 


12 


und  ganz  analog 


a 
~2 


^^  -    12    -   12 


a  = 


abe^       €^V 


12 


Fig.  227. 


12 


Die  Trägheitömomente   für  die  drei  Schwerpunktsacheen  selbst 
d.  h.  die  Hauptträgheitsmomente  sind  dann 

©„  =  ©,  +  0,  =  ^  (62  +  c»)  =  ^  (62  4- ^) 
0»  =  0,  +©,  =  ^'(c2  +  «2)  =  Z  (c2  -l-a«) 
&,  -  0,  +0,  =  ^(a2+&2)  =  Z.  (a,  _i_  Ö2). 

Für   eine   in    der   Seitenfläche   liegende   Achse,   z.  R  diejenige, 
welche  um  ^  vom  Schwerpunkte  entfernt  ist,  ergibt  sich  daraus 
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Aus  dem  dreiachsigen  Ellipsoid  (Pig.  227)  schneiden 
wir  im  Ahstande  x  eine  elliptische  Scheibe  von  der  Dicke  dx 
parallel  zur  y 2: -Ebene  heraus.  Sind  y  und  z  die  beiden  Achsen 
dieser  Scheibe,  so  ist  ihr  Volumen  nyzdx.  Mit  den  Halbachsen 
a,  hy  c  des  ganzen  EUipsoids  hat  man  aber 

folglich  für  das  Volumen  des  Ellipsoids 

-f-o                              +a 
V  =  n  \  yzdx  =  nhc  \  ll -A  dx  =^  ^nahc. 


—  a  —a 


Weiter  erhält  man   für  das  Trägheitsmoment   in  Bezug   auf  die 
2/2; -Ebene 

Sj.  =  71  \  yzx'^dx  =  nhc  \  \x^ 2)  da;  =  —  a^&c  =  —^ 

—  o 

und  ebenso  für  die  beiden  anderen  Ebenen 

_  627  c^V 

Die  Hauptträgheitsmomente  für  die  drei  Achsen  werden  demnach 

Ö»  =  0,+  ft»^=    g(c2-f  «2) 
0c  =  ©^  -)-  0,  =  ^(«2  _(.  ^,2). 

Für  die  Kugel  erhält  man  speziell  mit  a=zh  =  c 

0,,  =  04  ^  0e  =  ^  «6  _  f.  7a2 

lo  o 

und  für  das  Rotationsellipsoid  mit  der  geometrischen  Halbachse  a, 
so  dafs  &  =  c  und  6^0  =  0c  =  ö  wird, 

0«  =  |&27,         0  =  J(a2  +  Z>2). 
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Das  Trägheitsmoment  ganz  unregelmälsig  gestalteter 
Körper  in  Bezug  auf  eine  Achse  bestimmt  man  am  einfachsten 
als  Summe  der  Trägheitsmomente  für  zwei  sich  in  dieser  Achse 
senkrecht  schneidende  Ebenen.  Diese  wiederum  erhält  man 
auf  graphischem  Wege  nach  dem  in  §  36  angegebenen  Verfahren 
von  Vojacek,  indem  man  den  Körper  parallel  zu  beiden  Bezugs- 
ebenen  in  gleichen  Abständen   durchschneidet   und    den  Inhalt 


Fig.  228. 


Fig.  229. 

dieser  Schnittflächen  Fx  und  Fy  als.  Ordinaten  ihren  Abständen 
X  und  y  von  0  zuordnet,  siehe  Fig.  228  und  229.  Sind  die 
Malsstäbe  für  die  Schnittflächen  nach  beiden  Richtungen  die- 
selben, so  muTs  auch  der  Inhalt  der  beiden  Figuren,  welcher 
das  Volumen  des  Körpers  darstellt,  übereinstimmen.  Jedenfalls 
ist  durch  dieses  Verfahren  die  Bestimmung  der  statischen  und 
Trägheitsmomente  von  Körpern  auf  diejenige  von  ebenen  Flächen 
zurückgeführt  und  bietet  uns  somit  nichts  Neues. 

Übrigens  wird  man  dieses  Verfahren  auch  nur  dann  an- 
wenden, wenn  der  zu  untersuchende  Körper  selbst  nicht,  sondern 
nur  eine  Zeichnung  desselben  zur  Verfügung  steht,  also  z.  B.  bei 
der  dynamischen  Untersuchung  einer  erst  projektierten  Maschine. 
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Sonst  verfährt  man  viel  bequemer  und  dabei  natürlich  auch  ge- 
nauer durch  Festetellun^  des  Btatischen  Momentes  mit  Hilfe  der 
Wage  und  Beobachtung  der  Dauer  freier  Schwingungen  um  die 
BezugBachse,  siehe  §  38.  Diese  empirische  Methode  hat  vor 
allen  anderen  noch  den  Vorteil,  dafe  eie  auch  auf  Körper  von 
ganz  unbekannter  Zusammensetzung,  d.  h.  beliebiger  Maasenver- 
teilung  anwendbar  ist.  Praktischen  Schwierigkeiten  begegnet 
aufserdem  ihre  Anwendung  nur  bei  sehr  grorsen  Körpergewichten. 

§  55.    Die  KTeiselbewegung. 

Definition  des  Kreisele  und  Aafetelliuig  der  Beweg ongsgleichungen 
für  eine  grobe  Winkelgeschwindigkeit  am  die  geometnache  Achse. 
Gestalt  der  Bahn  eines  Punktes  der  Kreiselachse;  Prftxeeaion  und 
Nutation.  Die  Äaflageresktion  des  Kreisels.  Zahlenbeispiel.  Au- 
wendnng  anf  die  Bewegung  der  Geschosse. 

Unter  einem  Kreisel  wollen  wir  einen  um  seine  geomelzische 
Achse  sich  drehenden  Rotationskörper  verstehen,  der  unter  dem 
£inäu8Be  eines  Momentes  steht.  Dieser  Definition  genügt 
offenbar  einerseits  das  bekannte  Kinderepieizeug,  wenn  wir  von 
der  Reibung  der  Spitze  auf  dem  Boden  und  dem  Luftwider- 
stande abseben,  andererseits  aber  auch  die  Erdkugel,  die  inFolge 
ihrer  Abplattung  an  den  Polen  als  ein  Rotationsellipsoid  auf- 
gefafst  werden  kann.  Die  Anziehung  der  Sonne  und  des  Mondes 
hat  darum  neben  der  Beachleu-  7 

nigung  der  Gesamtmasse  auch 
Drehmomente  zur  Folge,  auf 
deren  Wirkung  wir  im  nächsten 
Paragraph  eingehen  werden. 

Wir  wollen  uns  an  dieser 
Stelle  zunächst  mit  dem  einfachen 
Kreisel  beschäftigen,  der  ledig- 
lich unter  dem  Einflüsse  der  X 
Schwerkraft  steht.  Das  Träg- 
heitsmoment desselben  um  seine 
geometrische  Achse    bezeichnen 

wir  mit  ©o,  die  Trägheitsmomente  am  senkrecht  dazu  durch  die 
Spitze  0  hindurchgehende  Achsen  mit  &.  Obwohl  nun,  siehe 
Fig.  230,  die  Schwerkraft  nicht  in  0,  sondern  im  Schwerpunkte  S, 
dessen  Abstand  von  der  Spitze  OS^s  sein  möge,   angreift,  so 
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können  wir  doch  die  Eulerschen  Gleichungen  sofort  auch  hier 
anwenden,  da  die  Centrifugalmomente  für  drei  ßioh  rechtwinklig 
in  der  Spitze  schneidende,  im  Körper  feste  Achsen,  von  denen 
eine  mit  der  geometrischen  Achse  zusammenfällt,  aus  Symmetrie- 
gründen verschwinden. 

Der  Kreisel  werde  nun  mit  irgend  einer  Winkelgeschwin- 
digkeit (0  und  einer  anfänglichen  Neigung  &q  gegen  die  vertikale 
Z-Achse  auf  den  Boden  gestellt  und  sich  selbst  überlassen.  Da 
die  einzige  äufsere  Kraft,  das  Gewicht  G  des  Kreisels  in  der 
Rotationsachse  selbst  angreift,  so  existiert  kein  Moment  für  diese, 
und  wir  haben  nach  der  letzten  der  Eulerschen  Gleichungen  für 
die  Winkelgeschwindigkeit  Mq  =  (o  mit  ©c  =  ©o 


®o  ^  +  (©«  -  ('M 


COa  Mb  =  0. 


Hierin  sind  aber  die  Trägheitsmomente  ©a  ==  ©6  —  ©,   folglich 

hat  man 

^  dco 

©0  ~T7  =  0,        (0  =  (Oq  =:  const (1) 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Kreisels  um 
seine  geometrische  Achse  bleibt  konstant.  Halten  wir 
nun   die  Spitze   des   Kreisels   fest,    so   kann   derselbe    offenbar 

aufser  dieser  Rotation  noch  zwä 
Drehungen  vollziehen ,  nämlich 
eine  Drehung  um  die  feste  Z- Achse 
und  eine  solche  senkrecht  zu 
derselben .  Wir  wollen  die  Winkel- 
geschwindigkeit     der     letzteren 

J  (X, 

mit  (Oa  =  -TT  bezeichnen,  wobei  & 

die    momentane    Neigung     der 
Kreiselachse  OK  gegen  die  feste 
vC    ^- Achse     bedeutet.       Bedeutet 
dann  cp  den  Winkel,  welcher  die 
Ebene  ZOK   mit   irgend    einer 
festen  Ebene  z.  B.  ZOX  bildet, 
so   ist  die   momentane  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  in  der  Spitze  senkrecht  zu  OK  stehende 
in  der  Ebene  ZOK  befindliche,   also  mit  dem  Kreisel  fest  ver- 


Fig.  231. 
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bundene  Achse  ^6.  Wir  erhalten  für  diese  einen  bequemen 
Ausdrnck  durefa  die  Betrachtung  der  Fig.  231.  In  derselben 
möge  OK  die  momentane,  OKq  die  anfängliche  Stellung  der 
geometrischen  Kreiselachse  bedeuten,  S  und  S^  seien  die  ent- 
sprechenden Schwerpunktslagen.  Der  Bogen  S  Sq  gehört  alsdann 
einerseits  zu  dem  Winkel  SZSo  =  7»,  dessen  einer  Schenkel 
8  ein  d-  ist,  andererseits  zu  dem  Bogendreieck  SOSq  mit  dem 
Winkel  jf/.  Für  eine  elementare  yerschiebung  der  Achse  OK 
hat  man  infolgedessen 

s  sin  O-dcp  =  sdxp 

oder,  da  (Ob  sich  auf  eine  Achse  OB  in  der  Ebene  ZOK  und 
senki-echt  zu  OiT  bezieht,  mit  Rücksicht  auf  den  Drehungsinn 

^'*  =  -  "57  =  -  ^'^  ^  rfT* 

Die  kinetische  Energie  J  des  Kreisels  setzt  sich  somit  aus  drei 
Bestandteilen  zusammen,  welche  den  drei  Winkelgeschwindig- 
keiten w,  lOa  und  lüb  entsprechen,  nämlich 

Die  Änderungen  dieser  Grölse  müssen  sich  nun  mit  der 
Änderung  der  potentiellen  Energie  ausgleichen,  d.  h-  sie  können 
nur  durch  die  Hebung  oder  Senkung  des  Schwerpunktes  bedingt 
sein.  Bezeichnet  demnach  C  eine  Konstante,  so  hat  man,  da 
für  die  Anfangslage  die  Schwerpunktshöhe  über  der  Ä;i/-Ebene 
Hq  =  s  cos  &Q,  im  fraglichen  Augenblicke  aber  h  =  s  cos  ^  ist. 

Gq  rr>o2  +  0  1 1^1  +  1^1  sin  2^1  =  C  +  2  Gs  (cos  ^o  —  cos  &). 

Diese  Energieformel  kann  man,  da  auch  Oq  m^  eine  Konstante 
ist,  noch  dadurch  vereinfachen,  dafs  man 

C-^2Gs  cos  ^0  —  00^0^  =  C^i 
setzt  und  hat  sodann 
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Hierin  befinden  sich  aber  zwei  abhängige  Variabele,  nämlich 
d-  und  (jp,  deren  gesonderte  Berechnung  als  Zeitfunktionen  nur 
mit  Hilfe  einer  weiteren  Gleichung  möglioh  ist.  Dieselbe  ge- 
winnen wir  nun  sofort  durch  Anwendung  des  Satzes  von  der 
Zusammensetzung  der  Momente  der  Bewegungsgrölsen  für  eine 
Achse,  welche  keinem  Drehmoment  unterworfen  ist.  Dies  trifft 
aber  für  die  feste  Achse  OZ  zu,  da  die  Richtung  der  einzig 
wirkenden  Kraft  G  parallel  zu  ihr  ist,  also  kein  Drehmoment 
um  dieselbe  hervorrufen  kann.  Das  Moment  der  Bewegungs- 
grölse  um  die  Kreiselachse  ist  nun  &o(oo,  mit  einer  Kom- 
ponente   ©o^o  cos  ^    in    der   Z- Richtung;    dasjenige    um    die 

Achse  OB  dagegen  Gcob  =  —  0  sin  ^-^  mit  einer  ^-Komponente 

+  0  sin  2^  -^.  Nach  Gl.  (25)  bez.  (27)  des  vorletzten  Para- 
graphen ändert  sich  nun  die  Summe  dieser  Komponenten 
während  der  Bewegung  nicht,  folglich  haben  wir  mit  der  neuen 
Konstanten  C2 

©0  Wo  cos  ^  +  0  sin  2^  -^  =  Ci2 (3) 

Die  beiden  Konstanten  Oi  und  O2  bestimmen  wir  durch 
die  Anfangslage.  Dieselbe  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dafs  der 
mit  dem  Winkel  ^0  gegen  die  Vertikale  eben  frei  gegebene  Kreisel 
zunächst  nur  eine  Winkelgeschwindigkeit  mq  um  seine  geometrische 
Achse  besitzt,  dals  also  bei  Beginn  der  Bewegung  für  &  =  d^Q 
gleichzeitig 


sind.     Damit  ergibt  sich  aus  (2)  und  (3) 

Ol  =  2  Gs  cos  d-Q 
C2  =  ©0  Wo  cos  ^0 

60  dafs  diese  Gleichungen  auch  lauten 

(d  ^\2 


}• 


(4) 


d  d-\2      Id  a>\2  2Gs 

^  sin  25-  =  ^y^  (cos  5-0  —  cos  &)  .    .    (:{a) 
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Eliminieren   wir   aus   denselben   die  Winkelgeschwindigkeit  -ri, 
so  ergibt  sich 

dt 


.     A        ^               ^x  (2  (^s       ©0^     o  cos  ^0  —  cos  ^1    ,^^ 
=  ±  y  (cos  ^0  -  cos  3)  |-g^  -  -^  c.o2 -^j^ [    (5) 


Damit  diese  Winkelgeschwindigkeit  stets  reell  bleibt,  darf  der 
Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  nicht  negativ  werden,  d.  h. 
es  muls  zunächst 

cos  ^0  >  cos  ^  oder  d^  y>  d-Q 

bleiben.  Die  geometrische  Kreiselachse  kann  dem- 
nach der  Vertikalen  durch  die  Spitze  niemals  näher 
als  beim  Beginn  der  Bewegung  kommen.  Die  Anfangs- 
lage ergibt  also  einen  Grenzwert  für  den  Neigungswinkel  &, 
Einen  zweiten  Grenzwert  erhält  man  aus  dem  Verschwinden  der 
zweiten  Klammer  unter  der  Wurzel  in  Gl.  (5).  Setzt  man  darin 
sin  2^  =  1  —  cos  2^  und  löst  die  quadratische  Gleichung  auf> 
so  folgt  für  den  zweiten  Grenzwert 


Da  cos  ^1  jedenfalls  nicht  gröfser  als  +  1  werden  kann,  so  hat 

in  dieser  Formel   vor  der  Wurzel   nur   das  negative  Vorzeichen 

dS^ 
einen  Sinn.    Aus  dem  Wechsel  des  Vorzeichens  von  -tt  in  Gl.  (5) 

erkennt  man  also,  dafs  die  geometrische  Achse  des  Kreisels  bei 
der  Bewegung  zwischen  den  Lagen  ^o  ^^^  ^i  ^^^  ^^^  ^cr 
pendelt.      In    der    ersteren    Lage    ist    nach   Voraussetzung    die 

Winkelgeschwindigkeit  i-jj\  =  0,  während  sie  für  die  zweite 
Grenzlage  ^i  nach  (2a)  und  (3a)  den  Wert 

dt}{~  &qWq ^  ^ 

annimmt. 

Wird  der  Kreisel  vertikal  aufgesetzt,  ist  also 
^0  =  0,  cos  ^0  =  1)  80  folgt  aus  (6)  auch  cos  ^^  =  1,  ^^  =  0, 
so  dals  in  diesem  Falle  der  Kreisel  ohne  Schwan- 
kungen vertikal  weiter  rotiert. 
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Aus  der  Fonnel  (6)  ergibt  sich  weiter,  dafs  cos  ^i  um  so 
grölser,  die  äufserste  Neigung  ^i  der  geometrischen  Kreiselachse 
gegen  die  Vertikale  umv  so  kleiner  wird,  je  grölser  die  Winkel- 
geschwindigkeit 0^0  des  Kreisels  ist  und  umgekehrt.  Nimmt  also 
infolge  der  Reibung  der  Spitze  am  Boden  und  des  Luftwider- 
standes die  Rotationsgeschwindigkeit  (oq  ab,  so  werden  die  Schwan- 
kungen des  Kreisels  zunehmen,  bis  endUch  derjenige  Wert  von 
^2  erreicht  ist,  bei  dem  aulser  der  Spitze  noch  ein  anderer  Punkt 
der  Oberfläche  den  Boden  berührt.  Der  auf  diese  Weise  um- 
gefallene Kreisel  wird  schlielslich  auf  dem  Boden  infolge  der  ihm 

noch   innewohnenden    kinetischen  Energie  ^  6>o^'^o^  weiterrolien, 

eine  Erscheinung,   die   man  jederzeit   ebenso  leicht    beobachten 

kann,  wie  das  starke  Schwanken  bei  geringer  bezw.  abnehmender 

Rotationsgeschwindigkeit.     Die  Formel  (6)  bezw.  die  aus  (5)  für 

d& 

-—  3=  0  hervorgehende  Gleichung 

2  6?  ©s  (1  —  cos  2  i^i)  =  ©o2  (,^^2  (cos  ^0  —  cos  ^i)  .     .     (8) 

kann   jedenfalls   dazu  verwendet  werden,    für  einen  bestimmten 
Kreisel,    dessen  Gewicht,    Schwerpunktsabstand   Von   der  Spitze 

und  Trägheitsmomente  bekannt  sind,  die 
kleinste  zulässige  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit (Oq  zu  berechnen.  Dabei  erhält 
man  den  in  (8)  einzusetzenden  Maximal- 
wert ^1  ==  ^2  aus  der  Neigung  einer 
Tangentialebene  an  den  Kreiselkörper 
durch  die  Spitze  (Fig.  232),  während  ^o 
willkürlich  bleibt.  Es  entspricht  demnach 
^^232.  jeder   Anfangsstellung  ^o    ©iii©   kleinste 

Winkelgeschwindigkeit. 
Wird  der  Kreisel,  ohn«  ihm  vorher  eine  Rotation  zu  erteilen 
aufgesetzt,  so  erhält  man  aus  Gl.  (5)  mit  wq  =  0  die  Formel  für 
die  einfache  Pendelbewegung,  d.  h.  der  Kreisel  fällt  einfach  derart 
um,  dafs  sich  seine  geometrische  Achse  in  einer  Vertikalebene 
dreht. 

Berechnen  wir  schliefslich  noch  die  Winkelgeschwindigkeit 

-~  derjenigen  Vertikalebene,   in   welcher  sich   die  Kreiselachse 
bewegt,  aus  (3  a)  und  eliminieren  die  Zeit  mit  (4  a),  so  folgt 
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5U 


w) 


02  sin  ^d- 


(2  0s       Gq^  ct>o' 


,2    COS  ^0  —  COS  ^ 


}     (9) 


©0^  (Oq^  (eoß  ^0  —  ooB  ^)  l  ©  Q  Bin  ^S- 

Eb  ist  dies  die  Differentialgleichung  der  von  der  Kreiselachse 
auf  einer  Kugel  um  die  Spitze  0  beschriebenen  Kurve,  welche 
von  den  zwei  Parallelkreisen  eingeschlossen  ist.    Für  ^  =  i^^  wird 


d(f 


00, 


d.  h.  die  Kurve  steht  auf  dem  inneren  Kreise  d^Q  senk- 
recht, Fig.  233.  Für  ^  =  ^^  verschwindet  dagegen  die  Klammer 
in  (9)  entsprechend  der  Gl.  (7),  also  ist  hier 

dd- 


dff 


=  0 


und  die  Kurve  berührt  den  äufseren  Kreis  ^i. 


Fig.  233. 

Für  die  weitere  Untersuchung  wollen  wir  nunmehr  voraus- 
setzen, dals  die  Winkelgeschwindigkeit  Mq  des  Kreisels 
um  seine  geometrische  Achse  sehr  grofs  sei;  alsdann 
folgt  aus  Gl.  (8),  dals  die  Differenz  cos  ^o  —  cos  ^i  nur  klein 
sein  kann,  oder  dafs  allgemein  ^  <;  ^i  nur  wenig  von  der  ur- 
sprünglichen Neigung  ^o  abweichen  wird.  Dasselbe  tritt  übrigens 
auch  ein,  wenn  das  Trägheitsmoment  Öq  sehr  grofs  gegen  ©  ist, 
also  z.  B.  bei  einem  ringförmigen  Kreisel.  Setzen  wir  dement- 
sprechend,  unter  J   einen  kleinen  Zuwachs  von  ^o  verstanden, 

dO-       dJ 

d-  =  d-o  +  J^ 


dt 


dt' 
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ßo  haben  wir  unter  Vernachläßsigung  der  höheren  Potenzen  von  jJ 

cos  ^0  —  c<->s  ^  =  ^  sin  ^q 

sin  2^  =  sin  2^0  -|-  2  ^  sin  ^o  cos  ^o 

cos  ^0  —  cos  i^ ^  sin  ^o 

sin  2^         ~^   .    o  o.   /.   I  «   ^  cos  ^0 


"  \      '  81 


sin  ^0, 

•o\_     ^ 
b/       sin  d^^ 


^      /l_2^*^««^« 


sin  ^0  \  8^^  ^1 

Mit  diesen  Werten  geht  die  Gl.  (5)  über  in 


^  =±y-@-^8m^o--^^^'     .     .     .     (5a) 

Hierin  dürfen  wir  das  Quadrat  J'^  nicht  mehr  gegen  J  vernach- 
lässigen, weil  es  mit  dem  sehr  grolsen  Werte  —^-^ —    behaftet 

ist,  die  beiden  Tenne  unter  der  Wurzel  somit  dieselbe  Grölsen- 
ordnung  haben.  Differenzieren  wir  nunmehr  die  Gl.  (5  a)  noch- 
mals nach  der  Zeit,  so  ergibt  sich 

dt^  —  dJ\dt]  dt   —   G  ^^°  ^0  ""      02     -^^ 
oder  anders  geschrieben 

d^J    ,    &o^(i)o^  I  ,         GGs 


dt^ 


+  -^[j-ö^;;;jsm^o)=0,    .     .    (10) 


Dies   ist    aber    wiederum    die   bekannte   Schwingungsgleichung, 
welche  mit  J  =  0  und  -j-r  =  0  für  ^  =  0  das  Integral 


.         &Gs     .         I  &o(Dq 

besitzt.     Die  Periode   dieser  Schwingung  ergibt  sich   hieraus  zu 


^"^)  •  ■  ■  (11) 


2710 

h  =  W^ (12) 

Führen  wir  die  obigen  Näherungsausdrücke  auch  in  die  Gl.  (3  a) 
für  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Vertikalebene  ZOK  ein  ,  so 
lautet  dieselbe 
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dq) ©o^o  cos  ^0  —  cos  &    ©o^'^o      ^ 

~di^~e  sin  2^  ^       0     sln^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (11) 

Daraus  folgt  aber  durch  Integration  mit  ^  =  0  für  ^  =  0 

Cp  =  7^ U  y-. Sm       yr-   t]     .       .       .       .       (14) 

^     ©o^'>o  \      ©o^«>o        ©    y 

Die  Bewegung  der  Vertikalebene,  die  sog.  Präzession  (siehe 
S.  19),  zerfällt  demnach  in  einen  der  Zeit  proportional  wachsen- 
den und  einen  periodisch  schwankenden  Teil.  Die  Periode  dieses 
schwankenden  Teiles  ist  offenbar  mit  derjenigen  der  Schwingung 
der  Achse  in  der  Vertikalebene,  siehe  Gl.  (12),  identisch,  während 
die  Ausschläge,  die  hier  nicht  mit  sin  S-q  behaftet  sind,  grölser 
ausfallen  als  die  dazu  senkrechten.  Beide  setzen  sich  demnach 
zu  einer  elliptischen  Schwingung  zusammen,  welche  man  als  die 
Nutation  des  Kreisels  bezeichnet. 

Der  gleichförmige  Bestandteil  der  Präzession  hat  die  Winkel- 

Gs 
geschwindigkeit  7^ —  und  daher  die  Periode 


2  TT  ©0  (Oq 

^  =        Gs (^^) 


Da  füQ  nach  Voraussetzung  grols  sein  sollte,  so  wird  auch  diese 
Periode  entsprechend  grols  ausfallen,  während  umgekehrt  die 
Periode  der  Nutation  Gl.  (12),  welche  dem  Produkte  ©q  mq  in- 
direkt proportional  ist,  sehr  klein  ausfällt.  Aus  dem  Verhältnis 
der  beiden  Schwingungsdauem  (12)  und  (15)  ergibt  sich  schliels- 
lich  die  Zahl  der  Nutationsschwingungen  für  einen  vollen  Kreisel- 
umlauf  um  die  Vertikale  durch  O  zu 

Diese  Zahl  wird  in  praktischen  Fällen  meist  so  grols,  dals  sich 
die  Nutation  der  Beobachtung  gänzlich  entzieht  und  es  den 
Anschein  gewinnt,  als  wenn  die  Präzession  allein  vorhanden 
wäre.    Alsdann   könnte   man  die  Veränderung    des  Druckes  der 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  33 


514  K&p.  VI.    Mechanik  räumlicher  Systeme. 

Kreiselspitze  auf  die  Unterlage  zum  Nachweise  der  Nutation 
benutzen.  Bezeichnet  man  die  Reaktion  der  Unterlage  mit  F,  mit  z 
die  momentane  Höhe  eines  Massenelementes  im  Kreisel  über 
der  Horizontalebene,  mit  ^o  diejenige  des  Schwerpunktes,  so 
besteht  die  Gleichung 

Für  kleine  Schwingungen  ist  aber 

Zq  =  s  cos  d-  =  s  cos  ^0  —  s  cV  sin  v^o 

oder  wegen  (11) 

Setzen  wir  dann  noch  &  =^mW,  (%  =  mko^,  G  z=  mg  so  ergibt 
sich  die  Reaktion  der  Unterlage  zu 

1  — p8in2^ocos^wo^)      •     •     •     (XV 

Die  Schwankungen  der  Auf lagereaktion  sind  dem- 
nach in  ihrer  Grölse  unabhängig  von  den  Winkel- 
geschwindigkeiten des  Kreisels. 

Es   sei  z.  B.   ein   Kreisel    gegeben  mit  den  Trägheitsradien   und 
dem  Schwerpanktsabstande 

Äo  =  4  cm ,    Ä  =  3  cm ,    s  =  2,5  cm. 

Mit  Öq  =  m Äq* ,  ö  =  m Ä* ,  G  =  mg,  wobei  g  =  981  cm  zu  setzen 
ist,  erhalten  wir  alsdann  für  einen  anfänglichen  Neigungswinkel  d'^  =  12^ 
und  einen  maximalen  Winkel  t?*,  =  30^  die  geringste  zulässige  Winkel- 
geschwindigkeit aus  (5)  oder  (6) 

_  2g8k*  sin «»,  _  2-981    2,6  ■  9  0,5« 

""     V     '   cos  ^0  — cos  ^8  "~  256  *  0,978 --0,866 

«»  =  385,      a?  =  19,6, 

entsprechend  3,13  Umdrehungen  pro  Sekunde. 

Setzen  wir  diesen  Kreisel  unter  einen  Winkel  von  O'q  =  12 '^  mit 
1000  Umdrehungen  pro  Minute  auf,  so  ist  o>o  =  105  und  wir  erhalten 
zunächst  die  Periode  der  konstanten  Präzession  aus  (15) 
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_  2»ro,,.V  _  2  •  8,U  •  105  •  16  ^  .  3  s„^ 

während  die  Periode  der  Natation  sich  aus  (12)  zu 

.  27rÄ:«  2. 3,14    9        noQ^  a  i, 

Äa'  Ö>n  16   ■    10   •   O 


"0    •^'o 


die  Zahl  der  Nutationen   während  eines  Umganges   der   Kreiselacbse 
also  zu 

ergibt.    Die  gröfste  Senkung  der  Kreiselachse   aus   der   Anfangslage 
folgt  weiter  aus  (11)  zu 

2Ä:«flf«      .     ^  2  •9- 981    2,5    ^^^        ^^^ 

^  =  Srf?  '^"  *°  =  -2567105^  •  ^>208  =  0,003 

entsprechend  einem  Winkel  von  0,172°. 

Aus  der  Gl.  (17)  erhalten  wir  schliefslich  für  die  Auflagereaktion 


y  =  G^  (l  —  0,028  cos  ^  <j. 


also  Schwankungen  von  nicht  ganz  +^  3  ^^  des  Gewichtes.  Dieselben 
sind  grofs  genug,  um  an  einer  Federwage  deutlich  hervor  zu  treten, 
so  dafs  man  durch  Aufhängung  des  Kreisels  an  einer  solchen  Wage 
die  Nutation  auch  quantitativ  verfolgen  kann. 

Die  wichtigste  praktische  Anwendung  der  Eigenschaften  des 
Kreisels  bildet  die  Theorie  der  Eigenbewegung  von  Ge- 
schossen unter  dem  Einflulse  des  Luftwiderstandes.  Wir 
haben  schon  früher  unter  der  Annahme,  dafs  die  Masse  des 
Projektils  in  einem  Punkte  konzentriert  sei,  die  Flugbahn  des- 
selben mit  und  ohne  Luftwiderstand  untersucht.  Diese  Unter- 
suchung würde  auch  jetzt  noch  gültig  bleiben,  wenn  das  Geschols 
eine  Kugel  wäre.  Besitzt  es  dagegen  die  jetzt  allgemein  übhche 
Zuckerhutform,  und  wird  es  bei  Beginn  der  Bewegung  in  rasche 
ßotation  um  seine  geometrische  Achse  versetzt,  so  bleibt  diese 
Achse  zunächst  sich  parallel.  Da  nun  der  Schwerpunkt  des 
Geschosses  eine  Kurve  beschreibt,  in  deren  Tangentialrichtung 
der  Luftwiderstand  wirkt,  so  wird  während  der  Bewegung  die 
geometrische  Achse  gegen  den  Luftwiderstand  im  allgemeinen 
eine  veränderliche  Neigung  besitzen.  Die  nächste  Folge  dieser  ver- 
schiedenen Neigungen  ist  nun  offenbar  eine  Veränderung  der  sog. 

33» 
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Widerstandsfläche  des  Geschosses,  d.  h.  in  Fig.  234  seiner  Projektion 
auf  eine  Normalebene  NN  zur  Bahntangente  durch  den  Schwer- 
punkt und  mit  dieser  des  Widerstandes  selbst.  Da  die  Neigung 
der  Gescholsachse  gegen  die  Bahntangente  im  allgemeinen  zu- 
nimmt, so  wird  dies  auch  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  für 
den  Luftwiderstand  gelten,  der  mithin  für  zuckerhutförmige 
Projektile  nicht  mehr  blos  als  Funktion  der  Bahngeschwindigkeit 

aufzufassen  ist.  Wenn  auch 
'  ^  die  analytische  Formulierung 

dieser  Abhängigkeit  und  da- 

^  ^  X^i     ^''      /  mit  die  Aufstellung  einer  ge- 

0 .yf^^^Jj^^ y_ • Q      naueren  Differentialgleichung 


der  Flugbahn  keine  Schwierig- 
keiten bietet,  so  wollen  wir 
uns  doch  an  dieser  Stelle  mit 
dem  Hinweis  auf  diesen  Ein- 
fluls  begnügen.  Dagegen  ist 
noch  hervorzuheben,  dafs  die 
Richtungslinie  des  Luftwiderstandes  W  infolge  der  Neigung  der 
Achse  gegen  die  Bahntangente  im  allgemeinen  nicht  mehr  durch 
den  Geschofsschwerpunkt  hindurchgeht  und  darum  ganz  wie  bei 
unserem  Kreisel  die  Schwerkraft  um  eine  Vertikalachse  durch 
den  Stützpunkt,  so  hier  um  eine  Parallele  00  durch  den  Schwer- 
punkt zum  Luftwiderstand  eine  Präzession  hervorrufen  muls. 
Neben  derselben  treten  naturgemäfs  auch  noch  Nutationen  auf, 
die  aber  bei  der  meist  sehr  bedeutenden  Winkelgeschwindigkeit  wq 
um  die  geometrische  Gescholsachse  nicht  sehr  erheblich  sind. 
War  nun  diese  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  der  Pfeile  der 
Fig.  234,  d.  h.  vom  Schwerpunkte  aus  gesehen,  rechts  gerichtet, 
so  wird  dies  auch  nach  den  Ergebnissen  unserer  Kreiseltheorie 
für  die  Präzession  der  Gescholsachse  selbst  zutreffen.  Aus  dieser 
Erscheinung  hat  man  versucht,  die  ziemlich  starke  und  jedenfalls 
nicht  durch  die  Erdrotation  (siehe  §  18)  allein  begründete  Rechts- 
abweichung der  Geschosse  zu  erklären;  es  will  uns  jedoch 
scheinen,  als  wenn  hierfür  das  Rollen  des  Geschosses  auf  einem 
Polster  von  komprimierter  Luft   von  gröfserer  Bedeutung  wäre. 
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§  56.    Die  Präzession  der  Erdachse. 

Die  Erde  als  Kreisel.    Bedingungen  für  eine  reguläre  Präzession.    Lang- 
same und  rasche  Präzession.   Das  Moment  der  Anziehung  eines  äufseren 
Massenpunktes  auf  die  Erde ;  Mittelwert  diesem  Momentes.    Die  Winkel- 
geschwindigkeit der  langsamen  Präzession;  Zahlenbeispiel. 

Schon  am  Eingang  des  letzten  Paragraphen  haben  wir  er- 
wähnt, dals  auch  die  Erde  als  ein  Kreisel  aufzufassen  sei.  Ihre 
Rotationsachse  wird  infolgedessen  die  Erscheinung  der  Präzession 
zeigen,  deren  Winkelgeschwindigkeit  wir  ableiten  wollen.  Vorher 
ißt  es  indessen  notwendig,  auf  einen  prinzipiellen  Unterschied 
dieser  Kreißelbewegung  von  der  im  letzten  Paragraphen  unter- 
suchten hinzuweisen.  Für  dieselbe  setzten  wir  nämlich  einen 
um  seine  geometrische  Achse  rotierenden  Kreisel  voraus,  der  auf 
eine  Horizontalebene  mit  einem  bestimmten  Neigungswinkel 
dieser  Achse  gegen  die  Vertikale  aufgesetzt  und  sich  dann  selbst 
überlassen  wurde.  Aus  diesen  Anfangsbedingungen  konnten  wir 
sodann  die  Integrationskonstanten  Ci  und  C2  der  Gl.  (2)  und  (3) 
des  letzten  Paragraphen  festlegen  und  daraus  alle  weiteren  Be- 
wegungserscheinungen ableiten. 

Für  die  Eigenbewegung  des  Erdballes  sind  nun  derartige 
Vorschriften  über  den  Beginn  derselben  offenbar  ganz  unzulässig, 
so  dals  nichts  übrig  bleibt,  als  sich  an  den  wirklichen  Vorgang 
zu  halten.  Derselbe  verläuft  erfahrungsgemäfs  so,  dafs  die 
Erdachse  ihre  Richtung  im  Räume  nur  sehr  langsam  ändert, 
so  dafs  wir  ihren  Winkel  &  mit  der  Normalen  auf  der  Eküptik 
für  kurze  Zeiträume  als  ganz  unveränderhch  ansehen  dürfen. 
Es  fragt  sich  nunmehr,  ob  ein  derartiges  Verhalten  auch  ein  ge- 
wöhnhcher  Kreisel  zeigen  kann.  Wir  schreiben,  um  diese  Frage 
zu  entscheiden,  die  beiden  allgemein  gültigen  Grundgleichungen 
(2)  und  (3)  des  vorigen  Paragraphen  noch  einmal  an 


®  {  (t?)  +  (^f  i"^  '^\=C,-2  0s  cos  * 
@o  Wo  coB  ^  +  0  ^  sin  2^  =  €-2 


■    (1) 


Wenn  wir  in  denselben  dem  Verhalten  der  Erdachse  entsprechend 

^  z=z  d-Q  und  3-,  =  0  setzen,   so  bleiben  für  ^v  immerhin   noch 
^  dt  '  dt 
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zwei  Gleichungen  übrig,  welche  nur  dadurch  mit  einander  ver- 
einbar erscheinen,  dals  jede  von  ihnen  eine  willkürliche  Kon- 
stante,  nämlich  Ci  bezw.  G2   enthält.    Für   die  Bestimmung  der 

Präzessionswinkelgeschwindigkeit  -rj  ist  somit  noch  nichts  ge- 
wonnen, aulser  der  Einsicht,  dals  dieselbe  konstant  sein 
wird  und  Nutationen  ausgeschlossen  sind.  Wir  müs- 
sen demnach  vor  allem  die  beiden  Konstanten  aus  unseren 
Formeln  entfernen,  bevor  wir  die  Vereinfachung  d-  =  &q  ein- 
führen. Dies  gelingt  jedenfalls  durch  weitere  Differentiation  nach 
der  Zeit,  durch  welche  die  Gl.  (1)  übergehen  in 

^    d^   .     ^        ^ 
—  ÖS  -TT  Sin  ^  =  O 
dt 

dd-  d^w  dw  d& 

—  00  Wo  -jj  sin  d-  -{-  &  -^  &m^&  -i-  2&  -^  -jj  mL&  coB  &  ^  0. 

d^w  d!^& 

Eliminieren  wir  aus  diesen  Formeln  -j:[^  und  setzen  ^-nr  =  0, 

so  erhalten  wir  schlielslich 

^sin*{©(^)'co8*-@o«o|f+G«}  =  0      .     (2) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dafs  die  vertikale  Stellung 
des  Kreisels,  d.  h.  sin  ^  =  0,  ^  =  0  oder  =  n  ebenso  möglich  ist, 

dd' 

wie  mit  -tt  =  0  die  konische  Bewegung  der  Achse  mit  kon- 
stantem Winkel  &  gegen  die  Vertikale.  Wirklichen  Aufschluls 
über  die  Präzession   gewahrt  uns   aber  erst   die  Auflösung   des 

Klammerausdruckes.    Dieselbe  ergibt  für  -^  die  beiden  Wurzeln 


dq)  ©0  ^0 


L   ^,A       4:0s  &  cos  &\ 


dt       2 ©  cos 

für  welche    wir   bei   grolser  Winkelgeschwindigkeit  (oq 
angenähert  schreiben  dürfen 

d(p  &Q  (Oq 


dt       2©cos^ 


J         /         2Qs&  cos  &\\ 


oder  auch 
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d^f\  6^o"'o  ^^ ^3^) 


dtj^       (^  cos  ^        Öo^'^o 
'd<cp\  __    Gs 


(3  b) 


Die  erste  dieser  Wurzehi  gibt  uns  gleichzeitig  die  Präzession 
der  Umdrehungsachse  eines  sich  selbst  überlassenen  freien 
Rotationskörpers.  Für  diesen  verschwindet  nämlich  mit  s  das 
Moment  der  Schwerkraft  und  es  bleibt  nur 

00  "'0 


0  cos  ^  ' 


also  eine  gleichförmige  oder  »reguläre«  Präzession  der  geo- 
metrischen Achse  mit  einer  der  Rotationsgeschwindigkeit  mq 
proportionalen  Winkelgeschwindigkeit.  Daraus  folgt,  dafs  die 
Kreiselbewegung  bei  sehr  hoher  Umdrehungszahl 
um  die  geometrische  Achse  nahezu  so  verlaufen  kann, 
als  wenn  der  Kreisel  ein  frei  im  Räume  befindlicher 
Rotationskörper  wäre.  Die  durch  (3 a)  gegebene  Präzession 
kann  übrigens  auch  negativ  sein,  d.  h.  in  umgekehrtem  Sinne 
verlaufen,  wie  die  Rotation  des  Kreisels  um  seine  geometrische 
Achse.  Dies  kommt  daher,  dals  für  die  Existenz  derselben  in 
(3)  nur  die  Bedingung 

>  rZi-TT,  nicht  aber  ^. ^  > 


0  cos  d-    "^^  &q(jDq^  G  cos  ^  GqCÜq 

erfüllt  sein  muls.  Genügt  der  Kreisel  dieser  Bedingung  nicht, 
d.  h.  wird  die  Wurzel  in  (3)  imaginär,  weil  entweder  &  zu  grofs 
oder  ©0  ^^o  zu  klein  ist,  so  ist  eine  reguläre  Präzession  überhaupt 
unmöghch,  und  der  Kreisel  fallt  einfach  um. 

Welche  von  den  beiden  Präzessionen  (3  a)  und  (3  b)  in  Wirk- 
Hchkeit  eintritt,  läfst  sich  nicht  von  vornherein  aussagen.  Tat- 
sache ist  jedenfalls,  dafs  man  die  zweite  (3  b),  die  man  wegen 
ihrer  geringen  Winkelgeschwindigkeit  wohl  auch  als  die  lang- 
same bezeichnet  im  Gegensatz  zu  der  für  kleine  Werte  von  s 
und  grofse  Werte  von  ©o  (oq  zu  beträchtlicher  Gröfse  ansteigenden 
raschen  Präzession  (3a),  weitaus  am  häufigsten  bei  Kreiseln 
beobachtet.    Sie  bildet  ja  auch,  wie  die  Formel  (14)  des  letzten 
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Paragraphen  lehrt,  den  konstanten  Teil  der  allgemeineren  Kreisel- 
bewegung. 

Die  Präzession  der  Erdachse,  zu  deren  Ermittlung  wir  nun- 
mehr übergehen,  bietet  nur  insofern  eine  Schwierigkeit,  als  es 
hierfür  nicht  mehr  zulässig  erscheint,  die  Grölse  6r^  einzuführen, 
da  ja  die  Erde  selbst  frei  im  Räume  schwebt.  Um  diese  Schwierig- 
keit zu  beseitigen  und  doch  unsere  früheren  Formeln  benutzen 
zu  können,  wollen  wir  statt  dieser  Grölse  das  Moment  selbst 
einführen,   welches   die  geometrische  f- Achse  des  Kreisels   um 

l 


Flg.  285. 


eine  fest  mit  demselben  verbundene  ?y- Achse  senkrecht  zur  ersteren 
zu  drehen  bestrebt  ist.  Nennen  wir  dieses  Moment  SR,,»  ^^ 
dürfen  wir  offenbar  schreiben 

-'-'*''?         (4) 


Gs  = 


sin  d- 


und  haben  nunmehr  an  Stelle  von  (3  a)  und  (3  b) 

'd  (p\  00  '^'^0  ^fj 


dt 

d(p 
'dt 


0  cos  ^ 

00  ^0  sii^  ^ 


00  (oq  sin  & 


(4a) 


(4b) 


Unsere  Aufgabe  läuft  damit  auf  die  Bestimmung  des  Momentes 
^rj  hinaus.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns,  da  die  fort- 
schreitende Bewegung  des  Erdschwerpunktes  0  auf  die  Rotationen 
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ohne  Einfluls  ist,  denselben  festgehalten  und  konstruieren  von 
ihm  ausgehend  ein  mit  dem  Erdkörper  fest  verbundenes  Achsen- 
system (Fig.  235).  Die  ^- Achse  falle  wie  früher  mit  der  geometrischen 
Rotationsachse  zusammen  und  bilde  also  die  ausgezeichnete 
Hauptträgheitsachse,  während  die  Lage  der  beiden  anderen  Haupt- 
achsen 5  u.nd  f]  in  der  Äquatorebene  wiUkürHch  ist.  Wir  dürfen 
daher  die  Ty-Achse  in  die  Schnittgerade  der  Äquatorebene  mit 
der  Ebene  E  der  Ekliptik  verlegen,  und  bezeichnen  die  konstante 
Neigung  beider  Ebenen,  d.  h.  die  sog.  Schiefe  der  Ekliptik,  mit  d: 


Fig.  236 


Von  einer  Drehung  der  Ekliptik  bezw.  ihrer  Schnittgeraden  mit 
der  Äquatorebene  um  die  Polarachse  Of,  welche  erfahrungs- 
gemäls  nur  sehr  langsam  erfolgt,  sehen  wir  zunächst  ab.  Die 
Anziehungskraft  eines  in  der  grolsen  Entfernung  ri  von  0  mit 
den  Neigungswinkeln  x,  X,  /n  gegen  die  Achsen  befindlichen  Massen- 
punktes mi  auf  ein  Massenelement  dm  der  Erde  mit  den  Koordi- 
naten §,  Tjy  f  zerfällt  nun,  unter  r  die  Entfernung  nii  von  dm  ver- 
standen (Fig.  236),  in  die  drei  Komponenten 


_  ^        .m^dm  mi  dm  ^ 

dX  =  f  -— ^—  cos  (r,  ^)  =  /  — ;^—  (n  cos  x  —  i;) 


r3 


jxr        .midm  midm 

dY=  f—^^2—  CÖ8  (^»^)  =/  ^^—  (^1  COS  1  —  7]) 

dZ  =  /— ^^—  cos  (r, 0  =/  — ^;i—  (n  cos  ^^  —  ^) 


>  .     (5) 
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worin  /  die  Gaulssche  Zahl,  d.  h.  die  Anziehungskraft  zweier 
Maflseneinheiten  in  der  Entfernung  1  bedeutet.  Aus  diesen 
Elementarkräften  ergeben  sich  weiterhin  die  elementaren  Momente 
um  die  drei  Achsen  zu 


dTl^=  rjdZ—  ^dY=:  /^^^ri(iy  cos  ^tt  —  C  cos  X) 

dmr3  =  Cd-X:— 5dZ  =  /^^^ri(Ccosx—  gcos/O 

9Hi  dm 
dW;  =  '^dY  —  TjdX  =  /     -3—  ri  (g  cos  l  —  rj  cob  x) 


(6) 


Aus  diesen  Formeln  haben  wir  zunächst  die  für  jedes  Massen- 
element  der  Erde  bei  gegebener  Entfernung  ri  der  anziehen- 
den Masse  mi  verschiedene  Länge  r  zu  eliminieren.  Bezeichnen 
wir  den  Winkel  der  Entfernung  0dm  =  q  des  Massenelementes 
vom  Erdschwerpunkt   mit  der  Geraden  vi  mit  €,    so  haben  wir 

r2  =  n^  -f-  (>^  —  2  ri  ()  cos  e 
oder  wegen 

'i  cos  X  +  v  cos  ^  4-  C  cos  jii 
cos  e  = ' ' 

9 

{Q^  2  1 

1  +  ^2—  ^  (^*  cos  '^  +  ^  cos  X  +  C  cos  aOj- 

Da  nun  Vi  stets  sehr  \del  grölser  ist  als  q,  so  können  wir  zu- 
nächst ()2  :  r2  unbedenkUch  vernachlässigen  und  aufserdem  imter 
Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  und  Produkte  von  S  :  rj, 
rj  :  Vi,  ^  :  Vi  angenähert  schreiben 


r  =  ri  jl (5  cos  3«  +  ^  cos  >.  +  ^  cos  /un 

^  =  ^  |l  +  -    (g  cos  X  +  7^  cos  >.  +  C  cos  ILl)\ 


(7) 


Mit  diesem  Ausdrucke  geht  aber  die  erste  der  Formeln  (6)  über  in 
dm'^  =  2 —  vi  cos  jn  —  5  cos  X) 

H 73  ~"  w  ^  cos  X  cos  /«  +  V   cos  >.  cos  ^  +  ^  f  cos  2^) 

Sfmidm 
^-3  —  (f  S  cos  X  cos  X  +  ^1]  cos  X2  -|-  ^2  cos  X  cos  ^«). 
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Integrieren  wir  nunmehr  über  die  ganze  Erdmasse  m,  so  können 
wir  vor  allem  die  für  alle  Elemente  dm  gleichen  Grölsen  cos  x, 
cos  Xy  cos  ^  vor  die  Integralzeichen  setzen  und  erhalten,  da  die 
statischen  und  Zentrifugalmomente  für  die  Hauptachsen  0^, 
Otj,  Ot,  verschwinden, 


Wl  =  s-  COS  X  COS 


"J 


(ry2  _  ^2)  dm. 


m 


Unter  Einführung  der  Hauptträgheitsmomente 

dürfen  wir  dann  für  die  Momente  der  gesamten  Anziehungskraft 
auf  die  Erde  schreiben 

mc  =  ^^  {&e  —  06)  cos  X  cos  ^ 


9Ä.  = 


3/1% 


ri 


3 


(©a  —  ©c)  COS  X  COS  |U 


aK^  =  ^^  (©6  —  0a)  COS  X  COS  X 


(8) 


Betrachten  wir  schlielslich  die  Erde  als  einen  Rotationskörper 
mit  der  geometrischen  Achse  Of ,  so  haben  wir  auch  ©c  =  ©o, 
®o  =  ©ö  =  0  oder 

9K|  =  ?^  (©0  —  ©)  cos  X  cos  iLi 


m„  = 


3/mi 


n 


3 


(©  —  ©o)  cos  X  COS  /U 


(8a) 


Aus  dem  Verschwinden  des  Momentes  für  die  Polarachse  0  ? 
schlielsen  wir  sofort,  dals  die  Rotationsgeschwindigkeit 
Wo  der  Erde  um  dieselbe  durch  die  Anziehung  an- 
derer Weltkörper  nicht  beeinträchtigt  wird.  Dieses 
Ergebnis  bildet  gleichsam  die  Rechtfertigung  für  unsere  Zeit- 
messung, die  ja  auf  der  Konstanz  von  (oq  beruht.  Jedenfalls 
brauchen  wir  uns  nur  noch  mit  den  beiden  ersten  der  Gl.  (8a) 
zu  befassen.  In  denselben  ist  bisher  der  Umstand,  dals  die 
äulsere  Masse,  für  die  wir  die  Sonne  substituieren  können,  in 
der  Ebene  der  Ekliptik  sich  bewegt,   gar  nicht  zum  Ausdruck 
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gelangt.  Wir  erreichen  dies  dadurch,  dafe  wir  die  Winkel  x,  X,  fx 
durch  die  Schiefe  der  Ekliptik  ^  und  einen  Winkel  t//  des  Fahr- 
strahles vx  mit  der  Achse  O17  ausdrücken  (Fig.  235).  Mit  den  so 
erhaltenen  Beziehungen 

cos  X  =  sin  t//  cos  S-,    cos  X  =  cos  V^,     cos  ^u  =  sin  v^  sin  S-     (9) 
wird  aus  (8a) 

9Ä|  =  — 3-  (00  —  0)  sin  yj-cosyj'  sin  d- 

;  (8b) 

m^  ==  —^  (0  —  ©o)  sin  V  cos  &  sin  ^ 

Der  Winkel  t//  des  Fahrstrahles,  dessen  Länge  wir  unter  der 
Annahme  einer  kreisförmigen  Bahn  für  m,  als  konstant  betrachten 
dürfen,  ändert  sich  aber  mit  der  Zeit  und  zwar  im  Verhältnis 
zu  anderen  Änderungen  der  Konfiguration  des  Systems,  also 
z.  B.  der  Stellung  der  Ebene  der  Ekliptik,  sehr  rasch.  Die  Folge 
davon  ist  natürHch  eine  periodische  Änderung  der  Werte  von 
9K|  und  3K17,  so  zwar,  dafs  9K|  in  der  kurzen  Zeit  eines  Umlaufes 
von  Wi  zweimal  zwischen  einem  positiven  und  einem  absolut 
gleich  grolsen  negativen  Maximalwerte  schwankt,  während  SKi; 
zwischen  Null  und  einem  positiven  Maximum  schwankt.  Die 
Gesamtwirkung  erhalten  wir  darum  am  einfachsten  durch  Bildung 
der  Mittelwerte  von  sin  rp  cos  t//  und  sin  ^  während  einer  Um- 
drehung und  finden 

2n  2n 

—  l  sin  V'  cos  xfjdxfj  =  0,    ^  \  &m  hp  dtp  =  ^. 

0  0 

Damit  verschwindet  aber  auch  der  Mittelwert  von  9K|  und  es 
bleibt  für  denjenigen  von  Wttj  der  Ausdruck 

m^j  =  ^jY(^  —  ^o)coBS'Bm&  .    .     .     .    (10) 

Man  erkennt  übrigens,  dafs  dieser  Mittelwert  auch 
durch  dieAnnahme  einer  gleichförmigen  Verteilung 
der  Gesamtmasse  nii  auf  der  ganzen  scheinbaren 
Bahn,  mit  der  Radius  ri  sich  ergeben  würde.  Aufserdem  muls 
daran  erinnert  werden,  dafs  diese  Mittelwertbildung  nur  zulässig 
ist,  wenn  die  Stellung  der  Ekliptik  sich  nur  sehr  langsam  ändert. 
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Es  kann  mithin  für  die  weitere  Verwendung  des  Momentes  (10) 
nur  die  für  eine  langsame  Präzession  gültige  Formel  (4b) 
in  Frage  kommen,  welche  damit  übergeht  in 

-37  —  wf—^  -77 cos  t?- (11) 

Bewegen  sich  in  der  Ekliptik  mehrere  Massen  in  kreisförmigen 
Bahnen,  so  ergibt  jede  derselben  ein  Moment  von  der  Form  (10), 
deren  Summe  alsdann  in  (4b)  einzusetzen  ist.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  für  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Prä- 
zession 

Es  sei  nunmehr  a  der  Äquatorialradius  der  Erde,  b  der  Polar- 
radius, dann  ist  nach  den  Formeln  des  §  52  unter  Einführung 
der  numerischen  Exzentrizität  6  der  Meridianellipse 

0^—00  _  gg  — feg  _  t2 
"00       ~~       2fe2      —  2' 

Weiterhin  ist,  unter  Qq  die  Erdbeschleunigung  am  Pole  verstanden, 
nach  §  23,  Gl.  (11) 

so  dafs  wir  auch  an  Stelle  von  (11)  und  (12)  schreiben   können 

-TT  =  1 I  —     cos  vT      ...    .    (IIa) 

dt         4  ct>o  r-i  m  \rij  ^      ^ 

bezw. 

^^  =  1^^^- 008^:^3    ....    (12a) 
dt         4     mtOQ  r^  ^      ^ 

Setzen  wir  nun  für  die  Sonne 

Wi  =  355000  m,    r^  =  23700  •  h  cv)  150000000000  m, 

so  wird  mit  e  =  0,082,  ^  =  23  °  27',  cos  &  =  0,92  und  co^  =  0,000073, 
g^  =  9,81  m  pro  Sek.  die  Winkelgeschwindigkeit  der  durch  die  Sonne 
verursachten  Präzession  pro  Sekunde 


3  0,082«  •  9,81  •  366000  ■  0,92 _        2n 

4  150000000000  ■  0,000073  23700»  ~~  240  •  10>»' 
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Für  den  Mond  haben  wir 

in,  =  ^  in,    r,  =  60  •  &  o3  382000000  m, 

also  die  zugehörige  Präzession  der  Erdachse 

ld^\   ^   3  0,082«  '  9,81  •  0,92    _        2^ 

\dtl2        4  '  382000000  •  88  •  0,000073  •  60«  ~    123  •  W^ 

Die  Gesamtprftzession  infolge  der  vereinigten  Wirkung  beider 
Himmelskörper  wird  demnach  unter  der  angenähert  richtigen  Voraus- 
setzung, daTs  auch  der  Mond  sich  in  der  Ebene  der  Ekliptik   bewegt, 

d^  __  ld^\  ldi\    __    2n^  /Li      L\  _         2?r 

dt   "~  [dtj^  +  [dtj^  —    10»^  \240  +  123/  "~  80,1  •  10»« 

Dem  entspricht  eine  Umlauf  szeit  derErdachse  um  die  Normale 
zur  Ekliptik  von 

to  =  80,13  .  10  >o  Sek.  co  25400  Jahren, 

ein  Wert,  der  mit  dem  aus  Beobachtungen  abgeleiteten  von  25800  Jahren 
sehr  befriedigend  übereinstimmt.  Hätten  wir  dagegen  unsere  Werte 
in  Gl.  (4a)  eingesetzt,  so  würden  wir  eine  ümlaufszeit  von  etwa 
0.0025  Jahren  erhalten,  welche  weder  durch  die  Beobachtung  bestätigt 
wird  noch  auch  mit  den  Annahmen  unserer  Rechnung  über  die  äuDserst 
langsame  Bewegung  der  Erdachse  im  Gegensatz  zu  der  scheinbaren 
Bewegung  von  Sonne  und  Mond  um  dieselbe  verträglich  wäre. 

§  57.    Das  materielle  Zentrifugalpendel  und  die  Theorie 

der  Regulierung. 

Zurückführang  der  Bewegung  eines  materiellen  Zentrifugalpendels  auf 
zwei  Winkel  und  deren  Ableitungen.  Die  Reaktionskräfte  und  Reak- 
tionsmomente am  horizontalen  Drehzapfen.  Die  Bewegungsgleichung 
des  Regulators;  EinfluTs  des  Hülsengewichts.  Zusammenwirken  des 
Regulators  mit  der  Maschine ;  EinfluTs  der  Dämpfung.  Wirkung  eines 
periodisch    veränderlichen  Drehmoments   der  Maschine:    Das  Zucken 

der  Regulatoren. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Bewegung  eines  starren  Körpers, 
der  um  eine  fest  mit  ihm  verbundene,  horizontale  Achse  drehbar 
ist,  während  diese  selbst  noch  um  eine  Vertikalachse  rotiert.  Für 
den  Fall  eines  materiellen  Punktes  haben  wir  dieses  Problem  als 
Beispiel  der  räumlichen,  gezwungenen  Relativbewegung  schon  in 
§  20  behandelt  und  haben  nunmehr  festzustellen,  ob  die  dort 
gewonnenen  Ergebnisse  auf  eine  Masse  n^t  endlichem  Volumen 
ausgedehnt  werden  können. 
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Dabei  wollen  wir,  um  die  Aufgabe  nicht  von  vornherein  zu 
verwickelt  zu  gestalten,  in  Übereinstimmung  mit  den  praktischen 
Anwendungen  dieser  Bewegung  voraussetzen,  dals  der  Körper  von 
einer  Ebene  (Fig.  237),  durch  die  Vertikalachse  OZ,  welche  die 
Horizontalachse  CG  im  Punkte  fl  senkrecht  schneidet,  in  zwei 
symmetrische  Hälften  geteilt  wird,  so  daTs  auch  der  Körperschwer- 
punkt S  in  diese  Ebene  fällt.  Die  Strecke  0£2  =  a  ist  alsdann 
sofort   der  kürzeste  Abstand   der  festen  Vertikalachse   von    der 


Fig.  287. 


rotierenden  Achse  CiiC,  Verbinden  wir  dann  noch  den  Schwer- 
punkt S  mit  Q  durch  eine  Gerade  ßiS  bezw.  i2Ä  und  konstruieren 
ebenfalls  in  der  Ebene  OZii  die  Gerade  £2B  1.  i2A,  so  bilden  die 
drei  Achsen  QA,  ß5,  flC  ein  orthogonales  Achsenkreuz,  welches 
mit  dem  Körper  selbst  starr  verbunden,  einerseits  um  OZ, 
andererseits  um  CiiC  rotieren  kann.  Durch  den  Winkel  cp  der 
S)rmmetrieebene  des  Körpers  mit  der  festen  Ebene  XOZ  und 
den  Winkel  r  der  Schwerachse  £iS  mit  der  Vertikalen  ist  als- 
dann die  Lage  des  Körpers  im  Räume  vollständig  bestimmt.  So 
erhalten  wir  zunächst  für  die  absoluten  Schwerpunktskoordinaten, 
wenn  der  Schwerpunktsabstand  von  der  horizontalen  beweghchen 
Achse  HS  =  s  gesetzt  wird, 

a^Q  =  (a -f- 5 sin  t) cos  ^ ,     yo=  (a-{-s&in  t)  sin  (jp ,     Zo=^s  cos  t    (1) 

und  daraus  die  Beschleunigungskomponenten  der  Gesamtmasse  m, 
wenn  wir  noch  die  Abkürzungen 
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d(p 
Ji 


=  (O 


dr 


(2) 


einführen, 

d^oco  .         /d(o    . 

Jf2  =  —  (a  +  5  sm  t)  ^^  sin  y  +  w2  cos  9^ 

—  25  w  €  COS  T  sin  (f  -\-  s  cos  (/>  ( -Ti  cos  r  —  «2  gin  ^ j 

=  +  (a  -f-  5  sin  t)  1 


d^2 


fdü) 
-TT  cos  r/'  —  w^  sm  9 


-|-  2 s w £  cos  T  cos  9+5  sin  ^  \3±  cos  r  —  «2  gin  ^ 


(2^ 


d2^0 
d^2 


^  =    —  5  1^-.  Bin  T  +  «2  cos  Tj 


(3) 


Flg.  238. 


=  i 


d'^x 


dm  =  m 


(i^2 


G  +  Z 


_  C  d^z 
-  J  rf<2 


(i9lt 


dm 


m 


m 


Diesen  Beschleunigun- 
gen entsprechen  nun, 
wenn  wir  uns  den  Körper 
in  ß  von  der  Achse  OQC 
losgelöst,  also  frei  beweg- 
lich denken,  nach  dem 
Prinzip  von  D'Alembert 
drei  Reaktionskom- 
ponenten X,  y,Zinfl, 
welche  wir  unter  Einfüh- 
rung der  Masse  m  bezw. 
des  Gewichtes  G  =z  mg 
des  Körpers  aus  den 
Gleichungen 

d^xp  ^ 
dt^ 


dt^ 

d^zp 
dt^ 


(4) 


erhalten.  Da  nun  die  Richtung  der  festen  x-  und  ^-Achse  ganz 
beliebig  ist,  so  interessieren  uns  statt  der  Komponenten  X  und  Y 
vielmehr  diejenigen,  welche  in  die  Richtung  Ofl  und  senkrecht 
dazu  fallen  und  die  wir  mit  H'^  und  Ä?  bezeichnen  wollen.  Als- 
dann ergibt  Fig.  238 
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H^=:  X  COS 


Hn  =  T  cos 


cp  +  Ysin  7'  =  w  \-j^  cos  9  +  -^  sm  ^j 
(f  —  XBm<p  =  m  ^-j^  cos  (p  —  -^  sm  9) j 


oder  nach  Einsetzen  der  Werte  von  (3) 


de 


jBTi  =  —  («  +  5  siii  ^)  wt  ff>2  —  ms £2  sin  t  +  W5  ;t7  cos  T 


(i^ 


dcü 


jBT,;  =  +  (fit  +  5  Siö  t)  W  ^y  +  2  WS  ff>  €  cos  T 


z  = 


—  Cr  —  WS  (t^  sin  T  +  «2  cos  T 


.    (5) 


Befindet  sich  das  System  im  Beharrungszustande,  d.  h.  rotiert  der 
Körper  gleichförmig  um  die  Vertikalachse  ohne  Änderung  seiner 
Schwerpunktshöhe,  so  vereinfachen  sich  die  Gl.  (5)  mit 


d(s) 
~di 


=  0, 


0, 


dt 

dt 


=  0 


m 


jBTi  =  —  {a  -\-s  sin  t)  cos  «2,        Hfj  =0,        Z  =  —  G    (5a) 


In  der  Praxis  werden  nun  ausnahmslos  die  Zentrifugalpendel 
paarweise  verwendet,  so  zwar,  dals  zwei  genau  gleich  geformte 
und  gleich  schwere  Körper  auf  beiden  Seiten  der  Vertikalachse 
symmetrisch  angeordnet  sind.  Alsdann  ruft  der  zweite  ebenfalls 
Horizontal-  und  Vertikalreaktionen  hervor,  von  denen  die  ersteren 
die  vom  andern  Körper  an  der  Achse  OZ  geweckten  gerade 
aufheben,  während  sich  die  Vertikalreaktionen  in  jedem  Falle 
addieren.  Wenn  auf  diese  Weise  die  Vertikalachse  durch  die 
paarweise  Wirkung  zweier  Zentrifugalpendel  entlastet  wird ,  so 
gilt  dies  doch  nicht  von  dem  Arme  Ofl  bezw.  der  rotierenden 
Achse  CiiC.  Wir  dürfen  nämlich  nicht  vergessen,  daTs  durch 
diese  Achse  das  Zentrifugalpendel  mit  dem  lediglich  um  die 
Vertikalachse  rotierenden  System  zusammenhängt  und  dafs  in- 
folgedessen £2  der  Angriffspunkt  der  Reaktionskomponenten  jHi, 
Hrj  und  Z  bildet.  Die  Kräfte  Hrj  und  Z  stellen  demnach  für 
den  Punkt  ß  des  Armes  0£2  =  a  Transversalkräfte  (siehe  §  37) 
dar,  während  H^  ersichtlich  eine  Zugspannung  bedeutet. 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  34 
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Fig.  239 


Aulser  den  soeben  bestimmten  Reaktionskräften  wirken  aber 
noch  auf  den  Pendelkörper  bei  ß  Momente,  welche  bei  Lösung 

/ß  der  Verbindung  an  dieser 
Stelle  ebenso  wie  äulsere 
Momente  in  Rechnung  zu 
bringen  sind.  Alsdann  aber 
können  wir  die  Pendelmasse 
als  ganz  frei  beweglich  be- 
trachten und  die  Eul er- 
sehen Gleichungen  (13) 
aus  §  53  darauf  anwenden. 
Bezeichnen  wir  die  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die 
drei  Hauptachsen  bezw.  um 
die  Parallelen  zu  denselben 
mit  foa,  wft,  Wc,  die  Trägheits- 
momente um  die  Achsen  ßj.,  fl-B,  GQ,G  dagegen  mit  ©a,  ©6, 
0J,  so  sind  die  Hauptträgheitsmomente  nach  dem  Steinerschen 
Satze  gegeben  durch 

0a,        Qh  —  s^niy        &c  —  s^m     ....     (6) 

Das  Reaktionsmoment  in  ß  für  die  Achse  Oö  sei  nun  3Ka,  das- 
jenige für  die  Achse  fijB  dagegen  9M&  ,  während  für  die  Achse 
GiiO,  um  welche  der  Pendelkörper  selbst  schon  vor  Aufhebung 
der  Verbindung  reibungslos  drehbar  war,  kein  Reaktionsmoment 
existiert.  Zu  diesen  Reaktionsmomenten  haben  wir  nun  noch  die 
Momente  der  Reaktionskräfte  H^,  Hrjy  Z  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
achsen hinzuzufügen  und  diese  Summen  als  äulsere  Momente  in  die 
Eulerschen  Formeln  einzusetzen.     Dieselben  gehen  damit  über  in 

aKa  =  ©a  -^  —  ißh  —  S'^m  —  @c  +  ^'^)  ^b  (Oc 

'SJtb  —  Htj  S  =  (@6  —-  Sf^m)  -irr  —  (©c  —  S^m  —  ©a)  üicft^a 

dwc 


(7) 


Zs  sin  T  —  H^s  cos  r  =  (©c  —  ^m)  -^ 

—  (06  —  S^m  —  ©o)  (JDa  W6 

Die  hierin  auftretenden  Winkelgeschwindigkeiten  Wa  und  an  er- 
geben sich  nun  sofort  als  Komponenten  von  <o  um  die  Vertikal- 
achse,  während  wc  für  die  Achse  G^G  offenbar   mit  der  schon 
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benutzten  Winkelgeschwindigkeit   c    identisch    ist.      Mit   diesen 
Werten 

«a  =  (0  cos  T ,  Mb  =  O)  sin  T ,  Wc  =  €  ,       .       .      (8) 

ihren  Ableitungen 

d  (Oa         ä  M 


dt 

dcob 
~dt 

dwc 
~dV 


=  -77-  cos  T  —  Me  sin  r 
dt 

d(o    .  . 

.-=  -     sm  T  -(-  w  6  cos  T 


dt 

de 
d^t 


d^T 
dt^ 


(9) 


sowie  unter  Einführung  der  Ausdrücke  für  H^  ,  H^  ,  Z  aus  (5) 
gehen  die  ersten  beiden  Gl.  (7)  über  in 


d(jj 


3aia  =   Qa-TTCOST  —  (0«  +  ®6  —  ©c)  CO  €  Siu  T 


da) 


3Stt  =  (mas  +  @b  sin  r)  -^ 

+  {0a  +  ©ö  —  ©c  +  2WS2)  ff)€  COS  T 


..  (10) 


Für  konstante  Winkelgeschwindigkeit  fo  sowie  relative  Ruhe  des 
Pendelkörpers  gegen  das  rotierende  Achsensystem,  also  e  =0 
verschwinden  diese  beiden  Reaktionsmomente.  Reduziert  sich 
die  Pendelmasse  auf  einen  materiellen  Punkt  in  S,  so  wird  mit 
Ga  =  0,  Gb  =  &c  =  M^  auch  SRa  =  0  und  äR»  =  Hrj  s.  Die 
beiden  Momente  kann  man  andererseits  aber  auch  zu  je  einem 
Moment  mit  vertikaler  und  horizontaler  Achse  in  Q  zusammen- 
setzen. Von  diesen  wird  das  erstere  Tl^  die  Drehachse  CQG 
bezw.  den  Arm  0£i  auf  Biegung  in  Anspruch  nehmen,  das  letztere 
3R§  dagegen  die  Drehachse  Ci2C  zu  verbiegen,  den  Arm  0£2  zu 
verdrehen  bestrebt  sein.  Wir  erhalten  für  diese  Momente  die  Werte 


3R|  =  2K6  cos  T  —  SKa  sin  r 

=  <  mas  +  (0&  —  ©a)  sin  rj- 


d(o 
It 


cos  T 


+  (©a  +©&  —  ©€  +  2ms2  cos  H)ü)e 

3Kc  =  SKft  sin  r  +  S^a  cos  t 

=  (mas  sin  r  -\-  &a  cos  ^t  -f-  ©6  sin  ^^)  -jj 

-\-  2m^a)e  cos  t  sin  t 

34* 


(10a) 


0 
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welche  naturgemäls  ebenfalls  für  (o  =  const.  und  e  =  0  ver- 
schwinden. Wir  gehen  nunmehr  zur  letzten  Gl.  (7)  für  die 
Drehung  um  die  Achse  C£2C  über  und  erhalten  nach  Einsetzen 
der  Werte  von  H^  und  Z  aus  (5)  sowie  mit  Rücksicht  auf  (8) 
nach  Kürzung  verschiedener  Terme 

-^  =  <mas  -{-  {ßh  —  Öa)  sin  t\  (o^  cos  t  —  mgs  sin  r   .    (11) 

Diese  Formel  ist  nichts  anderes  als  die  Differentialgleichung  der 

relativen  Bewegung   des   materiellen  Zentrifugalpendels;   in  ihr 

tritt  im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  für  die  Reaktionsmomente, 

d^T       de 
welche  weder  Glieder  mit  fo^  noch  solche  mit  -7^2  =  -r-,  enthalten, 

die  Winkelbeschleunigung  -jj   und  die  Winkelgeschwindigkeit  a 

als  solche  nicht  auf.  Für  einen  materiellen  Punkt  in  S  erhalten 
wir  aus  (11)  wegen  (%  =  0,  @b  =  ("Je  =  wis^  =  ml^ 

d^T       a  +  Zsin  r  g    , 

■TJ2  =  — — 7 <f>^  cos  T  —  y  sm  r ,      .    .    (IIa) 

also  dieselbe  Gleichung  wie  in  §  20  Gl.  (5).     Da  die  Formeln  (11) 

und  (IIa)  genau  denselben  Aufbau  besitzen  und  auch  dieselben 

Variabein  enthalten,  so  müssen  sie  auch  bei  gleichen  Vorzeichen 

ihrer    Konstanten    auf    dieselbe   Bewegungsefscheinung    führen. 

Diese  aber  haben  wir  schon   in  §  20  als  Schwingungen  um 

relative   Ruhelagen   für   die   Schwerachse    erkannt, 

d^T 
welche  hier  mit  -rr^  =  0  der  Bedingung 

ms  (0 


^  H z:^ — ~  sin  T  =  r^  tg  T      .    .    .    .    (12) 


genügen.     Vergleicht   man   dieselbe   mit   der   aus  (IIa)   hervor- 
gehenden, so  erkennt  man  ihre  Übereinstimmung,  wenn 

^^-'h  =  l (13) 


ms 


gesetzt  werden  darf.  Wir  wollen  darum  diesen  dem  ebenen 
Pendel  analogen  Wert  die  reduzierte  Länge  des  materiellen 
Zentrifugalpendels  nennen.  Besteht  das  Pendel  aus  einer 
schweren  Kugel  vom  Radius  vq  und  dem  Schwerpunktsabstande  s 


I 

j 
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m 


+  Y  (« -  *■»)' 


von  Q,  an  einer  dünnen  Stange  (Fig.  240),  so  hat  man,  wenn  m' 
die  Kugelmasse,  m"  die  Stangenmaese  bedeutet, 

2 

Ist  nun  vq  klein  gegen  s,  so  darf  man  jedenfalls  r^  :  s^  und 
damit  &a  gegen  @6  und  @c  vernachlässigen,  also  angenähert 
für  (13)  setzen 

=  —  =  ^ (13a) 


ms 


ms 


wodurch  (11)   vollkommen   mit  (IIa)   identisch   wird.     Meistens 
ist  auch  die  Stangenmasse   gegenüber   derjenigen   der  Kugel  so 


Fig.  240. 


Fig.  241. 


unerheblich,  daTs  man  das  ihr  entsprechende  Glied  in  ©&  und 
@c ,  welches  überdies  noch  mit  dem  Faktor  1  :  3  behaftet  ist, 
ohne  weiteres  vernachlässigen  darf.  Hiervon  wollen  wir  nun 
bei  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  des  Re- 
gulators, dessen  Hauptbestandteil  ein  Zentrifugalpendel  bildet, 
Gebrauch  machen.  In  Fig.  241  ist  ein  solcher  Regulator  zur 
Hälfte  dargestellt,  dessen  Pendelarm  in  A  mit  einem  weiteren 
Arme  J.ßi  gelenkig  derart  verbunden  ist,  dals  mit  wachsendem 
Ausschlage  r  das  Gewicht  Qi ,  welches  auf  dem  unteren  vertikal 
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verechiebbsren  Arme  O^ß^  ruht,  gehoben  wird.     Der  Einfachbeit 
halber  setzen  wir 

"  -''  mithin  ' 

<^ßßi  =  AQ^il  =  r. 
Wir  können  nunmehr  die  Be- 
wegmigBgleichung  fürdas  Pendel 
iiA&  Bofort  aufstellen,  wenn 
wir  die  in  A  angreifende  Stange 
zunächst  durch  die  in  ihr 
wirkende  Zugkraft  jS  ersetzen 
q-'-j  {Fig-  242).  Alsdann  ergibt  die 
Momenten  gleichung  für  das 
Pendel,  dessen  Masse  m  im  Ab- 
stände l  von  Si  konzentriert  ge- 
dacht sei, 


'9. 

Fig.  M2. 


I2m  ^-2  =m((a  +  /8inr)("acosr  — TO/srsinT  —  Sii8in2T    (U) 

Andererseite  haben  wir  für  die  Bewegung  des  Gewichtee  6]  =  »hjf 
der  sog.  Regulatorhülae ,  wenn  deren  Vertikalabstand  OiO  ^  z 
gesetzt  und  der  äulsere  Widerstand  (Reibung  u.  s.  w.)  mit  Q  be- 
zeichnet wird, 

Gl  +  Q  —  5'  cos  T  =  «1  ~ (15) 

Führen  wir  den  sieh  hieraus  ergebenden  Wert  von  S  in  (14)  ein, 
80  geht  diese  Gleichung  mit  mg  =  G  über  in 

I*m  jT^  ~  ml  {a  -\-  l  Bin  i)  ni^  cos  i 

-  (G(  +  2  (ffi  +  e) ;,)  sin  r  +  2m,h  jji  sin  r    (14a) 

Da  nun 

2=  2^1  cos  I, (16) 

also 

di^  =  -2hjiS^nT-2h  [-^-^j  cos  T 
wird,  so  dürfen  wir  statt  (14a)  auch  schreiben 
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{ml?  -\-  4tWi?i2  sin  ^x)  -^  =^'ml{a-\-l  sin  r)  uß  cos  r 

—  (GZ  +  2  (Gl  +  Ö)  ^i)  sin  x  —  4.li^m  (li)  cos  r  sin  r  (14b) 

Dies  ist  schon  die  Differentialgleichung  der  Bewegung 
des  Regulators,  deren  Integration  allerdings  auch  für  kon- 
stante Umdrehungsgeschwindigkeit  (o  der  Spindel  nicht  durch- 
führbar ist.  Es  bleibt  uns  daher,  um  weitere  Schlüsse  hieraus 
zu  ziehen,  nichts  als  die  schon  öfters  geübte  Beschränkung  auf 
kleine  Schwingungen  um  Gleichgewichtslagen  tq  übrig. 
Wir  setzen  dementsprechend 

und  dürfen  dann  angenähert  schreiben 


sin  T  =  sin  tq  -\-  Jx  cos  z-q 
cos  X  =  cos  Tq  —  Jx  sin  tq 


I       .     .     .     .     (17) 


Aulserdem  aber  können  wir  alsdann  die  Produkte  kleiner  Grölsen 

dT\2      läJx\^       ,     ,    d'^Jx 

und  Jx 


IdA 
\  d 


[dt         \  dt  /  dt^ 

vernachläßsigen  und  erhalten  somit  aus  (14  b) 

d^Jx 
(ml^  -\-  4 mili^  sin  ^ro)     -j.^    =^  ml  {a  -\-  l  sin  xq)  uß  cos  xq 

—  (GZ+2  6?iZi)sinTo 

—  2 Qli  Bin  Xq -\'  ml  {l  cos  2 Tq  —  a  sin  tq)  f f>2  j ^ 

—  2Qli  Jx  cos  ro  —  (6r^  +  2  G^i  ^  z/r  cos  tq 


(18) 


Ist  nun  die  Kraft  Q,  welche  man  wohl  auch  als  die  Verstel- 
lungskraft des  Regulators  bezeichnet,  unveränderlich  in 
ihrer  Grölse  und  Richtung,  so  hat  man  für  die  Gleichgewichts- 
lage des  Regulators  für  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  u) 


Jx  =  {)  und   -jp-  =  0, 


also  auch 


2  (2^1  +  2  GiZi  -f  G^  =  mZ  (a  -f  ?  sin  To)  o>2  ???-^     .     (19) 

Sm.  Tg 
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Damit  aber  vereinfacht  sich  die  Gl.  (18)  in 

{mV^  +  4mi^2  sin  2^^)  ___  ^  __  ^lofi      \^  ^^      '  z/r,     (18a) 

woraus  man  sofort  erkennt,  dals  auch  der  Regulator,  wie  das 
einfache  Zentrifugalpendel  um  seine  Gleichgewichtslagen  Schwin- 
gungen vollzieht,  so  lange 

^      +Z8in2To>0 (20) 


sm  To 

Ist  diese  Bedingungsgleichung  nicht  erfüllt,  so  haben  wir  es  mit 
einer  labilen  Gleichgewichtslage  tq  zu  tun,  in  welcher  der  Regu- 
lator praktisch  unbrauchbar  wird.  Aufserdem  aber  geht  aus  (19) 
hervor,  dafs  durch  Vergröfserung  des  Hülsengewichts 
Gl  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Regulator 
einer  höheren  Umdrehungsgeschwindigkeit  w  an- 
gepalst  wird,  wovon  man  in  der  Praxis  häufig  Gebrauch 
macht.  Mit  diesen  Bemerkungen  über  das  Verhalten  des  Regu- 
lators bei  einer  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  der  Spindel 
ist  indessen  das  Wesen  der  Regulierung  überhaupt  noch 
nicht  berührt  worden,  da  dieses  auf  dem  Zusammenwirken 
des  Regulators  mit  der  zu  regulierenden  Maschine 
beruht.  Die  Winkelgeschwindigkeit  derselben,  welche  derjenigen 
des  starr  mit  ihr  gekuppelten  Regulators  direkt  proportional  ist, 
darf  nämlich  nicht  ohne  weiteres  als  konstant  betrachtet  werden; 
sie  ist  vielmehr  mit  der  Differenz  der  in  die  Maschine  einge- 
leiteten und  von  ihr  abgegebenen  Energie  umsomehr  variabel, 
je  kleiner  das  Trägheitsmoment  der  rotierenden  Massen  ausfällt. 
Immerhin  aber  können  wir  auch  hier  voraussetzen,  dafe  die 
Schwankungen  z/  fo  von  co  so  gering  ausfallen,  dafs  die  Quadrate 
derselben,  sowie  die  Produkte  z/r  Jio  vernachlässigbar  bleiben 
und  darum  für  Gl.  (18)  mit  (o  =  (oq  -\-  Jm  schreiben 

d^/tr 
(ml'^  -\-  4:  rthi l-^  sin  ^tq)  —772"  =  ml  {a  -{- 1  sm  Tq)  (o^^  cos  tq 


-\-2ml  {a-\-  Z  sin  Tq)  wq  J m  cos  Tq 

-\-  mlQ  cos  2  To  —  a  sin  tq)  (o^Jt 

—  (2 §^1  +  C??  +  2 G^li)  (sin  Tq  +  z/r  cos  Tq) 


(18b) 


§  57.    Das  materielle  Zentrifugalpendel  etc. 


537 


Weiterhin  nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  die  Kraft  Q,  welche 
sich  der  Verschiebung  der  Regulatorhülse  entgegenstellt,  auch 
die  gleitende  Reibung  B  in  den  Gelenken  des  Regulators  und 
des  Stellzeuges,  d.  h.  der  Verbindung  des  Regulators  mit  der 
Steuerung  der  Maschine,  sowie  einen  Bewegungswiderstand  um- 

fafst,   welcher  der  Geschwindigkeit  -j-  bezw.  li  —xj-  sinro  [siehe 

Gl,  (16)]  direkt  proportional  ist.  Eine  solche  Dämpfung  schaltet 
man  in  der  Praxis  meist  durch  eine  sog.  Ölbremse,  auch  Kata- 
rakt genannt,  in  das  Stellzeug  ein.    Alsdann  dürfen  wir  setzen 


^        -     ,    _    ,       ,  dJr    . 
Q=Qq±B  +  f^h  -^j  sm  tq  , 


(19  a) 


worin  Qq  eine  Kraft  von  konstanter  Grölse  und  Richtung  be- 
deutet, während  der  Reibungs widerstand  B  sein  Vorzeichen 
wechseln  kann.  Beim  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  (18  b)  ver- 
nachlässigen wir  nun  das  Produkt  Jr     ,— -  und  erhalten  so 

(w^  -{■  4wiZi2  sin  2to)     ,.^     =^ml  {a-\-l  sin  Tq)  ff>o^  cos  Tq 

—  (2§o^i  ±  2EZi4-2^iZi  +  G^Qsinro 

-j-  2  twZ  (a  -j-  ^  sin  To)  (oqJ(o  cos  tq 

-\-  ml  (l  cos  2tq  —  a  sin  tq)  (o^  Jt 

—  2^^i2-^sm2ro 

—  (200^1  ±  25^1  4- 2  Gl Zi  +  GV)  z/r  cos  To 

Für  die  Ruhelage  verschwinden  nun  wieder  alle  Glieder  mit  den 
veränderlichen  Grölsen  Jia  und  Jt  bezw.  ihren  Ableitungen, 
so  dals  diese  der  Bedingungsgleichung 

cos    Xq 


(18c) 


2  (Qo  ±  JS  +  ö^i)  ^  +  0/  =  ml  (flf.  +  l  sin  tq)  (o^ 


sm  Tq 


(19  b) 


genügt.     Eliminieren   wir   damit  die  Glieder    der   rechten  Seite 
aus  (18  c),  so  erhalten  wir  für  die  Regulatorbewegung 

d'^Jr  dzÜT 

(ml^  +  4miZi2  sin  ^tq)  -j^  +  2^ili^  -^  sin  ^t^ 


a  +  Zsm^ro    . 
'  "  sm  To 

=  2ml  (a  -\-l  sin  tq)  mq  J ot  cos  tq 


(21) 
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Dies  ißt  aber  die  Diff erentialgleichung^)  einer  erzwun- 
genen gedämpften  Schwingung,  deren  Störungsglied  auf 
der  rechten  Seite  den  Schwankungen  der  Umdrehungsgeschwindig- 
keit des  Regulators  und  damit  der  Maschine  selbst  proportional 
ist.     Bezeichnen   wir   mit  n   das  Übersetzungsverhältnis    beider 

Winkelgeschwindigkeiten,  so  ist  diejenige  der  Maschine  —    und 

wir  erhalten,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  nur  die  rotierenden 
Teile  der  Maschine  mit  einem  Gesamtträgheitsmoment  Qq  in 
Frage  kommen,  während  die  kinetische  Energie  etwaiger  hin- 
und  hergehender  Organe  dagegen  ebenso  wie  diejenige  des  Regu- 
lators selbst  verschwinden,  aus  der  Energiegleichung 

2-(«2-^j-^^ (22) 

Hierin  bedeutet  JL  wie  in  §  42  den  Arbeitsüberschuls  der 
treibenden  Kraft  P  über  den  Widerstand  W  von  der  Stelle  ab 

gerechnet,    wo  (o  =  (%  war.    Wir   können    demnach,    unter  -^ 

den  entsprechenden  Drehwinkel,  der  Maschine  verstanden,  dafür 
auch  schreiben 


0  Diese  Gleichung  enthält  die  konstanten  Glieder  Qq  und  R  nicht 
mehr,  welche  vielmehr  in  die  Gleichgewichtsbedingung  (IIa)  einge- 
gangen sind.  Das  liegt  natürlich  nur  daran,  dafs  wir  uns  diese  Kräfte 
summarisch  im  Punkte  ß^  (Fig.  241  und  242)  angreifend  gedacht  haben» 
während  die  Reibung  R  sich  in  Wirklichkeit  auf  alle  Gelenke  verteilen 
kann  und  alsdann  auch  in  der  Schwingungsgleichung  (21)  zum  Aus- 
druck gelangen  müfste.  Beachten  wir  dagegen  die  Bemerkungen  am 
Schlüsse  von  §  25,  dafs  der  Reibungswiderstand  bei  kleinen  Schwin- 
gungen ebenso  wirkt,  wie  eine  Dämpfung,  so  erkennen  wir,  dafs  es 
nicht  nötig  ist,  der  Gl.  (21)  neue  Glieder  hinzuzufügen,  um  sie  den 
wirklichen  Verhältnissen  anzupassen.  Auf  diese  eigentümliche,  der 
Dämpfung  äquivalente  Wirkung  der  gleitenden  Reibung 
hat  übrigens  schon  Stodola  in  seiner  Abhandlung  »Das  Siemensche 
Regulierprinzip  und  die  amerikanischen  Inertieregulatorenc  (Zeitschrift 
d.  Vereins  d.  Ingenieure  1898,  siehe  dort  Anm.  2  S.  514  erste  Spalte 
aufmerksam  gemacht. 
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oder  mit  lo  =  (oq  -\-  Jw  und  Vernachlässigung  von  J(o^ 

0 

Setzen  wir  nun  noch  angenähert 

und  differenziieren,  so  folgt 

©0  dJu) 


n      dt 


^(P-.W)r (22  b) 


Die  Differenz  P  —  W  ist  nun  im  allgemeinen,  vor  allem  bei 
Dampfmaschinen  und  verwandten  Motoren  eine  periodische 
Funktion  des  Drehwinkels,  also  angenähert  auch  der  Zeit.  Wir 
wollen  indessen  zunächst  voraussetzen,  dafe,  wie  bei  Turbinen, 
während  einer  Umdrehung  selbst  [diese  Differenz  verschwindet 
und  nur  durch  den  Einfluls  des  Regulators  endliche  Werte  an- 
nimmt. Da  dies  stets  durch  die  Verschiebung  der  Hülse  erfolgt, 
so  sind  die  Werte  von  P  —  W  der  Änderung  von  z  in  Gl.  (16) 
proportional,  so  zwar,  dals  bei  sinkender  Hülse,  also  abnehmen- 
der Winkelgeschwindigkeit  w  die  Differenz  P  —  W  zunimmt. 
Wir  dürfen  somit  schreiben 

(P— Tr)r  =  Po^2?=  —  2PoZiz/Tsin  To,     .     .     (23) 

wodurch  (22  b)  übergeht  in 

-^y-  =  —  2  wZi  Q-  z/r  sm  To (24) 

Bevor  wir  diesen  Wert  in  unsere  Differentialgleichung  (21)  der 
Regulatorbewegung  einführen  können,  müssen  wir  dieselbe  noch 
einmal  nach  r  differenziieren  und  erhalten  so 

(i»P  -f  4wi^i2  sin  2ro)  -^-j^-  -f  2f.ih^  —^^^m  Hq 


,  „_  a  +  Z  sin  ^To  dJr 

-f-  m  (Off  l  ; ^-7- 

'  "  sin  tq  dt 

p 

-f-  2  wm (OqIiI  {a  -}-  l  sin  Tq)  -rr  ^t  sin  2 Tq  =  0 


.  (25) 
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Zu  derselben  Gleichung  wären  wir  auch  für  Jm  gelangt,  wenn 
wir  Jx  und  seine  Ableitungen  aus  (24)  in  Gl.  (21)  eingesetzt 
hätten.    Mit  den  Abkürzungen 


2  nm (oqIiI {a -\- 1  sin  tq)  ^  sin  2 tq  =  ^o 

a  +  l  sin  3to 

"  sin  To  ^ 

2fj.l^  sin  2to  =  A2 

schreiben  wir  nunmehr  für  (25) 

^3  -:77a-  +  ^2  -772-  +  ^1  -^77-  +  ^0^^  =  0 


(26) 


dt^ 


dt^ 


dt 


(25a) 


Das  allgemeine  Integral  dieser  DifEerentialgleichung 

k^t  k^t  ktt 

Jx=i(\e      -\- 026      -\- Ose 


(27) 


enthält    drei  willkürliche  Konstante    Ci,  C2,  C3,    während    die 
Koeffizienten   Äi,  ä;2,  A3,    wie    man  sich   durch   Einsetzen    von 

kt 

Jt  =  Ce     in  (25)  überzeugt,  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 


Äsk^  +  ^2^2  +  Äik-\-A^r=o  . 


(27  a) 


darstellen.  Wenn  die  Koeffizienten  ^,  -4i,  ui2,  ^3  durchweg  positiv 
sind,  so  werden  die  drei  Wurzeln  ki,  k^,  A3  entweder  sämtlich  reell 
und  negativ  oder  aber  zwei  derselben  sind  konjugiert  komplex 
und  nur  eine  Wurzel  bleibt  reell  und  negativ.  Im  ersteren  Falle 
nähert  sich  der  Regulator  asymptotisch  seiner  Ruhelage  und 
ebenso  die  Winkelgeschwindigkeit  w  ilirem  Normalwerte  wq.  Im 
andern  Falle  haben  wir  mit 


A:i  =  — Äo,         k2z=p±_qi (28) 

für  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

-Kt         pt  /       -\-qit  -qit\    ' 

z/r  =  de  +e       VOge  +0^6         ) 

oder  auch,  unter  B  und  /i  zwei  neue  Konstante  verstanden, 


jT  =  Cie         -\-Be     Bin  (qt-\-ß) 


(29) 
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Das  erste  Glied  hierin  verschwindet  wiederum  asymptotisch,  das 
zweite  dagegen  stellt  eine  Schwingung  dar,  deren  Amplitude 
unbegrenzt  zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  p  positiv  oder  negativ 
wird.  Die  Bedingung,  welche  die  Konstanten  von  (27  a)  hierfür 
zu  erfüllen  haben,  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  zwischen  den 
drei  Wurzeln  Äi,  ä:2,  ^3  bezw.  ihren  Werten  aus  (28) 

Äi  +  ^2  +  ^3  =  —  ~ir   ^^®^  '^P  —  Äo  = T^ 

-0^3  -^3 

A  A 

kikz  +  ^2^8  +  ^3^1  =  +  -j^   oder  ^  -j-  32  __  2pkQ  =  +  -p 

-^-3  A3» 

k^h,h  =  -T,  '''^^'         lj^  +  ^^)h  =  +  ^' 

MultipHzieren  wir  die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  mit  ein- 
ander und  addieren  sie  zur  dritten,  so  folgt 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  p  stets  dasselbe  Vorzeichen  besitzt, 
wie  die  Differenz  -^0^3  ~  ^1-^2?  welche  sofort  aus  (26)  berechnet 
werden  kann.  Die  Schwingungen  des  Regulators  und 
mit  ihnen  die  Schwankungen  der  Winkelgeschwin- 
digkeit der  von  ihnen  beherrschten  Maschine  werden 
also  mit  der  Zeit  unbegrenzt  ab-  oder  zunehmen,  je 

nachdem 

AqA^  %  A1A2 (29a) 

ausfällt.  Nur  im  ersten  Falle  ist  der  Regulator  praktisch 
brauchbar,  die  ReguUerung  versagt  dagegen  vollständig,  wenn 
entweder  Ai  oder  A2  verschwindet,  bezw.  wenn  Ai  negativ  wer- 
den sollte.  Diese  letztere  haben  wir  aber  schon  in  (20)  als  Be- 
dingung dafür  kennen  gelernt,  dafs  der  Ausschlag  Tq  einer  labilen 
Ruhelage  entsprach,  während  das  Verschwinden  von  A2  mit 
^  =  0,  also  dem  Wegfalle  der  Dämpfung,  identisch  ist.  Daraus 
folgt  wiederum,  dals  ein  gänzlich  ungedämpfter  Regu- 
lator im  allgemeinen  unbrauchbar  ist,  dals  man  aber 
jeden  Regulator,  für  den  die  Bedingung  (20)  erfüllt 
ist,  durch  Einschaltung  einer  Ölbremse  mit  regulier- 
barem Widerstand  (d.  h.  ^i)  zu  ordnungsmälsigem  Zu- 
sammenarbeiten mit  einer  Maschine  zwingen  kann. 
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Dies  gelingt  um  so  eher,  je  grölser  das  Trägheitsmoment  ©o  der 
Schwungmasse  in  der  Maschine,  welches  im  Nenner  von  A^  er- 
scheint, ausfällt. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  zuerst  von  Wischne- 
gradskyi)  angestellten  Untersuchung  auf  praktische  Fälle  darf 
nun  nicht  übersehen  werden,  daXs  ihre  Gültigkeit  streng  genommen 
auf  solche  Maschinen  beschränkt  ist,  deren  Drehmoment  und 
Winkelgeschwindigkeit  unter  normalen  Verhältnissen  konstant 
sind,  d.  h.  für  Turbinen.  Bei  anderen  Maschinen,  z.  B.  Dampf- 
maschinen sind  beide  Gröfsen  periodisch  veränderlich,  und  zwar  ist 
zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  Gl.  (IIb)  in  §  42  durch 

0^  („,2  _  ,,,q2)  =  0  fo^2  /cos  2  I  —  II  +  2  n^JL    .     (22c) 

gegeben,  worin  @o  das  Trägheitsmoment  der  lediglich  rotierenden 
Massen,  O  das  auf  den  Kurbelradius  reduzierte  Trägheitsmoment 
der  hin-  und  hergehenden  Teile,  n  wieder  das  Übersetzungsver- 
hältnis zwischen  Maschine  und  Regulator  und  —  den  Dreh winkel 

bedeutet.  Aulserdem  aber  hat  man  auch  für  JL  bezw.  (P —  W)  r 
eine  Fouriersche  Reihe  in  (22  c)  einzusetzen,  wobei  man  sich  un- 
bedenklich die  Vereinfachung  9  =  to^t  gestatten  darf.  Sind 
aulserdem  noch  die  periodischen  Glieder  dieser  Reihe  unabhängig 
vom  Regulatorausschlag,  so  dürfen  wir  statt  (23)  schreiben 


(P_Tr)r  =  Poz/;2-f  PiCos^-fPgCOS  2  -^^ 


»      •  n 


+  Bi  sin Y-  Bo&in  2  -  -  -\- 


(23  a) 


und  mit  (22  c)  an  Stelle  von  (24) 

dJ(o        e  (.00^    .     2(0ot    ,       P—W  ^^^   ^ 

-T7~  =  7^ siii h  w  — 7^ —  r     .     .     (24a) 

dt  C:)o   n  n  ©0 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  noch  einmal  differenziierte  Gl.  (21) 
ein,  so  erhalten  wir  schliefslich  mit  Rücksicht  auf  die  Abkür- 
zungen (26) 

^«-^B-+^2^-^,-+^i-5^  +  ^^r=/(-^).  (25C) 


^)  Siehe  dessen  Abhandlung:  »Über  direkt  wirkende  Regulatoren c, 
Civilingenieur  1877. 
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worin  /  (--^)  eine  periodische  Reihe  andeuten  soll,  deren  Ko- 
effizienten sich  leicht  anschreiben  lassen.  Das  allgemeine  Integral 
dieser  Gleichung  ergibt  sich  nun  als  Übereinanderlagerung  einer 
Eigenschwingung  (29)  und  einer  erzwungenen  Schwingung,  welch 
letztere  wiederum  alö  periodische  Funktion  durch  eine  Fouriersche 

Reihe  F  1— j  darstellbar  ist,  deren  Koeffizienten  sich  aus  /(-^l 

nach  den  früher  entwickelten  Methoden  ermitteln  lassen.  Das 
Integral  hat  also  im  Gegensatz  zu  (29)  die  Form 

jT=^(\e         -^Be     sin  {qt-\-ß)  +  Fi-^\     .     (30) 

Ohne  dafs  wir  die  Koeffizientenberechnung  der  Reihe  F  (-^) 

hier  durchzuführen  brauchen,  erkennen  wir  doch  die  Möglichkeit 
des  Eintretens  von  Resonanz,  sobald  die  Eigenschwingungsdauer 
des  Regulators  mit  derjenigen  eines  der  Impulsglieder  überein- 
stimmt, d.  h.  also  wenn  q  und  —  in  einem  rationalen  Verhältnis 

zu  einander  stehen.  Alsdann  wird  der  Regulator  periodische 
Zuckungen  vollziehen,  welche  indessen  um  so  weniger  be- 
denklich sind,  je  gröfser  das  in  den  Nennern  aller  Koeffizienten 
der  Reihen  J  und  jP  stehende  Trägheitsmoment  Qq  der  rotieren- 
den Maschinenteile  ist. 

§  58.     Der  Massenausgleich  mehrkurbliger  Maschinen. 

Die  Massendrticke  mehrerer  paralleler  Kurbelgetriebe  an  gemeinsamer 
Welle.  Die  reduzierten  Momente  der  hin-  und  hergehenden,  bezw. 
der  rotierenden  Teile.  Schlicks  Ausgleichsbedingungen  für  die  Massen- 
drücke. Die  Massendruckmomente  und  ihr  teil  weiser  Ausgleich  nach 
Schlick.  Bedingung  des  Anspringens  der  Maschinen  in  jeder  Lage. 
Anwendung  auf  Vierkurbelmaschinen;  der  Schubertsche  Satz.  Die 
symmetrische  ausgeglichene  Vierkurbelmaschine ;  Beispiel  des  Schnell- 
dampfers »Deutschland«.  Das  Massen druckmoment  um  die  Maschinen- 
welle.    Bedingungen  für  den  gleichförmigen  Gang  der  Maschine. 

Gelegentlich  der  Untersuchung  der  zwangläufigen  Bewegung 
eines  Stabes  (§41)  haben  wir  als  Bestandteile  der  Rückwirkung 
desselben  auf  das  mit  den  Leitkurven  verbundene  Gestell  auch 
die   sog.   Massendrücke    kennen    gelernt.      Bei    stationären 
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Maschinen  werden  diese  Kräfte  von  dem  gewöhnlich  aus  einer 
schweren  Stein-  oder  Betonmasse  bestehenden  Fundament  auf- 
genommen, bezw.  durch  dasselbe  auf  die  Erde  selbst  übertragen 
und  so  unschädlich  gemacht.  Anders  liegt  der  Fall  bei  Maschinen, 
welche  auf  Fahrzeugen,  also  z.  B.  auf  Lokomotiven  oder  Schiffen, 
aufgestellt  sind.  Wirken  auf  ein  solches  System  von  aufsen 
keine  Kräfte  ein,  bezw.  heben  sich  die  äufseren  Kräfte  vollständig 
gegenseitig  auf,  so  wird  sich  der  Gesamtschwerpunkt  in  irgend 
einer  Richtung,  also  im  normalen  Fall  horizontal  gleichförmig 
vorwärts  bewegen.  Das  schliefst  aber  nicht  aus,  dafs  infolge  der 
relativen  Bewegung  einzelner  Maschinenteile  gegen  den  Gesamt- 
schwerpunkt des  Systems  auch  der  Schwerpunkt  des  Fahrzeuges 
und  des  an  ihm  befestigten  Maschinengestells  Relativbewegungen 
gegen  den  Gesamtschwerpunkt  vollzieht.  Ist  das  Fahrzeug  ein 
starrer  Körper,  so  werden  diese  Bewegungen  in  Verschiebungen  und 
Drehungen  der  Gesamtmasse  mit  Ausnahme  der  relativ  bewegten 
Maschinenteile  bestehen  •,  ist  es  dagegen  elastisch,  so  treten  dazu 
noch  Schwingungen  auf,  welche  im  Falle  von  Resonanz  äufserst 
heftig  und  für  den  Zusammenhang  sogar  gefährlich  werden  können. 
Allen  diesen  Schwierigkeiten  geht  man  offenbar  durch  Fest- 
haltung des  Schwerpunktes  der  Maschine  relativ  zu  dem  des 
Fahrzeuges,  sowie  durch  Verhinderung  von  Änderungen  der 
relativen  Winkelbewegungsgröfse  aus  dem  Wege  und  bezeichnet 
eine  Maschine,  welche  diese  Forderungen  erfüllt,  als  eine  voll- 
kommen ausgeglichene.  Um  zu  beurteilen,  welchen  Be- 
dingungen eine  solche  Maschine  zu  genügen  hat,  brauchen  wir 
nur  in  den  Formeln  des  D'Alembertschen  Prinzips  die  Relativ- 
bewegungen der  Maschinenteile  gegen  das  Fahrzeug 
einzuführen.  Die  Maschine  denken  wir  uns,  da  ein  einzelnes 
Kurbelgetriebe  offensichtlich  nicht  für  sich  ausgegüchen  werden 
kann,  aus  einer  Anzahl  von  Kurbelmechanismen  mit  parallelen 
Bewegungsebenen  und  gemeinsamer  Welle  zusammengesetzt 
(Fig.  243).  Das  Wellenmittel  falle  mit  der  z-  Achse  zusammen,  ihren 
Schnittpunkt  0  mit  der  Ebene  des  ersten  Kurbelgetriebes  wählen 
wir  als  Koordinatenanfang,  die  innere  Totlage  desselben  wie  in 
§  42  als  positive  a;- Richtung,  senkrecht  dazu  die  ^- Achse.  Weiterhin 
setzen  wir  in  Übereinstimmung  mit  den  weitaus  meisten  prak- 
tischen Ausführungen  voraus,  dafs  die  Bewegungsrichtungen 
der  ledigüch  hin-  und  hergehenden  Teile  aller  Getriebe  einander 
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parallel  seien,  mitbin,  da  sie  sämtlich  die  Wellenachse  schnei- 
den, mit  dieser  in  der  Ebene  XOZ  liegen.  Befindet  sich 
nun  die  erste  Kurbel  in  der  inneren  Totlage,  so  mögen  die 
anderen  Kurbeln  mit  ihr  die  sog.  Schränkungswinkel 
«2,  «3  .  .  .  on  ,   in  der  positiven  Drehrichtung  gemessen,   bilden. 

X 

UM,  I  iJ* 


m,.Ar\ 


Flg.  243. 

Einem  beliebigen  Kurbelwinkel  (p  im  ersten  Getriebe  gegen  die 
Totlage  entsprechen  demnach  bei  starrer  Welle  die  Winkel 
r/)  -|-  «2,  <3P  +  «8  .  .  .  9  +  «n  für  die  anderen  Getriebe,  so  dals  9 
für  das  ganze  System  die  gemeinsame  unabhängige  Variable 
darstellt.    Ebenso  hat  natürlich  auch  die  Winkelgeschwindigkeit 

(t)  =  -^  und  die  Winkelbeschleunigung  -rj  in  jedem  Augen- 
blicke für  alle  Getriebe  denselben  Wert.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Massendruckkomponenten  mit  X,  Y,  Z,  so  haben  wir  nach  der 
in  §  41  gegebenen  Definition  bezw.  nach  den  Schwerpunkts- 
koordinaten Xq,  yo,  Zq  und  der  Gesamtmasse  2m  der  bewegten  Teile 


Z 


=-1 
=-1 


d^  " 


m 


m 


m 


(1) 
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Daraus  erkennen  wir  schon  in  Übereinstimmung  mit  den 
vorstehenden  Bemerkungen,  dafs  die  Massendrücke  selbst  ver- 
schwinden, wenn  der  gemeinsame  Schwerpunkt  der  bewegten 
Teile  seine  Lage  nicht  ändert,  d.  h.,  dafs  mit  dem  Ausgleich 
der  Massendrücke  derjenige  der  Gewichtswirkungen 
notwendig  verbunden  ist.  Für  die  2:-Richtung,  in  der  die 
Maschinenteile  gegen  ihr  Gestell  bezw.  das  Fahrzeug  keine  Re- 
lativbewegungen vollziehen,  ist  diese  Bedingung  ohne  weiteres 
erfüllt,  so  dafs  wir  uns  um  die  Komponente  Z  =  0  nicht  weiter 
zu  kümmern  brauchen. 

Ist  nun  m  die  Masse  der  Schubstange,  m'  diejenige  der 
lediglich  in  der  x-Richtung  hin-  und  hergehenden  Teile,  m''  die- 
jenige der  rotierenden  Teile  des  Getriebes  mit  dem  Schränkungs- 
Winkel  a,  bedeuten  ferner  x'y  y'  und  x'\  y"  die  Koordinaten  des 
Kreuzkopfes  und  des  Kurbelzapfens,  l  die  Schubstangenlänge, 
r  den  Kurbelradius,  s  den  Schwerpunktsabstand  der  Stange  vom 
Kreuzkopf,  s*'  denjenigen  der  Kurbel  vom  Wellenmittel  dieses 
Getriebes,  so  haben  wir  nach  Gl.  (17)  §  42  für  dasselbe 


I 


d'^x 
dm  -^-^  = 

d^y 
dm  ^^2  = 


m'  -| ^—m 


l 


ji 


'-^^"+J'^\ 


d^x' 
dt^ 

d^y" 
dt^ 


ji 


+ 


S"  s     \  d^x" 


(2) 


und  nach  Gl.  (18)  desselben  Paragraphen  angenähert  mit  (p  -\-  a 
statt  (p: 

d^x'  i  r 

<cos(r/  -j-a)-f-T8ill2((/ -j- 


dP 

d^y' 
~dW' 

d^x" 


=  —  rix)' 


«)}- 


dui  .    .      ,     . 
^^Sin(r^+a) 


0 


doi 


=  —  r  o;2  cos  (^  +  «)  —  r  -^j  sin  (qp  -|-  «) 

d^y"  a    .     /      I      N    .       ^^'^         /IX 

-^^=  —  ruß  sm  (y  -f  a)  +  r  -^^  cos  (^  +  «) 

Setzen  wir  nun  abkürzungsweise 


(3) 


m*  -\ -. —  m|  r  =  M' , 


jt 


^^m"-\-jm]r  =  M" 


(4) 
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und  bezeichnen  diese  Werte  als  die  reduzierten  Momente 
der  hin-  und  hergehenden  bezw.  rotierenden  Teile 
des  Kurbelgetriebes,  so  ergibt  die  Einführung  von  (3)  in  (2)  für 
die  Massendruckkomponenten  des  fraglichen  Getriebes 

f  eim  1^  =  -  (If '  +  M")i^fo^  cos  (ff  +  «)  +  ^  sin  (q>  +  «)} 


—  M'j  rr>2  sin  2  (cf  +  a) 


M"  \  ufi  sin  ((/'  -|-  a)  —  -jr  cos  {(f-  -\-  a)\ 


(2a) 


(la) 


Daraus  folgen  schliefslich  die  Massendrücke  des  ganzen  Systems 
durch  Summierung,  wobei  wir  nach  Auflösung  der  Winkelfunk- 
tionen die  allen  gemeinsamen  Gröfsen  w,  -^ ,  cos  ^' ,   cos  2  9, 
sin  2  <i  vor  die  Summenzeichen  setzen  dürfen, 
X  =  — o^2cosrf^(üf'  +  üf'0cosa  +  fri2sin9^(J»f'  +  if")sina 

-TrQ\U(i:2{M'  '\-M'*)coHa  —  -^coS(/>^(Jlf'+if")sina 

r  '     r 

—  ur^^m^if^M'  y  cos  2  a  —  uß  cos  2  q>  2M'  y  sin  2  a 

/                   d(o  \ 

Y  =  —  utßQinq' ^  cos  (fj  2M"  cosa 

—  l(tß  cos  (f  +  -TT  sin  qpl  JSM"  sin  a 

Diese  Ausdrücke  können  aber  für  alle  Kurbelwinkel  (p  bezw.  alle 
möglichen  Winkelgeschwindigkeiten  (o  nur  verschwinden,  wenn 
gleichzeitig 

2M'  cos  «       =0  2M'  sin  a  =0 

:SM"  cos «       =0  2M"  sin  a         =0 

^M'  y  cos 2a  =  0  2M'  y  sin  2a  =  0 

wird.  Da  nun  praktisch  das  Verhältnis  r :  l  für  alle  Getriebe 
desselben  Systems  gleich  grofs  gewählt  wird,  so  können  wir  es 
in  der  dritten  Gleichungsgruppe  auch  wegheben.  Aufserdem 
aber  ist  es  üblich,   die  Momente  M"  der  lediglich  rotierenden 
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Massen  für  sich  durch  Gegengewichte  an  den  Kurbehi  auszu- 
gleichen,  so  dafs  sich  die  Bedingungen  für  den  Ausgleich  der 
Massendrücke  auf  die  Formeln 


2M'  cos  a      =0 
:SM'  cos  2a  =  0 


2M'  sin 
IM'  sin 


a      =  0    ) 
2a  =  0    J 


(5) 


beschränken,  worin  nur  noch  die  reduzierten  Momente  M'  der 
hin-  und  hergehenden  Teile  vorkommen.  Diese  Bedingungs- 
gleichungen sind  erfüllt,  wenn  die  beiden  aus  den  redu- 
zierten Momenten  3/'  mit  den  einfachen  und  dop- 
pelten zugehörigen  Schränkungswinkeln  gebildeten 
Polygone  sich  schlielsen. 

Mit  diesem  einfachen  Ergebnis  ist  das  Problem  indessen 
noch  nicht  erschöpft,  da  die  einzelnen  Gebilde  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  die  Massenwirkungen  also  auch  Momente  zur 
Folge  haben.    Es  sind  dies  nichts   anderes  als  die  Änderungen 

der  sog.  Winkelbewegungsgröfsen,  für  die  wir  mit  ,-^  =  0  auch 
schreiben  können 


9W. 


m 


m, 


=-1 


dm  \x 


dm  ( y 


df- 

d^ 
dt^ 


d^z 
dt^ 


—  z- 


X 


dp- 
~dPi 


-4 


d'^x 


dß 


dm 


(6) 


Sehen  wir  von  der  weiteren  Verfolgung  der  dritten  Gleichung  (6) 
zunächst  ab,  so  erkennen  wir,  dafs  wegen  der  Parallelität  der 
Getriebeebenen  die  Abstände  z  für  alle  Teile  eines  einzelnen 
Getriebes  denselben  Wert  haben,  also  auch  an  Stelle  der  ersten 
beiden  Formeln  (6)  mit  Rücksicht  auf  (1)  für  die  Massen- 
druckmomente  um  die  x-  und  «/-Achse 

d^y 


m 


=-M 


dm 


dp* 


m 


y 


=- 


dm 


~dP 


geschrieben  werden  darf.  Die  hierin  vorkommenden  Integrale 
haben  wir  aber  schon  in  (2a)  ermittelt;  durch  deren  Einführung 
erhalten  wir  nach  Herausnahme  der  allen  Getrieben  gemeinsamen 
Gröfsen  die  den  Formeln  (la)  ganz  analog  gebauten  Gleichungen 


K6a) 
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Mx  =  —  \(Jf>^  sin  9)  —  -^  cos  q)  1  2M"z  cos  « 

—  i(o^  cos  <f  +  "^  sin  9)1  2M" z  sin  « 

gje^  =  ffi2  cos  9)  -3  (ilf'  +  M")z  cos  a 

—  ffi2  sin  (p2{M'-\-  M")z  sin  a 

4-  -^  sin  9)  .3(ilf ' + -^'0  ^  cos  «  4"  "^  cos  (/)  ^ {M'  +  Jf '')  2:  sin  « 

+  rf>2  gin  2q)  2M'  j  z  cos  2  «  +  ^^^  cos  2  9  ^'Jf '  j  2;  sin  2  a 

Sollen  auch  diese  Momente  verschwinden,  so  müssen,  wenn  die 
Verhältnisse  r :  l  wieder  allen  Getrieben  gemeinsam  und  aufserdem 
die  rotierenden  Massen  für  sich  ausgeglichen  sind,  die  Summen 
JS  M"  z  cos  a ,  J^  M"  z  sin  a  also  identisch  verschwinden ,  die 
weiteren  Bedingungen 

^  if'  2:  cos  a      =0  2M'  z  sivia      =01 

-Sif'^cos2a  =  0         -5"ilf' 2;sin2«  =  0  J     '     '^^ 

erfüllt  sein,  d.  h.  es  müssen  auch  die  aus  den  einfachen 
und  doppelten  Schränkungswinkeln  gebildeten  Po- 
lygone von  Produkten  der  reduzierten  Momente 
und  der  Abstände  der  zugehörigen  Getriebenebenen 
vom  Anfang  sich  schlief sen.  Sind  die  rotierenden  Massen 
nicht  in  jedem  Getriebe  für  sich,  d.  h.  durch  Gegengewichte 
ausgeglichen,  so  müssen  auch  für  sie  zwei  Gleichungspaare 

:^M"  cos  a      =0  ^W  sin  a     =01 

^'Jf'ijcos«  =  0         2"Jlf";?sina  =  0  J 

bestehen,  welche  ersichtlich  wieder  auf  zwei  geschlossene  Poly- 
gone für  die  M'^  und  M"  z  führen. 

Die  Gesamtheit  der  drei  Gleichungsgruppen  (5),  (7)  und  (8) 
ergibt  nun  alle  Bedingungen  für  den  praktischen 
Massenausgleich  einer  mehrkurbligen  Maschine, 
und  zwar  die  Formeln  mit  den  einfachen  Schränkungswinkeln 
die  Bedingungen  des  Ausgleichs  erster  Ordnung,  die- 
jenigen mit  den  doppelten  den  Au  sgleich  zweiterOrdnung. 
Zu  Ausgleichsbedingungen  noch  höherer  Ordnung  würde  man 
gelangen,  wenn  man  in  den  Formeln  für  die  Beschleunigungen 
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im  Kurbelgetriebe  die  Glieder  mit  weiteren  Vielfachen  des 
Kurbelwinkels  (siehe  §  14)  beibehalten  hätte.  Da  dieselben 
jedoch  nur  sehr  kleine  absolute  Werte  besitzen,  so  haben  sie 
auch  keine  praktische  Bedeutung.  Früher  hat  man  sogar  aus- 
schlieJtelich  die  Erfüllung  der  Ausgleichsbedingungen  erster  Ord- 
nung angestrebt  und  sich  mit  überaus  unvollkommener,  nur 
teilweiser  Beseitigung  der  Massendrücke  durch  Gegengewichte, 
ohne  Rücksicht  auf  die  Massendruckmomente,  z.  B.  bei  Loko- 
motiven, begnügt  Erst  der  moderne  Schiffsmaschinenbau 
erforderte  infolge  der  immer  wachsenden  Dimensionen  der  Schiffe, 
welche  durch  die  zur  Erreichung  grofser  Geschwindigkeiten 
notwendigerweise  rasch  umlaufenden  Maschinen  in  Schwingungen 
versetzt  wurden,  eine  genauere  Lösung,  welche  nach  mannigfachen 
anderweitigen  Versuchen  dem  deutschen  Ingenieur  Schlick  1893 
(D.  R.  Patent  No.  80  974)  gelang  und  seitdem  mit  voUkommenem 
praktischem  Erfolge  allgemein  da  Anwendung  gefunden  hat,  wo 
man  bei  höchster  Fahrgeschwindigkeit  auf  gröfste  Betriebssicherheit 
Wert  legt.  Im  Gegensatz  zu  seinen  Vorgängern  gibt  Schlick, 
ohne  Hinzufügung  von  Ausgleichsgetrieben,  den  Schränkungs- 
winkeln.  Getriebeabständen  und  hin-  und  hergehenden  Massen 
unter  voller  Wahrung  der  Festigkeit  der  Teile  und  der  Manövrir- 
fähigkeit  des  ganzen  Systems  einfach  solche  Werte,  dafs  die 
Bedingungen  (5)  und  (7)  so  weit  als  möglich  erfüllt  werden. 
Unter  der  Manövrirfähigkeit  ist  hierbei  die  Möglichkeit  des  An- 
laufens der  Maschine  von  jeder  Kurbelstellung  aus  zu  verstehen, 
weshalb  man  auch  das  Zusammenfallen  von  Totlagen 
zweier  Getriebe  tunlichst  vermeidet. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehend  entwickelten  Theoreme 
über  den  Massenausgleich  ist  zunächst  zu  beachten,  dafs  die 
Gleichungen  für  die  reduzierten  Momente  M  und  die  Abstände  z 
homogen  sind,  so  dafs  nur  Verhältnisse  dieser  Gröfsen  miteinander 
in  Beziehung  treten.     Bei  n  Getrieben  haben  wir  demnach  in 

M' 
den  Formeln  (5)  und  (7)  n —  1  Verhältnisse  ^j^t-,  n — 2  Abstände- 

Verhältnisse  —  und  schliefslich  n  —  1  Schränkungswinkel  «,   im 

Ganzen  also  3w  —  4  Unbekannte  in  8  Gleichungen.  Daraus 
geht  hervor,  dafs  zur  Erfüllung  der  Bedingungen  (5)  und  (7) 
mindestens    w  =  4    Getriebe    notwendig    sind,    d.  h.    dafs    die 
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Massenwirkungen  von  Zwei-  und  Dreikurbelmaschinen  nicht 
ausgeglichen  werden  können.  In  der  Tat  beziehen  sich  denn 
auch  fast  alle  Untersuchungen  über  den  Massenausgleich  auf 
Vierkurbelmaschinen,  welche  sonach  für  den  modernen 
SchifBsbetrieb  die  Hauptrolle  spielen.  Den  vier  Bedingungen  für 
die  rotierenden  Massen  genügt  man,  nach  dem  Vorschlage  von 
SchHck,  jetzt  ausschlielslich  durch  Anbringung  zweier  Gegen- 
gewichte an  den  beiden  äufsersten  Kurbeln  mit  voller  Strenge. 

Setzen  wir  nunmehr  abkürzungsweise  die  Verhältnisse 
M2'  __  W  _  M^ 

C3,     ?-    =    ?4 


Z2  "" '    Z2 

wobei  sich  die  Indices  auf  die  entsprechenden  Getriebe  beziehen, 
so  gehen  die  Ausgleichsbedingungen  (5)  und  (7)  für  die  Vier- 
kurbelmaschine mit  «1  =  0  und  zi  =  0  über  in 


1  +  i"2  cos  «2    +  /<3  cos  «3 
112  sin  «2     -|-  fii^  sin  «3 

1  -|-  /.12  cos  2  «2  -|-  fis  cos  2  «3 
112  siii  2  «2  4"  f^^s  si^^  2  «3 

112  cos  «2      +  i^'3  C3  cos  «3 

[i2  sin  «2    +  f.is  Cs  sin  «3 


+  jU4  cos  «4  =0 

+  ^4  sin  «4  =0 

-f-  /te4  cos  2  «4  =0 

+  /U4  sin  2  «4  =0 

-j"  i''4  C4  cos  «4  =0 

+  /<4  ^4  sin  «4 


(5a) 


(7a) 


=  0 
U2  COS  2a2  -j-  ^3  ^3  cos  2a3  -|-  f.i^  ^4  cos  2«4  =  0 
112  sin  2  «2  +  iW3  ?3  sin  2  «3  -|-  ^^4  ^4  sin  2  «4  =  0 

Ziehen  wir  jetzt  die  zweite  Gl.  (5a)   von   der  entsprechenden  in 
(7a)  ab,  so  erhalten  wir 

i"3  (fs  —  1)  sin  «3  +  ^«4  (?4  —  1)  sin  «4  =  0     .     .    (10) 

und  weiterhin  durch  Eümination  von  /12  ^i^ß  den  ersten  beiden 
Gl.  (7a) 


^3  C3  sin  («3  —  «2)  +  ^^4  ^4  sin  («4  —«2)  =  0 
Aus  diesen  Formeln  folgt  sofort  mit  Rücksicht  auf  (9) 

Zs  —  Z2     Z\  sin  «4  sin  («3  —  «2) 


(11) 


(12) 


H  —  ^2     ^3         sin  «5  sin  («4  —  «2) 

Diese   von  Prof.  Schubert  aufgedeckte  Beziehung  besagt, 
dals,  wie  in  Fig.  244  angedeutet,   die  Endpunkte  der  auf 


552 


Kap.  VI.    Mechanik  räumlicher  Systeme. 


einer  Geraden  abgetragenen  Getriebeabstände  auf 
den  Verlängerungen  der  Radien  im  Kurbelkreise 
liegen. 


Fig.  244. 

Eliminieren  wir  dagegen  f-i^  aus  den  letzten  beiden  Gl.  (7a), 
so  folgt 

/«3  Cs  sin  2  (a3  —  og)  +  /^U  ^4  8"i  2  («4  —  02)  =  0 

Diese  Formel  ist  aber,  da  wegen  der  Manövrirfähigkeit  der  Ma- 
schine weder  a^  —  02,  noch  auch  a^  —  «2  verach winden  dürfen, 
mit  (11)  nur  verträglich,  wenn 

cos  («3  —  oL<^  =  cos  {a^  —  «2) 

d.  h.,  wenn  («3  —  «2)  =  i  («4  —  "2)  oder  «3  =  a^  bezw.  «3  -|-  «4  =7=  2  «2- 
Andererseits  ergibt  sich  auch,  wenn  das  Doppelverhältnis  (12) 
auch  für  die  Doppelwinkel  gelten  soll,  wegen  der  letzten  Be- 
ziehung cos  «3  =^  cos  «4 ,  oder  «3  =  +.  «4  und  damit  entweder 
«3  =  «4  =  0L2  oder  02  =  0.  Diese  Beziehungen  sind  aber  mit 
der  Forderung,  dafs  keine  Totlagen  zusammenfallen  sollen,  un- 
verträglich, so  dals  die  letzten  beiden  Bedingungs- 
gleichungen (7a)  für  die  Vierkurbelmaschine  prak- 
tisch unerfüllbar  werden,  die  Massendruckmomente 
zweiter  Ordnung  also  nicht  ausgeglichen  werden 
können.  Mit  dieser  ebenfalls  von  Schubert  sowie  gleichzeitig 
von  Knoller  als  notwendig  erkannten  Einschränkung  wollen 
wir  in  aller  Kürze  noch  den  praktisch  allein  wichtigen  Fall  der 
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symmetriBchen  Vierkurbelmaschine  behandeln.  Bei 
derselben  sind  die  Kurbeln  im  Kurbelkreise  symmetrisch  zu 
einer  Achse  AA  angeordnet  (Fig.  245),   woraus  man  sofort  die 


Fig.  245. 


symmetrische  Verteilung  der  Getriebe  um  eine  Achse  BB  erkennt. 
Setzen  wir  dementsprechend  die  Strecken 

z<i  =^  Ay     z^  —  eg  =  a 

A  —  a  .  A-^a  \  •    C^^) 

~2 — >  2:4  =  2^3  +  a  =  — 2 — 


^8  =  ^2  —  2'4  = 

und  die  Winkel 


«2  =  « »    «4  —  «3  =  y 
«3  — «2  =  1800  — "^tl^    „4  — «2  =  1800— "^-^ 


so  vereinfacht  sich  (12)  zunächst  in 


4  +  a 
A  —  a 


sm  — 2~         sm  2"  coö  |-  +  cos  ^-  sm  ^ 


r 


oder 


sm  — ^—         sm  TT-  cos  ^  —  cos  r-  sin  — 
2  2  2  2  2 


a  tg  -^  =  ^  tg  y , 


(14) 


(15), 


eine  Beziehung,  welche  man  aus   der  Figur  auch   direkt  hätte 
entnehmen  können. 

Weiterhin  erkennt  man,  ohne  die  Formeln  (5a)  erst  zu  Rate 
zu  ziehen,   schon   aus  der  Figur,   dafs  einerseits  die  beiden  in 


lol     ■    ■    <''» 
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3  und  4  angreifenden  reduzierten  Momente  M'z  und  Jf'4,  anderer- 
seits die  in  1  und  2  angreifenden  M\  und  M'2  einander  gleich 
sein  müssen,  wenn  die  Maschine  in  jeder  Lage  im  Gleichgewichte 
bleiben  soll.     Wir  können  somit  in  unseren  Formeln 

^«2  =  1,        it<3  =  /U  =  /« (16) 

setzen  und  diejenigen  herausgreifen,  welche  sich  am  bequemsten 
behandeln  lassen.  Es  sind  dies  zweifellos  die  zweite  und  vierte 
Gl.  (5a),  welche  mit  (16)  übergehen  in 

sin  0U2    -{-  (X  (sin  «3     +  sin  «4) 
sin  2  «2  -j"  ^  (siii  2  «3  +  sin  2  «4) 
Durch  Elimination  von  f.i  wird  hieraus 

2  cos  «2  (siii  «3  +  sii^  «4)  =  sii^  2  «3  +  ßiii  2  «4 
oder 

.  «3    "h    «4  «3    «4  ./IN  /  N 

2  cos  «2  siii  — 9 —  cos  — ä —  =  siii  («3  +  "4)  cos  («3  —  «4) 

und  schhefsHch  mit  Rücksicht  auf  (14),  d.  h.  unter  Einführung  von 

«3  H~  "4  =  360  4"  " )     "3  —  «4  =  —  y ,      .     .  (14a) 

sowie  nach  Auflösung  von  cos  a  und  cos  y  in  Funktionen   der 

halben  Winkel 

«          y          1  ,    . 

cos  Y  cos  Y  =  y (17) 

Aus  der  ersten  Formel  (5b)  erhalten  wir  endlich  noch  mit  (14a) 

cos 


a  ,    I 


sm  «2  2^ 

^'  ""  ~"  sin  «3  -f  sin  «4   "~  y_ 

cos  2 


(18) 


Auch    diese   Beziehung    hätte    man    sofort    als    Gleichgewichts- 
bedingung aus  der  Fig.  245  ablesen  können. 

Für  die  Berechnung  einer  Schlickschen  symmetrischen  Vier- 
kurbelmaschine stehen  uns  hiemach  die  drei  Gl.  (15),  (17)  und 
(18)  zur  Verfügung,  in  denen  die  4  Unbekannten 

a  a  y 

■j ,     cos  y ,     cos  y  ,     fl 

vorkommen.     Eine    dieser  Gröfsen  kann  man   also  willkürlich 
festsetzen  und  wählt  mit  Rücksicht  auf  den  disponiblen  Raum 
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hierfür   stets   das   Abstandsverhältnis  a :  J.,    aus   dem    sich   die 
andern  Werte  dann  eindeutig  ergeben.^) 

Beispielsweise  besitzen  die  hin-  and  hergehenden  Teile  der  sym- 
metrischen Maschinen  des  Schnelldampfers  >  Deutschland  c  die  folgenden 
Gewichte 

Getriebenammer  12  3  4 

Kolben,  Stange  und  Kreazkopf  "m'^f  =    9130      9020    14084    14084  kg 

8  —  1 


Schubstangenanteil 

also  ist 
oder 


l 


r 


mg  =    2620      2730      2  730      2730  » 


=  11 750    11 750     16  814     16  814  » 
=      1  1  1,43        1,43. 


Flg.  246. 

Mit  den  Kurbel  winkeln  «  =  63  ^  20' ,  y  =  107  °  (siehe  Fig.  246)  erhalten 
wir  weiter 

cos  "-  =  0,851      cos  ^  =  0,595 


a 


tg  ^  =  0,617 

Es  ist  mithin  entsprechend  Gl.  (18) 

a 


tg 


1,351. 


cos 


cos 


0,851 
0,595 


=  1.43  = 


*)  Bezüglich  weiterer  Ausführung  dieser  Rechnungen  verweise  ich 
auf  die  Originalabhandlungen  Schlicks  in  den  >Transactions  of  the 
Institution  of  Naval  Architects«,  auf  meine  Monographie  >Dynamik 
der  Kurbelgetriebe c,  Leipzig  1901,  sowie  Schuberts  »Theorie  des 
Schlickschen  Massenausgleiches«,  Leipzig  1901,  der  ich  das  obenstehende 
Beispiel  entlehnt  habe. 
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und  entsprechend  Gl.  (17) 

a  y  1 

cos  ^     COS   -^  =  0,506  CO  — .  I 

Schliefslich  ist  mit  a  =  5,9  m,  und  A  =  12,9  m  das  Abstands Verhältnis 

a 

^  -  M  _  n4fi7  -  Ml!  _  ZÄ 

A    ~  12,9  ~      '         ■"  1,351  ~"  ,     y 

*«2 

in  Übereinstimmung  mit  Gl.  (15).  Die  Maschinen  dieses  Schnell- 
dampfers sind  demnach  als  soweit  ausgeglichen  zu  bezeichnen,  als 
dies  überhaupt  praktisch  durchführbar  ist. 

Wir  haben  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  das  bisher  nicht 
berücksichtigte  Massendruckmoment  um  die  ^r- Achse 
ganz  oder  angenähert  beseitigt  werden  kann.  Führen  wir  in  die 
dritte  Gl.  (6)  den  Ausdruck  (17  a)  aus  §  42  ein,  indem  wir  gleich- 
zeitig wieder  (p  -\-  a  dkn  Stelle  von  (p  und  analog  den  Bezeich- 
nungen dieses  Paragraphen  m"  für  die  rotierende  Masse  setzen, 
so  ergibt  sich  nach  Herausnahme  der  Allen  Getrieben  gemein- 
samen Grölsen 

-irr  COS  (jp  —  w2  sm  (p\  2m[-j  —  "^  I  ^  cos  a 
-|-  I  -TT  sm  qp  +  (0^  cos  qp  I  -  m  I  j  —  -^1  r^  sm  a 


(19) 


Hierin  bedeutet  ä:"  das  polare  Trägheitsmoment  der  rotierenden 
Masse  für  die  2;-Achse,  k  dasjenige  der  Schubstange  für  den 
Kreuzkopfzapfen,  während  die  Bedeutung  der  andern  Buchstaben 
unverändert  ist.  Aus  dieser  Formel  erkennt  man  nun  ohne 
weiteres,  dafs  der  Einflufs  der  Auslenkung  der  Schubstangen  auf 
das    Massendruckmoment  Wz  nur   dann   zum  Verschwinden   ge- 

Is         Ä2\ 

bracht  werden  kann,  wenn  man  die  Grölsen  wi  ly  —  72  /  ^^  ^®^ 

reduzierten  Momenten  Jlf '  der  zugehörigen  hin-  und  hergehenden 
Teile  proportional  macht  und  gleichzeitig  dafür  sorgt,  dafs  die 
Schwerpunkte  bezw.  Schwingungsmittelpunkte  aller  Schubstangen 
dieselben  Abstände   vom  Kreuzkopfzapfen  besitzen.     Dies  bietet 
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praktisch  kaum  irgend  welche  Schwierigkeiten,  da  sich  die  ein- 
zehien  Schubstangen  ohnehin  nur  durch  ihre  Querdimensionen 
unterscheiden.  Demnach  würden  als  neue  Ausgleichsbedingungen 
zu  den  allgemeinen  Formeln  (5),  (7)  und  (8)  noch  die  Gleichungen 


-i:w  1-^ 72" I  ^   ^^®  a  =  0, 


(s        k^\ 
y  —  p- 1  r2  sin  a  =  0     (20) 


hinzutreten,  mit  deren  Erfüllung  die  ausgeglichene  Maschine 
nach  Aulsen  sich  praktisch  gerade  so  verhält,  wie 
eine  lediglich  rotierende  Masse.  Die  Grölse  und 
Wirkung  des  Momentes  9K«  hängt  demnach  lediglich 
von  den  Änderungen  der  Winkelgeschwindigkeit  ab. 
Diese  wiederum  ergibt  sich  aus  der  Energiegleichung,  welche  wir 
für  ein  Kurbelgetriebe  schon  in  §  42  Gl.  (11)  bezw.  (IIa)  ab- 
geleitet  haben.     Für   eine    Mehrkurbelmaschine    lautet   dieselbe 

m2  3©o  =  (Oo^^(&o  —  Ö)  +  cos  2(p:SQco82u 

—  Bin  2  ffJSG  Bin  2a-]- 2  JL,     .     (21) 

worin  nach  unseren  Bezeichnungen  zu  setzen  ist 


g  \  I  i g 

O'Jq  =  m"  Ä:"2  _[_  wi  y  r2  -f-       I  m'  -| -, —  m 


G  = 


i-(m'  + 


l  —  s     \    ,       M'r 
— j —  m]  r^  = 


0 


(22) 


Ist  die  Maschine  nun  ausgeglichen,  so  wird  nach  (5)  bei 
durchweg  gleichen  Kurbelradien 


2G  cos  2«  =  -  ^M'  cos  2a  =  0 


2G  sin  2a  =  -^  ^M'  sin  2a  =  0 


.     (23) 


und  Gl.  (22)  vereinfacht  sich  sofort  in 

©0  o)'^  =  2JL-{-  oio2  -5"  (00  —  Ö) 

oder  nach  Differentiation,  sowie  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
von  JL  in  (22) 


d(o 
~dt 


^©o  =  3(P-^  W)r, 


(22  a) 
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d.  h.  bei  ausgeglichenen  Maschinen  sind  die  Schwan- 
kungen der  Winkelgeschwindigkeit  der  Welle  den 
Schwankungen  von  2 {P — TF)  r,  also  bei  konstantem 
Widerstand  W  am  Kurbelzapfen  denen  des  Dreh- 
momentes der  treibenden  Kraft  P  direkt  proportional. 
Handelt  es  sich  um  ein  System  doppeltwirkender  Dampfmaschinen, 
so  wirkt  in  jeder  derselben  ein  Drehmoment  von  der  in  Fig.  165  a 
(§  42)  gezeichneten  Form,  welche  durch  eine  Fouriersche  Reihe 
analytisch  dargestellt  werden  kann,  in  der  die  Glieder  mit 
dem  doppelten  Kurbelwinkel  offensichtüch  alle  anderen  an  Be- 
deutung weitaus  übertreffen  werden.  Wir  werden  demnach  unserer 
Aufgabe  des  Ausgleichs  der  Schwankungen  im  Gesamtdreh- 
momente praktisch  sehr  nahe  gerecht,  wenn  wir  uns  auf  diese 
Güeder  beschränken  und 

P  =  P^  (1  -(-  &  cos  2  9  +  c  sin  2  y)       .     .     .     (24) 

setzen,  worin  P»,  den  Mittelwert  von  P,  sowie  b  und  c  Koeffi- 
zienten bedeuten,  welche  für  alle  Zyhnder  nahezu  dieselben  Werte 
besitzen.  Für  ein  Getriebe  mit  dem  Schränkungswinkel  a  haben 
wir  demnach 

P  =  P^  {  1  -[-  fc  cos  2  ((/)  +  a)  +  c  sin  2  (rf  +  «)}  .     (24a) 

und  damit  für  die  gesamte  Drehkraft  einer  Reihe  von  Getrieben 
mit  gemeinsamer  Welle  nach  Fig.  165  a 

^P  =  ^Pm  +  {b  cos  29  +  c  sin  2^)  JSPm  cos  2« 

-}-  (c  cos  2  qp  —  b  Bin  2  cp)  ^Pm  sin  2  a. 

Befindet  sich  die  Maschine  im  Beharrungszustande,  d.  h.  erreicht 
nach  Verlauf  einer  Umdrehung  die  kinetische  Energie  immer 
wieder  denselben  Wert,  so  mufs  das  konstante  Widerstands- 
moment 2  Wr  mit  der  Summe  der  mittleren  Drehmomente  2Pnr 
übereinstimmen,  so  dafs  wir  in  (22  a)  angenähert  schreiben  dürfen 

du)  ^ 

-jj  2&0  =  (b  cos  2cp  -\-  cBin2(p)  r^Pm  cos  2  a 

-f-  (c  cos  2  ^  —  b  sin  2 qp)  r^Pm,  sin  2a  ,       (22c) 

wobei  wir  den  Kurbelradius  r  als  einen  allen  Getrieben  gemein- 
samen Wert  vor  die  Summenzeichen  setzen  dürfen.  Dieser  Aus- 
druck verschwindet  aber  nur,  wenn  gleichzeitig 

2Pm  cos  2a  =  0,         ^Pm  sin  2a  =  0 ,       .     .     (25) 
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d.  h.  wenn  die  mittleren  Drehmomente  der  einzelnen 
Getriebe  sich  mit  den  doppelten  Kurbelwinkeln  zu 
einem  geschlossenen  Polygon  vereinigen  lassen, 
darf  man  die  gröfste  Gleichförmigkeit  des  resul- 
tierenden Drehmomentes  und  die  geringsten  Schwan- 
kungen der  Winkelgeschwindigkeit  erwarten. i)  Diese 
auch  für  nicht  ausgeghchene  Maschinen  angenähert  gültige  Regel 
führt  nun  z.  B.  bei  zwei  Getrieben,  bei  denen*  das  Polygon  aus 
einer  in  sich  zurücklaufenden  Linie  besteht,  sofort  auf  gleiche 
Arbeitsverteilung  und  einen  Schränkungswinkel  von  90  o,  bei 
Dreikurbelmaschinen  mit  gleicher  Arbeitsverteilung  auf  Schrän- 
kungswinkel   von    120®.     Bei   Vierkurbelmaschinen    würde    die 


Flg.  247. 


Fig.  248. 


gleiche  Arbeitsverteilung  auf  einem  Rhombus  für  die  P»,  führen, 
dem,  da  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  einander  parallel  und 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  im  Kurbelkreis  zwei  sich  gegen- 
überstehende   rechte   Winkel    entsprechen    (Fig.  247   und    248). 

Dann  aber  ist  auch  a  -f-  7  =  180  o,  also  cos  ^  =  sin  ^,  mithin 
nach  der  Ausgleichsformel  (17) 


2  cos  Y  cos  Y  =-  2  sin  ^  cos  -^ 


sin  y  =  1 


oder  y  =  a  =  900.  Da  nun  diese  Kreuzstellung  mit  den  Be- 
dingungen des  Massenausgleichs,  wie  man  sofort  aus  dem 
Schubertschen  Diagramm,  sowie  aus  Gl.  (15)  erkennt,  mit  a  =  Ä 


^)  Siehe  meine  Abhandlung  «On  the  uniformity  of  turning  moments 
of  marine  angines« ;  Proc.  of  Inst,  of  Naval  Architects  1900. 
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auf  das  Zusammenfallen  zweier  Getriebe  führt,  so  ist  die  gleiche 
Arbeitsverteilung  bei  Vierkurbelmaschinen  dann  mit  dem  Massen- 
ausgleich nicht  vereinbar,  wenn  man  auf  grölste  Gleichförmigkeit 
des  Ganges  Wert  legt. 

Geht  man  dagegen  vom  Massenausgleiche  aus,  so  sind  damit 
auch  schon  die  Winkel  a  und  y  durch  die  drei  Formeln  (15), 
(17)  und  (18)  bestimmt.     Konstruiert  man  mit   diesen  Winkeln 


(siehe  Fig.  249  und  250)  das  Polygon  der  P^,  die  wir  jetzt  nait 
^1,  -^2»  ^3  ^^^  -Pi  bezeichnen  wollen,  so  ergibt  sich  sofort  für 
die  Arbeitsverteilung 

Pi        P2  cos  y 

(26) 


und 


Pl 


A 
A. 


cos  a 


Ps  =  P, 


Die  höchste  Gleichförmigkeit  der  Drehmomente  ist 
demnach  mit  dem  Schlickschen  Massenausgleich 
erster  und  zweiter  Ordnung  vereinbar,  wenn  man 
auf  gleiche  Arbeitsverteilung  in  den  Getrieben  ver- 
zichtet. 

In  meiner  schon  angezogenen  Monogi*aphie  »Dynamik  der 
Kurbelgetriebe«  habe  ich  einige  Beispiele  aus  der  Praxis  angeführt, 
aus  denen  die  Übereinstimmung  der  Ergebnisse  der  vorstehenden 
Theorie  des  Ausgleichs  der  Drehmomente  mit  der  Erfahrung 
hervorgeht. 
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§  59.    Theorie  der  Dimensionen  und  Modelle. 

Mafse  and  Einheiten  derselben.  Grandeinheiten  and  abgeleitete  Ein- 
heiten. Dimensionen  geometrischer  and  mechanischer  Gröfsen.  Das 
absolate  Centimeter-Gramm  Sekandensystem  und  das  technische  Meter- 
Kilogramm-Sekandensystem.  Das  Gaafssche  Massenmafs.  Theorie  der 
Modelle  and  Anwendung  derselben  auf  die  Ermittelang  des  Schiffs- 
widerstandes. 

Im  Verlaufe  des  Studiums  der  Mechanik  haben  wir  eine 
Reihe  von  Grölsen  kennen  gelernt,  deren  jede  für  sich  mit  einem 
besonderen  Malse  gemessen  werden  mulste.  Die  in  der  Be- 
wegungslehre auftretenden  Gröfsen  waren  noch  rein  geometrischer 
Natur,  d.  h.  sie  liefsen  sich  durch  Längen  und  Bogen  oder  Winkel 
bezw.  Winkelfunktionen  ausdrücken.  Als  Mafs  für  die  Länge 
bezw.  Strecken  benutzten  wir  willkürlich  das  Meter,  während 
Winkel  und  Winkelfunktionen  als  Verhältnis  werte  von  Längen 
zu  einander  durch  reine  Zahlen  gegeben  und  darum  von  der 
Wahl  des  LängenmaJjses  unabhängig  waren.  Es  steht  natürlich 
auch  nichts  im  Wege,  statt  des  Meters  ein  anderes  Längenmafs 
zu  benutzen,  wie  man  sich  denn  auch  in  der  reinen  Physik  hierzu 
stets  des  Centime t er s  als  sog. Grundeinheit  bedient.  Beim 
Übergang  von  einem  Mafssystem  zum  andern  kommt  demnach, 
so  lange  es  sich  nur  um  Strecken  handelt,  lediglich  das  Verhältnis 
der  Grundeinheiten  in  Betracht.  Hat  also  eine  Strecke  die  Länge 
von  l  Meter  oder  V  Centiraeter,  so  ist 

r  =  100  L 

Aus  der  Länge  ergibt  sich  nun  durch  Multiplikation  mit  einer 
andern  Länge  die  Fläche,  aus  dieser  wieder  durch  Multiplikation 
mit  einer  dritten  Länge  das  Volumen.  Die  Einheiten  für  diese 
Gröfsen  lafc>sen  sich  dann  auch  in  derselben  Weise  aus  der  Grund- 
einheit ableiten,  so  dafs  man  das  in  der  Technik  gebräuchliche 
Quadratmeter  und  Kubikmeter,  bezw.  das  in  der  Physik 
angewandte  Quadratcentimeter  und  Kubikcentimeter 
als  abgeleitete  Einheiten  im  Gegensatze  zu  dem  als  Grund- 
einheit dienenden  LängenmaLs  bezeichnet. 

Sind  ht  l2t  h  drei  Strecken,  so  kann  man  dieselben  durch 
drei  Zahlenfaktoren  oi,  02,  «s  in  der  Grundeinheit  l  eines  be- 
liebigen Matssystems  ausdrücken,  hat  also 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  36 
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Daraus  folgt  z.  B.  für  eine  rechteckige  Fläche  von  der  Länge  ^ 
und  der  Breite  ^ 

und  für  ein  Parailelepipedon  von  den  Seitenlängen  h,  I2,  h  das 
Volumen 

7  =  ^1  ^  ^  =  tti  ce2  «3  ^. 

Da  sich  nun  alle  irgendwie  begrenzten  Flächen  in  elementare 
Rechtecke  und  alle  Volumina  in  unendlich  kleine  Parallelepipeda 
zerlegen  lassen,  so  können  wir,  unter  ft  und  y  unbenannte  Zahlen 
verstanden,  welche  aus  der  Summierung  der  unendlich  klein  ge- 
wordenen Produkte  oi  02  bezw.  ai  02  «3  hervorgegangen  sind, 
auch  ganz  allgemein  schreiben 

Hierin  bezeichnet  man  die  Potenzen  der  Grundeinheit,  also  P 
und  l^  als  die  Dimensionen  der  Fläche  bezw.  des  Volumens 
und   schreibt  wohl    auch   unter  Weglassung   des   Zahlenfaktors 

F=[l^],        7=p»] (1) 

Folgerichtig  hat  man  dann  für  die  Dimension  einer  Strecke 
selbst  l  =  [l\  und  einer  unbenannten  Zahl,  also  z.  B.  einer 
Winkelfunktion  a  =  po]. 

Gehen  wir  nun  von  der  Geometrie  zur  Mechanik  über,  so 
tritt  uns  als  neues  Element  zunächst  die  Zeit  entgegen,  für  die 
wir  ebenfalls  einer  Grundeinheit  als  Malsstab  bedürfen.  Wir 
wählten  hierfür  die  Sekunde,  und  gelangten  damit  zu  dem  Be- 
griffe der  Geschwindigkeit  v  als  des  von  einem  Punkt  in  der 
Zeiteinheit  zurückgelegten  Weges.  Ist  a  Z  in  Längeneinheiten  der 
in  der  Zeit  ßt  zurückgelegte  Weg,  worin  t  die  Grundeinheit  der 
Zeit  bedeutet,  so  haben  wir 

u    l         a         _i 

und  somit  als  Dimension  der  Geschwindigkeit 

V  =  [«-!] (2) 

Da  die  Winkelgeschwindigkeit  das  Verhältnis  einer  linearen 
Geschwindigkeit  zu  einer  Strecke  darstellt,  so  haben  wir  für  sie 

'"  =  f  =  [t-'] (2a) 
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Ganz  analog  ergibt  sich  für  die  Beschleunigung  als  Zuwachs 
der  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit 

§|  =  ["-^]. (3) 

sowie  für  die  Winkelbeschleunigung 


dt 


=  [i-'] (3a) 


Die  Beschleunigung  wiederum  lernten  wir  als  die  Wirkung  einer 
Kraft  P  auf  eine  Masse  m  derart  kennen,  dals 

dv 
^-"^dt 

war.  Führen  wir  auch  für  die  Masse  eine  neue  Grundeinheit 
ein,  so  folgt  für  die  Dimension  der  Kraft 

P=[mlt-^] (4) 

Als  Grundeinheit  für  die  Masse  bedient  man  sich  nun  in  der 
Physik  nach  dem  Vorgange  von  Gaufs  und  Weber  der  Masse 
eines  Grammgewichtes  oder  schärfer  der  in  1  cbcm  Wasser 
von  40  c.  bei  atmosphärischem  Druck  enthaltenen  Masse,  wäh- 
rend man  in  der  Technik  der  Kraft  selbst  im  Kilogramm- 
gewicht eine  Grundeinheit  erteilt.  Demnach  definiert  man  in 
der  Physik  die  Einheit  der  Kraft  durch  die  Beschleunigung  der 
Masseneinheit  (d.  i.  eines  Grammgewichtes)  um  1  cm  in  1  Se- 
kunde und  bezeichnet  diese  Gröfse  als  eine  Dyne.  Da  nun  die 
Masse  von  1  g  erhalten  wird  durch  Division  des  Gewichtes  durch 
die  Beschleunigung  der  Schwere,  also  981  cm/sek^,  so  ist 

1  Dyne  =  ^  g- Gewicht  =  gölÖÖÖ  ^g-^rewicht. 

Das  mit  Hilfe  der  Grammmasse,  des  Centimeters  und  der 
Sekunde  durchgeführte  Mafssystem  bezeichnet  man  nun  in 
der  Physik  als  das  absolute  oder  Centimeter-Gramm- 
Sekundensystem  im  Gegensatz  zu  dem  technischen  Meter- 
Kilogramm- Sekundensystem,  in  welch  letzterem  das 
Kilogramm  überdies  als  Einheit  für  die  Kraft  zu  verstehen  ist, 
so  dafs  die  technische  Masseneinheit  mit  der  Beschleunigung  von 
9,81  m/sek^  sich  zu  9,81  kg  ergibt.  Der  Grund,  warum  sich  die 
Physiker  dem  älteren  technischen  Mafssystem  nicht  angeschlossen 
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haben,  liegt  in  der  für  äuTserst  genaue  Messungen  allerdings 
nicht  mehr  zu  vernachlässigenden  Abhängigkeit  der  Erdbeschleu- 
nigung von  dem  ßeobachtungsorte,  welcher  man  durch  die 
Definition  der  Masse  im  absoluten  Malssystem  vollständig  aus 
dem  Wege  geht.  Für  praktische  Zwecke  spielt  dieser  Umstand 
jedoch  keine  derartige  Rolle,  dafs  man  seinetwegen  der  mit  der 
Definition  eines  Gewichtes  als  Krafteinheit  verbundenen  Bequena- 
üchkeit  und  Anschauüchkeit  zu  entsagen  brauchte. 

Man  könnte  übrigens  die  Masse  selbst  mit  Hilfe  des  Newton- 
schen  Anziehungsgesetzes  durch  die  beiden  andern  Grundeinheiten 
definieren,  worauf  schon  Gaufs  hingewiesen  hat.  Verbindet 
man  nämlich  die  Formel  für  dasselbe 

^  —J      p 

mit  derjenigen  für  die  Kraft  als  Produkt  aus  Masse  und  Be- 
schleunigung, so  folgt 

^  =  757 

oder,  wenn  wir  die  Gaufssche  Zahl  /  als  unbenannten  Faktor 
betrachten  und  zu  den  Dimensionen  übergehen,  wegen  (3) 

m=p3^-2] (5) 

Demnach  wäre  die  Masseneinheit  durch  die  Beschleunigungs- 
einheit in  der  Einheit  der  Entfernung  definiert.  Andererseits 
hat  man  auch  nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze  in  Über- 
einstimmung mit  (5) 

m  =  m'  4-  m"  =  —r7^> 

wobei  man  sich  die  Masse  auf  zwei  Punkte  mit  den  Beträgen 
wf  und  m"  verteilt  zu  denken  hat.  l  bedeutet  hier  die  grölste 
Entfernung  der  Punkte  von  einander,  t  die  gemeinsame  ümlaufs- 
zeit  beider  Punkte  um  den  Schwerpunkt.  Die  Formel  bleibt 
auch  noch  gültig,  wenn  z.  B.  m"  unendlich  klein  und  w'  =  i» 
wird,  so  dals  man  die  Masseneinheit  auch  dadurch  definieren 
könnte,  dals  sie  von  einem  Massenelement  im  Abstände  1  in 
der  Zeit  1  umkreist  wird.  Würde  man  z.  B.  als  !Entfemungs- 
einheit  den  Erdabstand  von  der  Sonne  und  als  Zeiteinheit  das 
Jahr  wählen,  so  würde  die  Sonnenmasse  sehr  nahe  mit  der 
Maßseneinheit  übereinstimmen. 
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Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  den  Dimensionen 
der  mechanischen  Gröfsen  zurück,  die  wir  sogleich  unter  Weg- 
lassung etwaiger  konst.anter  Zahlenfaktoren  anschreiben  wollen. 
Wir  erhalten  für  den  Antrieb  oder  die  Bewegungsgröfse 

Ä  =  mv  =^  [nilt-^]y (7) 

weiter  für  das  Momel^t  der  Bewegungsgröfse  oder  die 
Flächengeschwindigkeit 

B  =  mlv  =  [ml^t-^], (8) 

für  die  Arbeit,  bezw.  Energie,  sowie  für  das  statische 
Moment  oder  die  Flächenbeschleunigung 

'm  =  L  =  P'l=:7nj  =  [mZ2^-2]  ....     (9) 

und  die  als  Leistung  bezeichnete  Arbeit  in  der  Zeiteinheit 

N  =  ^  =  'ml^t~^] (10) 

Als  Einheit  der  Arbeit  dient  im  absoluten  Matssystem  das  Erg, 
d.  h.  die  Arbeit,  welche  1  Dyne  auf  dem  Wege  von  1  cm  ver- 
richtet, während  im  technischen  Mafssystem  hierfür  das  Meter- 
kilogramm (mkg)  und  für  die  Leistung  die  Pferdestärke, 
d.  h.  75  Sekundenmeterkilogramm  verwendet  werden.    Danach  ist 

1  mkg  =  981000000  Ergs. 

Aus  dieser  ungeheuer  grof sen  Verhältniszahl  erkennt  man  deutüch, 
wie  wenig  das  absolute  Mafssystem  —  abgesehen  von  seiner 
wissenschaftlichen  Bedeutung  —  den  Bedürfnissen  der  Technik, 
welche  schon  aus  praktischen  Gesichtspunkten  mit  möglichst 
geringstelligen  Zahlen  auszukommen  sucht,  gerecht  wird. 

Was  nun  die  Anwendung  der  Lehre  von  den  Dimensionen 
betrifft,  so  erstreckt  sich  dieselbe  zunächst  auf  die  Mögüchkeit 
einer  sicheren  und  bequemen  Kontrolle  verwickelter  Formeln 
der  Mechanik  und  Physik.  Die  einzelnen  Glieder  derselben  setzen 
sich  häufig  aus  mehreren  Faktoren  zusammen,  deren  jeder  eine 
bestimmte  Dimension  besitzt.  Die  Dimension  des  Produktes 
ergibt  sich  alsdann  durch  Addition  der  Exponenten  gleicher 
Grundeinheiten  und  muls,  wenn  die  Formel  einen  Sinn  haben 
soll,  für  alle  GHeder  identisch  sein. 
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Weiterhin  beruht  auch  die  Theorie  der  Modelle  auf 
der  Lehre  von  den  Dimensionen.  Unter  dem  Modell  einer 
mechanischen  Vorrichtung,  z.  B.  einer  Maschine, 
versteht  man  dabei  eine  verkleinerte  Nachbildung 
derselben,  welche  sich  unter  dem  Einflüsse  von 
Kräften,  die  denen  des  Originals  proportional  sind, 
derart  bewegt,  dals  auch  die  durchlauf  enen  Wege 
und  die  dazu  gebrauchten  Zeiten  dauernd  in  dem- 
selben Verhältnisse  zu  den  entsprechenden  Gröfsen 
des  Originals  stehen.  Ist  also  m  die  Masse  des  Originals, 
P  die  treibende  Kraft,  l  der  zurückgelegte  Weg  und  t  die  Zeit, 
so  hat  man  bekanntlich 

^=-S '  •  (11) 

Das  Modell  dagegen  habe  die  Masse  m',  die  an  derselben  wirkende 
Kraft  sei  P',  der  Weg  r  und  die  dazu  gebrauchte  Zeit  f,  so 
dals  hierfür 

P'  =  ^'^2 (IIa) 

gilt.  Sollen  nun  die  oben  genannten  Proportionalitäten  bestehen, 
so  haben  wir  unter  Einführung  der  Faktoren  jtt,  x,  X,  r 

m'=fxm,         P'=xP,         V  =  U,         V^rt,     .     (12) 

womit  (IIa)  übergeht  in 

^       uX     dH 

oder  wegen  (11) 

XT^  =  /Xk (13) 

Tritt  zu  der  äulseren  Kraft  noch  das  Gewicht  des  Systems  oder 
eine  Komponente  desselben  hinzu,  so  haben  wir  statt  (11)  und 
(IIa)  auf  der  linken  Seite  P~{-  G  bezw.  P'  -|-  Q'  stehen  und 
erkennen,  dals  der  Proportionalitätsfaktor  von  P'  auch  für  G' 
gelten  muls,  wenn  anders  die  beiden  Gleichungen  in  einander 
übergeführt  werden  sollen.     Nun  ist  aber 

P^_  G'       m'g  _ 

also  gilt  für  diesen  Fall  aufser  der  Bedingung  (13)  noch 

>^  =  H^ (14) 
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Damit  aber  wird  aus  (13)  selbst 

t2  ==  X (15) 

eine  Gleichuag,  welche  für  Pendel,  bei  denen  das  Gewicht  selbst 
die  treibende  Kraft  bildet,  auf  den  bekannten  Satz  führt,  dals 
die  Pendellängen  sich  wie  die  Quadrate  der  Schwingungszeiten 
verhalten.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeiten  entsprechender 
Punkte  des  Originals  und  des  Modells  bezw.  mit  v  und  t/,  so 
haben  wir  auch  nach  der  Lehre  von  den  Dimensionen 

Aus  (15)  folgt  aber 


so  dafs  wir  auch  für  das  Verhältnis  der  sog.  korrespon- 
dierenden Geschwindigkeiten 

^=y"^ (16) 

schreiben  dürfen.  Von  diesem  Satze  macht  man  besonders  bei 
der  Anstellung  von  Schleppversuchen  mit  Schiffs- 
modellen nach  dem  Vorgange  von  Froude  Gebrauch,  bei 
denen  infolge  der  Zusammenwirkung  des  Modells  und  des  Origi- 
nals mit  derselben  Flüssigkeit  d.  h.  Wasser,  die  Bedingung  (14) 
ebenfalls  erfüllt  sein  mufs.  Da  nun  weiter  infolge  der  identischen 
mittleren  Dichte  des  Modells  mit  dem  Original  i) 

Iti  =  X3 

ist,  so  folgt  für  das  Verhältnis  der  treibenden  Kräfte  auch 

P'  /t/\6 


^)  Damit  ist  übrigens  nicht  gesagt,  dafs  beide  aus  demselben 
Material  bestehen  müssen,  sondern  nur,  dafs  die  Gewichte  der  ein- 
getauchten Teile  sich  wie  die  Volumina  derselben  verhalten,  was  ja 
auch  für  die  verdrängte  Wassermenge  zutrifft.  Die  Versuchsmodelle 
werden  jetzt  der  leichten  Bearbeitung  wegen  aus  Paraffin  hergestellt. 
Näheres  über  Schlepp  versuche  kann  in  White  s  >  Handbuch  für 
Schiffbau«,  deutsch  von  Schlick  und  van  Hüllen,  nachgelesen  werden, 
sowie  bezüglich  neuerer  Methoden  in  dem  Referate  von  Schütte, 
>  Untersuchungen  über  Hinterschiffsformen  u.  s.  w.,  ausgeführt  in  der 
Schleppversuchstation  des  Norddeutschen  Lloyd« ;  Jahrbuch  der  Schiff 
bautechnischen  Gesellschaft,  H.  Bd.,  1901. 
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Um  z.  B.  die  Maschinenstärke  eines  Schnelldampfers  von  200  m 
Länge  für  eine  Fahrtgeschwindigkeit  von  20  Knoten,  d.  h.  rund  10  m 
pro  1  Sekunde  an  einem  Modell  von  4  m  Länge  festzustellen,  so  wird 
man  demselben  eine  Geschwindigkeit  erteilen  von 


v'  =  10  •  l/—  ==  1,41  m  pro  Sek. 
f' 200 


Der  Schiffswiderstand  des  Modells  sei  nun  P'  =  1,0  kg,  alsdann  ergibt 
sich  derjenige  des  Originals  zu 

P  =  509.10  =  125000  kg, 

bei  t;  =  10  m  Geschwindigkeit  pro  Sekunde  entsprechend  einer  Leistung 

JV^  =  Pt;  =  1250000  mkg/Sek.  co  16700  PS. 

In  Wirklichkeit  werden  die  Maschinen  eines  solchen  Schiffes 
hauptsächlich  wegen  der  unvollkommenen  Wirkung  der  Schrauben 
etwa  30000  PS  indizieren. 


Kapitel  VII. 

Abrifs  der  geschichtlichen  Entwickelung  der 

Mechanik  starrer  Systeme. 


§  60.    Die  Mechanik  Tor  dem  Auftreten  Newtons. 

Pädagogische  Gesichtspunkte  in  unserer  Darstellung  der  Mechanik. 
Historische  Entwickelung.  Aristoteles.  Archimedes  Heron,  Hip- 
parchos  und  Ptolemäos.  Leonardo  da  Vinci.  Coppernicus  und  Keppler^ 
Benedetti,  Stevin,  Galilei,  Descartes,  Roberval  und  Pascal.  Huygens, 

Wallis  und  Wren. 

Bei  der  Darstellung  des  Lehrgebäudes  der  Mechanik  der 
starren  Systeme,  die  wir  auch  als  die  Mechanik  im  engeren 
Sinne  bezeichnen  können,  waren  für  uns  lediglich  pädagogische 
Gesichtspunkte  mafsgebend.  Aus  diesem  Grunde  knüpften  wir 
zunächst  an  bekannte  geometrische  Begriffe  an  und  entwickelten 
daraus  die  rein  geometrische  Bewegungslehre.  Durch  den  der 
Erfahrung  entnommenen  Zeitbegriff  gelangten  wir  zu  der  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung,  mit  denen  uns  schon  die 
Bewältigung  zahlreicher  Aufgaben  sowie  die  Erklärung  mancher 
Naturvorgänge  gelang.  Weitere  Erfahrungstatsachen  führten  uns 
auf  die  träge  Masse  und  den  Kraftbegriff,  aus  denen  sich  zwang- 
los derjenige  der  mechanischen  Arbeit  entwickeln  liefs.  Die 
Momente  lernten  wir  dann  gelegentlich  der  Wirkung  von  Kräften 
mit  verschiedenen  Angriffspunkten  kennen  und  waren  damit  in 
den  Stand  gesetzt,  die  Bewegungserscheinungen  von  Körpern 
rechnerisch   zu  behandeln   und   die   so   gewonnenen  Ergebnisse 
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mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen.  Wenn  wir  dabei  gewisse 
störende  Nebenwirkungen  (Widerstandskräfte)  im  Auge  behielten, 
so  ergab  sich  eine  so  gute  Übereinstimmung,  dafs  wir  mit  einer 
gewissen  Befriedigung  auf  das  Lehrgebäude  der  Mechanik  zurück- 
zubHcken  wohl  berechtigt  sind. 

Der  historischen  Entwicklung  sind  wir  allerdings  trotz  der 
gelegentlichen  Anführung  der  Namen  hervorragender  Forscher 
bei  diesem  Gedankengange  kaum  gerecht  geworden,  da  wir  sonst 
auf  eine  systematische  Darstellung  des  Zusammenhangs  der  Er- 
scheinungen hätten  verzichten  müssen.  Es  liegt  dies  einerseits 
daran,  dals  erst  eine  grolse  Fülle  von  Erfahrungstatsachen  vor- 
liegen mulste,  bis  man  zur  Erkenntnis  von  Gesetzmäfsigkeiten 
in  denselben  gelangte,  weiterhin  aber  auch  an  der  verhältnis- 
mäfsig  späten  Ausgestaltung  der  mathematischen  Hilfsmittel, 
welche  zur  Verknüpfung  der  verschiedenen  Beobachtungen  un- 
umgänglich notwendig  waren.  Die  Vertrautheit  mit  diesem  wissen- 
schaftlichen Rüstzeug  lälst  uns  jetzt  die  Schwierigkeiten  kaum 
noch  ahnen,  an  denen  früher  auch  in  scheinbar  einfachen  Fällen 
die  scharfsinnigsten  Köpfe  scheiterten.  Dazu  kommt,  dafs  die 
Fähigkeit,  richtig  Beobachtungen  anzustellen  und  dieselben  wahr- 
heitsgetreu wiederzugeben,  sich  in  der  Geschichte  der  Menschheit 
ebenfalls  nur  langsam  entwickelt  hat. 

Trotzdem  war  man  sich  über  den  Wert  der  Erfahrung  als 
Grundlage  der  Naturforschung  schon  im  Altertume  klar,  wie  aus 
dem  folgenden  Satze  des  Philosophen  Aristoteles  (384 — 322 
V.  Chr.),  der  seiner  Schrift  »De  generatione  animalium«  III.  ent- 
nommen ist,  hervorgeht:  »Man  mufs  der  Beobachtung 
mehr  Glauben  schenken  als  der  Theorie,  und  dieser 
nur,  wenn  sie  zu  den  gleichen  Resultaten  führt  wie 
die  Erscheinung.!  Wenn  Aristoteles  aus  der  Betrachtung 
des  freien  Falles  den  bis  zu  Galileis  Zeiten  für  allgemein  gültig 
gehaltenen  Schlufs  zog,  dafs  von  zwei  Körpern  gleichen  Volumens 
derjenige  schwerer  ist,  welcher  rascher  herabfällt,  so  tat  er  dies 
durchaus  im  Einklang  mit  dem  oben  stehenden  Grundsatz,  sowie 
unter  Verzicht  auf  die  ihm  wahrscheinlich  auch  noch  nicht  ge- 
läufige Analyse  der,  wie  wir  jetzt  wissen,  zusammengesetzten 
Erscheinung.  Charakteristisch  ist  femer  für  diese  älteste  Periode 
der  Naturbetrachtung  der  fast  vollständige  Mangel  wirklicher 
Messungen,   auf  Grund  deren   man  erst  zur  Erkenntnis   gesetz- 
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mälsiger  Beziehungen  gelangen  konnte.  Hierzu  bedurfte  es 
allerdings  einer  geometrischen  Schulung,  wie  sie  trotz  einiger 
älterer  Entdeckungen  (z.  B.  des  Satzes  von  Pythagoras)  damals 
noch  nicht  bestand.  Nachdem  diesem  Mangel  durch  die  grund- 
legenden »Elemente«  Euklids  (ca.  300  v.  Chr.)  und  die  Unter- 
suchungen über  die  Kegelschnitte  von  Apollo nius  (im  3.  Jahr- 
hundert V.  Chr.)  abgeholfen  war,  konnte  Archimedes  (287  bis 
212  V.  Chr.),  wohl  der  scharfsinnigste  Forscher  des  klassischen 
Altertums,  an  die  wissenschaftliche  Begründung  der  Mechanik 
herantreten.  Wir  verdanken  ihm  die  Entdeckung  des  Hebel- 
gesetzes und  im  Zusammenhange  damit  die  statische  Theorie  des 
Schwerpunktes  ebener  Gebilde  neben  der  Begründung  der  Hydro- 
statik, auf  die  wir  hier  ebensowenig  einzugehen  haben,  wie  auf 
seine  hervorragenden,  rein  mathematischen  Lösungen.  In  Bezug 
auf  die  Mechanik  starrer  Körper  ist  das  Altertum  überhaupt 
kaum  über  die  Arbeiten  des  Archimedes  hinausgekommen;  der 
auf  anderen  Gebieten  äufserst  fruchtbare  Heron  (um  120  v.  Chr.) 
begnügte  sich  im  wesentlichen  mit  einer  Ausdehnung  des  Hebel- 
gesetzes auf  Zahnradübersetzungen  und  die  sogenannten  einfachen 
Maschinen,  d.  i.  Hebel,  Keil,  Schraube,  Rad  und  Welle,  Flaschen- 
zug, während  der  schon  viel  spätere  Mathematiker  Pappos 
(um  390  n.  Chr.)  die  Schwerpunktstheorie  auf  Körper  ausdehnte 
und  die  vom  Jesuiten  Guldin  neuentdeckte  und  nach  ihm 
benannte  Berechnungsmethode  von  Rotationsflächen  lehrte. 
D3niamische  Probleme  sind,  wie  man  aus  dieser  kurzen  Übersicht 
erkennt,  im  Altertum  überhaupt  nicht  in  AngrifE  genommen 
worden.  Dagegen  erhielt  die  Kinematik,  soweit  sie  sich  auf  die 
Beschreibung  von  Bewegungen  erstreckte,  eine  intensive,  wenn 
auch  ganz  einseitige  Förderung  durch  das  Studium  der  schein- 
baren Bahnen  der  Himmelskörper,  vor  allem  derjenigen  der  Sonne 
und  des  Mondes.  Dem  Astronomen  Hipparchos  (im  2.  Jahr- 
hundert V.  Chr.)  gelang  es,  diesen  Erscheinungen  durch  die  Theorie 
der  Epicykeln  in  so  hohem  Mafse  gerecht  zu  werden,  daTs  seine 
auf  dieser  Grundlage  berechneten  Sonnen-  und  Mondtafeln,  z.  B. 
für  die  Voraussage  von  Finsternissen,  lange  Zeit  hindurch  brauch- 
bar blieben.  Die  uns  durch  Ptolemäos  (im  2.  Jahrhundert  n.  Chr.) 
in  seiner  »Megale  Syntaxis«  (Almagest)  betitelten  Astronomie 
überlieferte  Epicykelntheorie  des  Hipparchos  läuft  im  Wesent- 
lichen auf  die  Entwicklung  der  Koordinaten  eines  Punktes,  im 


572     Kap-  Vn.   Abrifs  d.  gesch.  Entwickig.  d.  Mechanik  starrer  Systeme. 

gegebenen  Falle  eines  Himmelskörpers,  in  eine  Reihe  periodischer 
Glieder  hinaus,  so  dafs  wir  für  eine  ebene  Bewegung 

X  =  Oq  -\-  ai  cos  ait  -{-  02  cos  02 ^  +  .  .  . 
y  =  6q  -|-  Ol  sin  tti  ^  -)-  02  sin  02  ^  +  .  .  . 

schreiben  dürfen,  worin  jedes  einzelne  Glied  als  Projektion  eines 
der  Kreisradien  %  02  u.  s.  w.  auf  eine  der  beiden  Achsen  an- 
gesehen werden  kann.  Diese  Darstellungsmethode  erscheint  ohne 
exakte  Begründung  recht  verwickelt  und  ist  in  der  Tat  später 
oftmals  als  falsch  oder  absurd  bezeichnet  worden.  Demgegen- 
über sei  hier  besonders  hervorgehoben,  dals  man,  wie  Möbius 
in  seinen  »Elementen  der  Mechanik  des  Himmels«  (1843)  gezeigt 
hat,  jede  beliebige  Bewegung  mit  derartigen  Reihen  darzustellen 
imstande  ist,  und  darum  auch  die  ganze  moderne  Störungstheorie 
darauf  aufbauen  konnte.  Hipparchos  kann  defshalb  wohl 
als  deren  Begründer  und  gleichzeitig  als  derjenige  der  Theorie 
periodischer  Reihen  angesehen  werden.  Allerdings  findet  sich 
in  den  Schriften  der  Alten  über  die  dynamische  Bedeutung  der 
einzelnen  Terme  solcher  Reihen  bezw.  über  die  Herkunft  der- 
selben schon  darum  keine  Spur,  weil  man  weder  die  gegenseitige 
Einwirkung  der  Himmelskörper  aufeinander  kannte,  noch  auch 
unseren  allgemeinen  Kraftbegriff  besals.  Dies  hinderte  indessen 
nicht  die  praktische  Bewältigung  mannigfacher  technischer 
Probleme  und  zwar  mit  Maschinen  (meistens  Hebezeugen,  RoUen 
u.  a.),  deren  Einzelteile  aus  Holz  geformt  und  zweifellos  nur 
empirisch  bemessen  waren.  Näheres  hierüber  hat  uns  der  römische 
Baumeister  Vitruvius  (um  15  v.  Chr.)  in  seinem  Werke  »De 
architectura«  berichtet  i) 

Der   Niedergang   des   römischen  Reiches,    die    Staatengrün- 
dungen der  Germanen,  Araber  und  Osmanen,  sowie  die  absolute 


^)  Siehe  u.  a.  die  äufserst  lehrreiche  Sammlung  von  Abhandlangen 
»Beiträge  zur  Geschichte  des  Maschinenbaues«  von  Beck,  Berlin  1899, 
welche  wir  in  diesem  Abschnitt  öfters  zu  Rate  gezogen  haben.  Im 
übrigen  sei  auf  Rühlmanns  »Geschichte  der  technischen  Mechanik«, 
Leipzig  1885  und  das  geistvolle  Werk  von  E.  Dühring:  »Kritische 
Geschichte  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik,  Berlin  1873,  für 
eingehendere  Studien  verwiesen.  Schliefslich  sind  noch  die  historischen 
Einleitungen  über  die  Prinzipe  der  Statik  und  Dynamik  in  der  »M^- 
canique  analytique«  von  Lagrange  in  hohem  Mafse   beachtenswert. 
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HerrBchaft  religiöser  Gesichtspunkte  im  geistigen  Leben  während 
des  ganzen  Mittelalters  lielsen  nicht  nur  keine  Fortschritte  in 
den  Naturwissenschaften  aulkommen,  sondern  drängten  auch 
noch  das  überlieferte  Wissen  von  der  Berührung  mit  den  Men- 
schen in  den  Staub  der  Klosterbibliotheken  zurück.  In  dieser 
kläglichen  Periode  entwickelte  sich  unter  fälschlicher  Berufung 
auf  Aristoteles  jene  unfruchtbare  Scholastik,  welche  jede  geistige 
Regung  in  Fesseln  schlug  oder  grausam  erstickte.  Erst  nach 
der  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  (um  1450)  liels 
sich  der  menschliche  Geist  nicht  mehr  halten;  angeregt  durch 
das  Studium  der  auf  diese  Weise  breiteren  Schichten  zugänglich 
gewordenen  Schriften  des  Altertums  treten  bald  Forscher  auf, 
welche  auch  die  Mechanik  als  Grundlage  aller  Naturwissenschaft 
durch  neue  Untersuchungen  bereicherten.  Unter  ihnen  ragt 
Leonardo  da  Vinci  (1452 — 1519)  vor  allem  durch  seine  Viel- 
seitigkeit als  Meister  aller  Künste  und  praktisch  erfolgreicher 
Ingenieur  hervor.  Er  beschäftigte  sich  u.  a.  zuerst  mit  der  Be- 
wegung auf  der  schiefen  Ebene  und  auf  dem  vertikalen  Kreis- 
bogen, wodurch  er  der  Entdeckung  des  Pendelgesetzes  sehr  nahe 
kam.  Weiter  verdanken  wir  ihm  die  Erkenntnis  des  Wesens 
der  gleitenden  Reibung,  vor  allem  ihrer  Unabhängigkeit  von  der 
Gröüäe  der  Berührungsfläche  der  reibenden  Körper.  Auch  er- 
kannte er  klar  die  grolse  Bedeutung  der  Mathematik  für  die 
Mechanik,  welche  er  geradezu  als  das  »Paradies  der  mathemati- 
schen Wissenschaftenc  bezeichnet.  Leonardo  scheint  auch  die 
Eigendrehung  der  Erde  und  damit  die  Relativbewegung  der 
Körper  auf  ihrer  Oberfläche  im  Gegensatze  zur  absoluten  Be- 
wegung derselben  erkannt  zu  haben,  ebenso  wie  er  die  Be- 
wegungen in  einfache  und  zusammengesetzte  unterschied.  Die 
erstgenannte  Tatsache  brachte  allerdings  erst  Nikolaus  Co ppe r- 
nicus  (1473 — 1543)  in  Verbindung  mit  seiner  Lehre  von  der 
Bewegung  aller  Planeten  einschhelslich  der  Erde  um  die  Sonne 
(»De  revolutionibus  orbium  coelestium«  1543),  wohl  unter  dem 
Eindrucke  der  Entdeckung  Amerikas  durch  Colon  (Columbus) 
1492,  zur  allgemeinen  Geltung.  Wenn  auch  hierdurch  die 
Mechanik  keine  unmittelbare  Förderung  erfuhr,  so  war  doch  die 
Wirkung  des  Werkes  von  Coppemicus  eine  ungeheure  im  Sinne 
der  Befreiung  von  unhaltbaren  Anschauungen.  Nur  auf  dieser 
Basis   konnte   Johann  Keppler   (1571  — 1630)  mit   Hilfe    der 
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langjährigen  Beobachtungen  Tycho  Brahes  (1546 — 1601),  der 
übrigens  selbst  das  Goppernicanische  System  niemals  anerkannt 
hatte,  seine  drei  berühmten  Gesetze  der  Planetenbewegung  in 
den  Schriften  »Astronönüa  nova«  1609  und  »Harmonices  mundi« 
1619  aufstellen,  wodurch  er  zugleich  der  Himmelsmechanik  die 
kinematische  Grundlage  schuf.  Ihm  selbst  lagen  trotz  seines 
auch  anderweitig  hervortretenden  mathematischen  Scharfsinnes 
mechanische  Überlegungen  fem,  er  begnügte  sich  vielmehr  mit 
einer  möglichst  genauen  Beschreibung  der  Naturvorgänge,  für 
welche  dann  auch  seine  Gesetze  geradezu  als  mustergültig  anzu- 
sehen sind. 

Inzwischen  hatte  man  aber  auch  anderwärts,  besonders  in 
Italien,  welches  damals  in  der  Blütezeit  der  Renaissance  stand, 
nicht  geruht.  Der  Mathematiker  Benedetti  (1530 — 1590)  stellte 
fest,  daXs  im  luftleerem  Räume  die  Fallgeschwindigkeit  für  alle 
Körper  denselben  Wert  hatte  und  erkannte,  dafs  ein  krummlinig 
bewegter  Körper  nach  Aufhören  des  Bahnzwanges  in  der  Tan- 
gente weiter  fliegen  müsse.    Damit  war  er  dem  Trägheitsgesetze 

schon  sehr  nahe  gekommen  und  hatte 
gleichzeitig  zuerst  dynamische  Fragen  mit 
unverkennbarem  Erfolge  angeschnitten. 
In  der  Statik  begründete  der  Holländer 
S.  Stevin  (1548—1620)  auf  höchst  origi- 
nelle Weise  die  Theorie  des  Gleich- 
gewichtes auf  der  schiefen  Ebene,  indem 
er  aus  der  Sjrmmetrie  des  freihängenden 
Teiles  ABB  einer  darüber  gelegten  Kette 
auf  das  Gleichgewicht  der  beiden  anderen 
Stücke  AC  und  BC  unter  sich  schlols 
(Fig.  251).  Es  war  dies  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  ein 
empirischer  Beweis  des  Satzes  vom  Kräfteparallelogramm,  was 
Stevin  in  der  Tat  auch  klar  ausgesprochen  hat.  DaJs  in  dieser 
Periode  die  Mathematik  durch  Ausbildung  der  Lehre  von  den 
algebraischen  Gleichungen  und  der  Logarithmen  wesentliche  Fort- 
schritte machte  und  so  als  Werkzeug  für  das  Studium  der  Natur- 
vorgänge immer  geeigneter  wurde,  sei  nur  nebenbei  erwähnt. 

Dadurch,  dafs  die  oben  genannten  Gelehrten  ihre  Kräfte 
wesentlich  an  einzelnen  Problemen  maJfeen,  erkannten  sie  nicht 
den  Zusammenhang  der  Erscheinungen.     Allerdings  gehörte  dazu 


§  60.    Die  Mechanik  vor  dem  Auftreten  Newtons.  575 

bei  der  nur  schwach  entwickelten  Empirie  und  der  Ungenauig- 
keit  der  MaTsinstrumente,  vor  allem  der  Uhren,  ein  Genie,  wie. 
es  in  Galileo  Galilei  (1564 — 1642)  gerade  zur  rechten  Zeit 
erstand.  Schon  als  junger  Mann  studierte  er  eifrig  die  einfacheren 
Bewegungserscheinungen,  trat  scharf  der  scholastischen  After- 
weisheit entgegen  und  bekannte  sich  zu  dem  Coppernicanischen 
Weltsystem,  dessen  Abbild  im  Kleinen  er  in  den  Jupitertrabanten 
mit  Hilfe  des  selbst  konstruierten  Femrohrs  den  staunenden  Zeit- 
genossen zeigte.  Seine  Studien  über  die  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  gab  er  erst  gegen  Ende  seines  Lebens  in  Form  von 
italienisch,  also  nicht  in  der  lateinischen  Gelehrtensprache  ge- 
schriebenen Dialogen  heraus,  welche  auch  heute  noch  als  Muster 
klarer  Beobachtungsgabe  und  scharfer  Schlulsfolgerung  jedem 
hierfür  empfänglichen  Leser  den  grölsten  Genufs  bereiten.  Von 
diesen  Dialogen  ist  der  1638  unter  dem  Titel  »Discorsi  e  dimon- 
strazioni  matematiche  intorno  a  due  nuove  scienze  attenenti  alla 
meccanica  ed  ai  movimenti  locaH«  für  die  Entwickelung  der 
Mechanik  der  bei  weitem  Wichtigste.^)  Zur  Ableitung  der  Fall- 
gesetze bediente  sich  Galilei  des  graphischen  Verfahrens  und 
prüfte  alle  Ergebnisse  sofort  durch  Versuche,  in  deren  Anordnung 
er  eine  wunderbare  Virtuosität  entwickelte.  So  erkannte  er,  dafs 
die  Erdbeschleunigung  auch  die  Ursache  der  Pendelbewegung 
war,  stellte  das  konstante  Verhältnis  zwischen  den  Fendellängen 
und  dem  Quadrate  der  Schwingungsdauer  fest  und  gab  endlich 
die  Parabel  als  Flugbahn  im  luftleeren  Räume  an.  Hierbei 
machte  er  zum  ersten  Male  mit  voller  Klarheit  vom  Trägheits- 
gesetze Gebrauch  und  bezeichnete  die  Bewegung  als  Wirkung 
einer  Kraft,  womit  die  Grundlagen  der  Dynamik  festgelegt  waren. 
Merkwürdig  ist  jedenfalls,  dafs,  obwohl  Galilei  von  dem  Prinzip 
der  virtuellen  Verschiebungen,  z.  B.  für  das  Gleichgewicht  an 
Flaschenzügen  Gebrauch  macht,  allerdings  ohne  sich  der  Trag- 
weite desselben  bewufst  zu  werden,  er  den  Satz  vom  Kräfte- 
parallelogramm nicht  gekannt  hat.  Die  Untersuchung  des  Stofses 
fester  Körper  führten  ihn  schliefslich  noch  zur  Aufstellung  des 
uns  heute  als  Bewegungsgrölse  geläufigen  Produktes  aus  Masse 
und  Geschwindigkeit. 


*)  In  deutscher  "Übersetzung  als  Bd.  11,  24  u.  26  der  Ostwaldschen 
Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  1890  und  1891  neu  erschienen. 
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Trotzdem  der  Ruhm  der  Entdeckungen  Galileis  sich  rasch 
,  über  Europa  verbreitete,  so  dafs  sogar  eine  Schrift  von  ihm  zuerst 
in  französischer  Übersetzung  (1634)  erschien,  fand  er  in  seinen 
wissenschaftlichen  Bestrebungen  keine  unmittelbaren  Nachfolger. 
Vielleicht  haben  die  Verfolgungen,  welche  er  durch  die  damals 
allmächtige  Inquisition  zu  erdulden  hatte,  auf  seine  Zeitgenossen 
abschreckend  gewirkt.  Jedenfalls  tritt  von  jetzt  ab  der  teilweise 
protestantische  Norden  Europas  auf  naturwissenschaftlichem  Ge- 
biete in  den  Vordergrund,  während  die  rein  romanischen  Völker 
immer  mehr  der  geistigen  Verkümmerung  anheimfallen.  Der 
durch  klare  philosophische  Denkweise  bekannte  Franzose  Des- 
cartes  (1596 — 1650)  öffnete  wohl  durch  seine  Begründung  der 
analytischen  Geometrie  der  zukünftigen  Entwickelung  neue 
Bahnen,  arbeitete  aber  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  selbst 
ohne  nennenswerten  Erfolg,  da  er  statt  der  bewährten  empirischen 
Methode  Galileis  zu  folgen,  metaphysisch  operierte.  Fermat 
(1608 — 1665),  dem  wir  die  ersten  Ansätze  der  Differentialrechnung 
und  eine  wohl  ausgebildete  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
verdanken,  begnügte  sich  mit  einem  aus  dem  optischen  Brechungs- 
gesetz gezogenen  AnalogieschluXse,  welcher  in  letzter  Linie  auf 
das  spätere  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  hinausläuft.  Einige 
dynamische  Probleme  nahm  Rober val  (1602 — 1675),  am  meisten 
durch  seine  als  mechanisches  Paradoxon  angesehene  Wage  be- 
kannt, mit  Verständnis  in  Angriff,  z.  B.  die  Lehre  vom  Mittel- 
punkte des  Stolses,  während  der  Philosoph  Pascal  (1623 — 1662) 
den  Begriff  der  mechanischen  Arbeit  beim  Heben  eines  Gewichtes 
wohl  zuerst  erfafste. 

Weit  in  den  Schatten  gestellt  wurden  aber  alle  diese  Leistungen 
durch  den  Holländer  Christian  Huygens  (1629 — 1695),  der 
auf  allen  Gebieten  der  Physik  mit  ungemeinem  Scharfsinn  bahn- 
brechend wirkte.  Sein  für  die  Mechanik  wichtigstes  Werk  ist 
das  1673  erschienene  »Horologium  oscillatorium«,  in  dem  er 
zunächst  die  Pendeluhren  untersuchte  und  wesentliche  Verbes- 
serungen derselben,  z.  B.  die  Hemmung,  vorschlug.  Weiterhin 
lehrte  er  den  Tautochronismus  beim  Fall  in  der  Cycloide,  die 
er  auch  im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Evoluten 
geometrisch  studierte,  leitete  die  reduzierte  Länge  öines  materi- 
ellen Pendels  ab  und  entwickelte  die  Formel  für  die  Dauer 
unendlich  kleiner  Schwingungen.     Damit  ergänzte  er  zugleich  die 
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Sätze  Galileis,  der  das  Verhältnis  des  Quadrates  der  Schwin^ngs- 
zeiten  zu  der  Pendellänge  als  konstant  und  zwar  ohne  Rücksicht 
auf  den  Ausschlag  betrachtet  hatte.  In  einem  der  Zentrifugal- 
kraft gewidmeten  Abschnitte  desselben  Werkes  gab  Huygens 
schlielslich  die  Theorie  des  Zentrifugalpendels.  Von  grofser  Be- 
deutung, wenn  auch  damals  nicht  hinreichend  gewürdigt,  war 
die  Aufstellung  der  Undulationstheorie  des  Lichtes  im  »Tractatus 
de  lumine«  1690,  die  erste  systematische  Theorie  der  Schwingungs- 
bewegung. 

Zu  gleicher  Zeit  begann  man  in  England,  sich  intensiv  mit 
Mechanik  zu  beschäftigen  und  zwar,  getreu  den  Überlieferungen 
Bacons,  vorerst  auf  empirischer  Grundlage.  Die  Gesetze  des 
Stofses  unelastischer  Körper  entdeckte  1668  der  Mathematiker 
Wallis  (1616 — 1702),  während  gleichzeitig  der  Architekt  Wren 
(1632—1723)  und  kurz  darauf  auch  Huygens  unabhängig  von- 
einander die  Sätze  über  den  Stofs  elastischer  Körper  der  Royal 
Society  vorlegten. 

§  61.    Ton  Newton  bis  auf  Lagrange« 

Newton  und  Hooke.  Varignon,  Leibniz  und  die  Gebrüder  Bernoulli. 
Taylor,  Euler,  Daniel  Bernoulli  und  D'Alembert.  Lagrange 
und  seine  Formulierung  des  D'Alembertschen  Prinzips.  Die  Bewegungs- 
gleichungen von  Lagrange  für  verschiedene  Freiheitsgrade.  Die  Methode 
der  Variationsrechnung.     Laplace  und  Legend re.     Coulomb. 

Überblicken  wir  den  Entwickelungsgang  der  Mechanik  von 
Galilei  bis  auf  Huygens,  so  springt  nicht  allein  die  rapide  Ver- 
mehrung der  positiven  Kenntnisse  in  diesem  halben  Jahrhundert 
in  die  Augen,  sondern  auch  die  wesentlich  gesteigerte  Schärfe 
in  der  Beobachtung  und  wissenschaftlichen  Analyse  der  Natur- 
vorgänge. Das  Interesse  an  denselben,  bei  Beginn  des  geistigen 
Aufschwunges  in  der  Renaissancezeit  noch  auf  wenige  hervor- 
ragende Geister  beschränkt,  hatte  weite  Kreise  ergriffen,  welche 
von  einer  systematischen  Gestaltung  der  Mechanik  vor  allem 
eine  reiche  philosophische  Ausbeute  erhofften.  Die  durch  Cop- 
pernicus  und  Keppler  klar  gestellte  Bewegung  der  Himmelskörper 
forderte  gebieterisch  die  Zurückführung  auf  ein  gemeinsames 
Grundprinzip,  welches  der  phantasiereiche  Descartes  (1644)  in 
seinen  Wirbelströmen  um  die  Sonne  gefunden  zu  haben  glaubte. 
So  gern  diese  Hypothese  auch  vom  wissenschaftlichen  Publikum 
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aufgegriffen  wurde,  so  konnten  sich  doch  nüchterne  Forscher 
nicht  verhehlen,  dafs  damit  der  Boden  der  Erfahrung  verlassen 
war.  Für  uns,  die  wir  das  Wesen  der  Zentralbewegung  voll- 
kommen übersehen,  ist  die  Descartes'sche  Hypothese  besonders 
darum  merkwürdig,  weil  sie  Erscheinungen,  bei  denen  ausge- 
sprochenermaXsen  keine  Drehbeschleunigungen  auftreten  können, 
auf  solche  zurückführen  wollte.  Zu  dieser  Einsicht  konnte  man 
allerdings  erst  nach  Einfügung  der  Kepplerschen  Gesetze  in  ein 
System  der  Mechanik  gelangen,  welches  zunächst  die  irdischen 
Erfahrungen  in  logischem  Zusammenhange  enthielt.  Diese  uns 
ganz  selbstverständlich  erscheinende  Forderung  lag  damals  durch- 
aus nicht  auf  der  Hand,  so  dafs  Isaak  Newton  (1643 — 1727), 
dem  die  Durchführung  des  hier  angedeuteten  Problems  in  voU- 
lendeter  Weise  gelang,  erst  dann  an  die  weitere  Ausarbeitung 
seiner  Untersuchungen  über  die  allgemeine  Schwere  schritt,  als 
er  die  Identität  der  Beschleunigung  des  Mondes  in  seiner  Bahn 
mit  der  Erdbeschleunigung  zahlenmäfsig  nachweisen  konnte. 

Von  diesem  Augenbücke  datiert  denn  auch  die  systematische 
Entwickelung  der  Mechanik  zur  exakten  Wissenschaft  auf  er- 
fahrungsmäfsiger  Grundlage.  Mit  seinem  Ausspruche  »Hypo- 
theses  non  fingo«  verwies  Newton  reine  Spekulationen  und 
willkürliche  Annahmen  aus  dem  von  ihm  in  grolsen  Zügen  ent- 
worfenen Gebäude,  welches  nur  der  streng  mathematische  Schlufs- 
folgerung  für  die  Verknüpfung  von  Naturerscheinungen  Platz 
gewährte.  Die  Form,  deren  sich  Newton  in  seinem  grolsartigen 
Werke  »Philosophiae  naturalis  principia  mathematica«  (1687)  be- 
diente, ist  dagegen  von  der  uns  gewohnten  Behandlungsweise 
noch  durchaus  verschieden.  Allerdings  stellte  er  an  die  Spitze 
seines  Lehrganges  die  bis  heute  als  Erfahrungssätze  gültig  ge- 
bliebenen Axiome  der  Trägheit  der  Massen,  der  Proportionalität 
der  Kraft  mit  der  Beschleunigung  sowie  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung, denen  er  die  Zusammensetzung  der  •  Bewegungen  und 
der  Kräfte  nach  der  ParaUelogrammregel  als  Zusätze  anghedert. 
Hieraus  entwickelt  er  die  ganze  Dynamik  nach  Euklidischer,  also 
rein  geometrischer  Methode,  in  der  man  die  zur  Bewältigung 
krummliniger  Bewegungen  nicht  zu  entbehrenden  Infinitesimal- 
betrachtungen, welche  Newton  zweifellos  seit  etwa  1666  geläufig 
waren,  kaum  noch  herauszuchälen  vermag.  Die  Theorie  der 
Bewegung   der  Himmelskörper    auf   Grund    der  allge- 
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meinen  Schwere,  auf  deren  Erklärung  er  sich  nach  dem 
obigen  Ausspruche  nicht  einliefs,  betrachtete  er  lediglich  als 
Anwendung  der  allgemeinen  Dynamik,  worauf  übrigens  schon 
Hoo'ke  (1635 — 1703)  in  einer  bemerkenswerten  Schrift  »An 
attempt  to  prove  the  motion  of  the  earth«  1674  hingewiesen 
hatte,  ohne  doch  das  quadratische  Anziehungsgesetz  auszu- 
sprechen. Weiterhin  untersuchte  Newton  zuerst  systematisch 
die  Lehre  von  der  Bewegung  in  widerstehenden  Mitteln,  sowie 
diejenige  des  Stolses  und  leitete  die  Darstellung  dieser  Gebiete 
durch  eigene  sorgfältige  Versuche  ein,  in  denen  er  sich  ebenso  als 
gewifeenhafter  Beobachter  wie  als  scharfsinniger  Theoretiker  zeigte. 
Newton  unterschied  übrigens  die  »rationelle«,  d.  h.  rein  theoretisch 
aufzubauende  Mechanik  von  der  »praktischen«,  worunter  er  die 
ausführende  Technik  verstand.  Unsere  heutige  technische  Mechanik 
würde  von  ihm  zweifellos  der  »mechanica  rationalis«  zugerechnet 
werden. 

Mit  statischen  Problemen  beschäftigte  sich  Newton  nur 
nebenbei,  er  behandelte  sie,  seiner  ganzen  Geistesrichtung  ent- 
sprechend, als  Specialfälle  der  Dynamik,  welche  überhaupt  das 
Interesse  der  Zeitgenossen  ausschliefslich  in  Anspruch  nahm. 
Die  schönen  Arbeiten  des  Franzosen  Varignon  (1654 — 1722), 
dem  wir  die  Darstellung  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  sowie 
die  Aufdeckung  ihres  Zusammenhanges  verdanken,  fanden  darum 
in  dieser  klassischen  Periode  nur  eine  geringe  Beachtung.  So 
kam  es,  daXs  die  graphische  Statik,  obwohl  von  Varignon  be- 
gründet, doch  erst  nach  zweihundert  Jahren  sich  weiter  zu  ent- 
wickeln vermochte.  Die  ganze  auf  Newton  folgende  Periode  war 
dem  Ausbau  der  Dynamik  gewidmet  und  zwar  vor  allem  der 
Lösung  zahlreicher  Spezialprobleme,  die  zum  groXsen  Teile  noch 
heute  feste  Bestandteile  der  Lehrbücher  bilden.  Wesentlich  unter- 
stützt wurde  diese  Arbeit  durch  die  von  Leibniz  (1646 — 1716) 
schon  1775  und  zwar  unabhängig  von  Newtons  sog.  Fluxions- 
rechnung  (die  sich  in  den  »Prinzipien«  hinter  dem  Namen  der 
»ersten  und  letzten  Verhältnisse«  d.  h.  Grenzbetrachtungen  ver- 
steckte) erfundene,  aber  erst  1684  und  1686  veröffentlichte  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung.  Leibniz  selbst  beschäftigte  sich 
nur  vorübergehend  mit  der  Mechanik,  die  er  durch  den  Begriff 
der  lebendigen  Kraft  (kinetische  Energie)  im  Gegensatze  zu 
»toten  Kräften«  (d.  h.  Kräften,  die  sich  das  Gleichgewicht  halten) 
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bereicherte.  Dagegen  erwarb  er  sich  grofse  Verdienste  dadurch, 
dafs  er  neue  Probleme  öffentlich  stellte  und  so  die  Fachgenossen, 
unter  denen  die  schweizer  Brüder  Jakob  Bernoulli  (1654  bis 
1744)  und  Johann  Bernoulli  (1667—1748)  besonders  durch 
ihre  Untersuchungen  aus  der  Integralrechnung  sowie  durch  die 
Aufstellung  und  Integration  von  Differentialgleichungen  hervor- 
ragten, zur  Lösung  erfolgreich  anregte.  Auf  diese  Weise  ent- 
standen die  eleganten  Sätze  über  die  Isochronen  (1690),  die  Ketten- 
linie (1691)  und  die  Brachistochrone  (1697).  Johann  Bernoulli  ver- 
danken wir  auch  die  erste  allgemein  richtige  Fassung  des  Prin- 
zips der  virtuellen  Verschiebungen  (oder  wie  man  da- 
mals sagte  »virtuellen  Geschwindigkeiten«,  womit  nur  der  differen- 
zielle  Charakter  der  VerschiiBbungen  angedeutet  werden  sollte), 
welches  er  in  einem  Briefe  an  Varignon  vom  Jahre  1717  auf- 
stellte. 

Es  ist  unverkennbar,  dafs  die  von  Leibniz  vorgeschlagene 
und  bis  heute  unverändert  beibehaltene  Formulierung  der  Infi- 
nitesimalrechnung auf  die  weitere  Entwickelung  überaus  günstig 
eingewirkt  hat.  Besonders  klar  geht  dies  aus  den  relativ  geringen 
Leistungen  der  Engländer  hervor,  welche  sich  anfänglich  durch- 
weg der  schwerfälligen  Fluxionsrechnung  des  grofsen  Newton 
bedienten,  ohne  doch  seine  Gewandtheit  in  deren  Handhabung  zu 
besitzen.  Nur  nach  einer  Richtung  haben  wir  einen  wichtigen 
Fortschritt  zu  konstatieren;  er  betrifft  die  Aufstellung  der  be- 
kannten Reihe  (1717)  durch  Taylor  (1685—1731),  der  auch  das 
Problem  der  schwingenden  Saiten  bezw.  des  gespannten 
Seiles  in  Angriff  nahm  und  aus  ihren  Dimensionen  sowie  der 
Spannung  die  Schwingungszahl  berechnete. 

Die  fortwährende  Vergröfserung  des  wissenschaftlichen  Ma- 
terials durch  Einzelunterauchungen,  welche  je  nach  der  Indivi- 
dualität der  Autoren  eine  andere  Behandlungsweise  erfuhren, 
weiterhin  die  Tatsache,  dafs  auf  dem  europäischen  Kontinente 
und  in  England-  die  Methode  der  Analysis  und  mit  ihr  die  der 
Problemlösung  erhebliche  Verschiedenheiten  aufwies,  erschwerten 
das  Studium  der  Mechanik  ungemein  und  weckten  das  Be- 
dürfnis nach  einer  zusammenfassenden  Darstellung  auf  ein- 
heitlicher analytischer  Grundlage.  An  diese  Arbeit  konnte 
sich  naturgemäfs  nur  ein  Mann  heranwagen,  der,  wie  Leonhard 
Euler  (1707 — 1783),    ein  Schüler  und  Landsmann  Johann  Ber- 
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nouUis  mit  vollständiger  Beherrschung  des  StofEes  eine  virtuose 
Gewandtheit  in  der  mathematischen  Analyse  vereinigte.  In  seiner 
»Mechanica  seu  motus  scientia«  (1736)  entwickelt  Euler,  nach- 
dem er  in  der  Vorrede  die  Notwendigkeit  seiner  Methode  durch 
ihre  allgemeine  Anwendbarkeit  unter  Wegfall  der  Kunstgriffe 
bei  der  S3mthetischen  Behandlung  begründet  hatte,  die  vollständige 
Theorie  der  freien  und  gezwungenen  Bewegung  des 
materiellen  Punktes.  Von  ihm  rührt  u.  a.  die  Zerlegung 
der  wirkenden  Kraft  bezw.  der  Beschleunigung  in  Tangential-  und 
Normalkomponenten  dar.  In  einem  später  erschienenen  Werke, 
der  »Theoria  motus  corporum  solidorum«  (1765)  dehnt  er  seine 
Untersuchung  auf  starre  Körper  aus,  deren  Bewegung  er  durch 
die  bekannten  6  Differentialgleichungen  der  Dynamik  beschrieb, 
welche  allerdings  eine  noch  weiter  gehende  Gültigkeit  besitzen. 
Besonders  elegant  und,  wie  wir  gesehen  haben  auch  äulserst 
nützlich,  ist  seine  Transformation  der  drei  Momenten- 
gleichungen auf  eine  Form,  in  der  die  Hauptträgheitsmomente 
des  Körpers  als  Parameter  auftreten.  DaJs  die  denselben  ent- 
sprechenden Hauptachsen  des  Körpei-s  gleichzeitig  freie  Achsen 
des  Körpers  darstellen  können,  hatte  vor  Euler  bereits  1755  der 
Göttinger  Professor  Segner  (1704—1777)  festgestellt.  Trotz 
seiner  rein  theoretischen  Geistesrichtung  brachte  Euler  doch 
praktischen  Problemen  das  vollste  Verständnis  entgegen.  So 
bildete  er,  nachdem  allerdings  schon  1717  Joh.  Bemoulli  die 
Gleichung  der  baUistischen  Kurve  bei  quadratischem  Widerstands- 
gesetz in  wenig  bequemer  Form  aufgestellt  hatte,  1753  praktische 
Methoden  für  die  stückweise  Berechnung  der  Flugbahn  aus, 
welche  bis  auf  den  heutigen  Tag  vorbildlich  geblieben  sind. 
Auch  die  Theorie  der  gleitenden  Reibung  wurde  von  Euler 
gefördert,  der  aus  ihr  zuerst  die  Formel  für  die  Spannungsände- 
rung von  Seilen  am  Rollenumfange  ableitete.  Weiterhin  ver- 
dankt man  ihm  die  ersten  systematischen  und  überhaus  inhalt- 
reichen Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung  (1755 
und  1768 — 1770).  Von  den  zahlreichen  anderen  von  ihm  in 
Angriff  genommenen  bezw.  zum  Abschlufs  gebrachten  Probleme 
aus  allen  Gebieten  der  Mathematik  und  Physik  erwähnen  wir 
hier  nur  noch  dasjenige  der  schwmgenden  Saiten,  welches  ihn 
in  eine  lebhafte  Diskussion  mit  Daniel  Bemoulli  (1700  bis 
1782),  dessen  Sohn  Johannes  und  mit  dem  Franzosen  D'Alem- 
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bert  (1717 — 1783)  verwickelten.  Es  handelt  sich  dabei  vorwiegend 
um  die  Frage,  ob  die  von  D.  Bemoulli  1753  gegebene  Lösung 
in  Form  einer  Reihe  periodischer  Glieder  dieselbe  Allgemeinheit 
besitzt,  wie  die  von  D'Alembert  und  Euler  schon  1747  aufge- 
stellte Formel 

y=fiiat-\-x)  +/2  {at  —  xy 

Der  Streit,  in  den  später  noch  Lagrange  eingrifE,  wurde  erst 
entschieden,  als  man  über  die  grolse  Allgemeinheit  periodischer 
Funktionen  hinreichende  Klarheit  besals.  Während  die  sonstigen 
Leistungen  Daniel  Bemoullis  sich  hauptsächlich  auf  das  auch 
von  Euler  mit  Erfolg  behandelte  Gebiet  der  Hydrodynamik  er- 
strecken, also  nicht  an  dieser  Stelle  zu  besprechen  sind,  müssen 
wir  uns  mit  den  beiden  anderen  französischen  Gelehrten  bei 
ihrer  grofsen  Bedeutung  für  die  weitere  Ausbildung  der  Mechanik 
eingehender  beschäftigen.  D'Alemberts  Hauptwerk,  der  »Trait6 
de  dynamique«,  erschien  1743,  also  nicht  lange  nach  Eulers 
klassischem  ersten  Lehrbuche.  In  demselben  bemerkt  der  Ver- 
fasser, dals  er  durch  Anwendung  eines  neuen  Grundsatzes  einer 
Reihe  von  Problemen  der  Mechanik,  welche  von  anderer  Seite 
entweder  falsch  angefaXst  oder  ganz  übergangen  wurden,  mit 
Leichtigkeit  zu  lösen  im  stände  sei.  Es  ist  das  nichts  anderes 
als  daXs  Prinzip  der  verlorenen,  d.  h.  unter  sich  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Kräfte,  an  einem  bewegten  Systeme,  ver- 
möge dessen  dynamische  Probleme  formell  auf  statische  zurück- 
geführt werden  können.  Für  den  starren  Körper  hatte  Euler 
dieses  Prinzip  —  ohne  es  indessen  als  solches  ausdrücklich  hin- 
zustellen —  schon  angewandt,  woraus  seine  6  Gleichungen  resul- 
tierten. D'Alembert  zeigte  nun,  dafs  man  damit  ganz  allgemein 
jede  Aufgabe  zu  formulieren  vermag  und  gab,  da  die  weitere 
Behandlung  rein  mathematischer  Natur  war,  so  der  Mechanik 
einen  gewissen  Abschlufs.  Mit  dem  von  Johann  Bernoulli  auf- 
gestellten Prinzipe  der  virtuellen  Verschiebungen  verfügte  nun- 
mehr die  Mechanik  über  zwei  sowohl  von  der  Art  der  Kräfte^ 
wie  auch  von  der  Anordnung  des  ihren  Wirkungen  unter- 
worfenen materiellen  Systems  unabhängige,  also  ganz  allgemein 
gültige  Sätze.  Der  schon  oben  genannte  italienische  Mathema- 
tiker Lag  ränge  (1736 — 1813),  einer  der  gröfsten  Analytiker  aller 
Zeiten,  erkannte  nun,  dafs  sich  beide  in  eine  einzige  Formel  zu- 
sammenfassen liefsen,  wobei  er  noch  den  BegrifE  der  virtuellea 
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Verschiebungen  selbst  schärfer  fafste  bezw.  ausdehnte.  Bezeich- 
net man  nämlich,  unter  X,  Y,  Z  die  Komponenten  einer  äuJberen 
Kraft  verstanden,  welche  in  einem  Punkte  x,  t/,  z  angreift,  die 
virtuellen  Verschiebungen  dieses  Punktes  mit  dx,  Sy,  dz  (im 
Gegensatze  zu  den  tatsächlich  eintretenden  da?,  cly,  dz),  so  besteht, 
wie  wir  oben  (§  51)  gesehen  haben,  Gleichgewicht,  wenn 

2  {Xdx-^Ydy-{-Zdz)=^0 (1) 

ist.  Anderseits  hatte  D'Alembert  gezeigt,  dals  bei  einem  be- 
wegten System  irgendwie  zusammenhängender  materieller  Punkte 
wegen  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  die  Dif- 
ferenzen der  treibenden  (oder  auch  eingeprägten)  und  der  Trägheits- 
kräfte (Massendrücke)  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Bedeutet 
also  m  eine  im  Punkte  x,  y,  z  des  Systems  konzentrierte  Masse, 
so  haben  für  dieselbe  diese  Differenzen  oder  auch  die  Kompo- 
nenten der  verlorenen  Kraft  die  Form 

„  d'^x  „  d'^y  ^  d'^z 

^-"^di^^        ^-'^dT^'        ^-^^* 

Ersetzen  wir  demnach  in  der  Formel  für  das  Prinzip  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  die  Kraftkomponeriten  X,  Y,  Z  am  ruhen- 
den System  durch  die  ebenfalls  im  Gleichgewicht  befindlichen, 
Komponenten  der  verlorenen  Kräfte  im  bewegten  System,  so 
lautet  dasselbe 

+  {z-m^^äz}=0    .    .    (2) 

Diese  Gleichung  wird  gewöhnlich  als  die  Lagrangesche  Form 
des  D'Alembertschen  Prinzipes  bezeichnet.  Sie  umfaTst 
in  der  Tat  alle  Bewegungserscheinungen  unter  dem  Einflulse  der 
äulseren  Kräfte  mit  den  Komponenten  Xy  Y,  Z  und  kann  leicht 
durch  Auflösung  der  virtuellen  Verschiebungen  in  blolse  Trans- 
lations-  und  davon  unabhängige  Drehungskomponenten  in  die 
bekannten  sechs  Differentialgleichungen  D'Alemberts  zerlegt  wer- 
den, zu  denen  wir  in  unseren  Darlegungen  (§  51)  auf  direktem 
Wege  gelangten.  Wenn  somit  durch  die  Lagrangesche  Fassung 
sachlich  nichts  Neues  geleistet  wird,  so  muls  man  ihr  doch  die 
gröfste  Einfachheit  und  höchste  mathematische  Eleganz  zugestehen. 
Die  Schrift,  in  welcher  Lagrange  die  obige  Formel  ableitete,  ist 
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seine  berühmte  im  Jahre  1788  in  erster  Auflage  erschienene 
»M^canique  analytique«,  in  welcher  er  sich  nach  der  Vorrede 
die  Aufgabe  stellte,  »die  Theorie  der  Mechanik  und  die 
Kunst,  die  darauf  bezüglichen  Probleme  zu  lösen, 
auf  allgemeine  Formeln  zurückzuführen,  deren  ein- 
fache Entwickelung  alle  für  die  Lösung  notwendigen 
Gleichungen  ergibt.«  Der  rein  analytische  Charakter  dieses 
Fundamentalwerkes  wird  durch  nichts  besser  gekennzeichnet, 
als  durch  die  weiteren  Worte  aus  der  Vorrede:  »Man  wird  in 
diesem  Werke  keine  geometrischen  Figuren  finden.c 
Wenn  auch  Lagrange  dieses  Verfahren  später  in  seiner  »Theorie 
der  Funktionen«  durch  die  Bemerkung  zu  rechtfertigen  suchte, 
dafs  er  die  Mechanik  als  eine  analytische  Geometrie  von 
vier  Dimensionen,  nämlich  der  drei  Raumkoordinaten  und 
der  Zeit  betrachtet,  so  wird  man  doch  nicht  leugnen  können, 
dafs  der  Mangel  jeglicher  Anschauung,  wie  sie  die  bildliche  Dar- 
stellung nun  einmal  gewährt,  für  das  Verständnis  des  Gegen- 
standes nicht  förderlich  ist. 

Lagrange  stellte  übrigens  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen in  der  ersten  Auflage  seiner  Mechanik  als  Erfahrungs- 
satz an  die  Spitze  des  ersten  der  Statik  gewidmeten  Teiles. 
Im  Jahre  1796  gab  er  dagegen  in  der  Abhandlung  »Sur  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles«  einen  auf  dem  Gleichgewichte  eines 
Systems  von  Flaschenzügen  aufgebauten  Beweis,  den  er  dann 
auch  in  die  zweite,  teilweise  erst  nach  seinem  Tode  erschienene 
Auflage  seines  Hauptwerkes  aufnahm.  Technische  Anwendungen 
der  Mechanik  hatte  Lagrange  trotz  dieses  sich  an  die  Praxis 
anlehnenden  Beweises  wohl  kaum  im  Auge;  die  inneren  Kräfte 
eines  Systems,  welche  für  die  Inanspruchnahme  der  Einzelteile 
ausschlaggebend  sind,  interessierten  ihn  darum  so  wenig,  dafs  er 
sie  möglichst  aus  seinen  Bewegungsgleichungen  zu  eliminieren 
trachtete.  Aus  diesem  Grunde  haben  wir  auch  von  diesen 
Gleichungen  in  der  vorliegenden  Schrift  keinen  Gebrauch  ge- 
macht, sondern  uns  mit  den  Formeln  des  D'Alembertschen  Prin- 
zips begnügt,  mit  denen  unter  Einführung  der  inneren  Kräfte 
Jedes  einzelne  Glied  eines  materiellen  Systems  als  frei  beweglich 
angesehen  werden  konnte.  Besonders  wertvoll  erweist  sich  dieser 
Ansatz  dann,  wenn  Reibungswiderstände  in  Frage  kommen,  deren 
Gröfse   den   inneren  Kräften  des  Systems,   im  speziellen  Falle 


§  61.     Von  Newton  bis  auf  Lagrange.  585 

dem  Normaldrücke  zweier  Körper  gegeneinander  proportional 
sind.  Da  indessen  in  einigen  neueren,  auch  für  Techniker 
lesenswerten  Schriften  i)  von  den  Lagrangeschen  Gleichungen 
ein  umfafsender  Gebrauch  gemacht  wird,  so  dürfte  eine  kurze 
Entwickelung  derselben  an  dieser  Stelle  wohl  am  Platze  sein. 
Dabei  haben  wir  zwei  Systeme  von  Gleichungen  zu  unterscheiden, 
von  denen  das  erstere  dem  Gedankengange  in  dieser  Schrift  noch 
am  nächsten  steht  und  darin  zuerst  in  Anlehnung  an  die  »Ana- 
lytische Mechanikf  von  Rausenberger  (1888)  abgeleitet  wer- 
den soll.  Wir  setzen  mit  Lagrange  ein  System  von  n  materiellen 
Punkten  voraus,  auf  welche  ebenso  viele  Kräfte,  also  3n  Kom- 
ponenten X  YZ  wirken  mögen,  während  gleichzeitig  k  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Koordinaten  der  n  Punkte,  also 

h  ip^iViZi^  X2y222  .  .  .)  =  0  l      ....    (3) 

fk  (a?i  ^1 2^1 ,  a:2  ?/2  2^2  •  •  .)  =  0  ) 
bestehen.    Kommen  in  jeder  dieser  Gleichungen  nur  die  Koordi- 
naten eines  der  Massenpunkte  vor,  so  stellen  dieselben  offenbar 
Oberflächen  dar,  an  welcher  die  Bewegung  der  Punkte  geknüpft 
ist.     Hat  dagegen  z.  B.  eine  Bedingungsgleichung  die  Form 

(^1—  ^2)2  +  {yi  -  y^f  +  {zi  -  ^2)2  -  ^2  =  0, 

worin  l  =  const.,  so  besagt  sie,  dals  die  Massen  wii  und  m2  durch 
eine  starre  Gerade  verbunden  sind.  Wir  erkennen  somit,  dals 
durch  die  Formeln  (3)  der  allgemeinste  Fall  der  gezwungenen 
Bewegung  gegeben  ist.  Nunmehr  möge  das  System  eine  unend- 
hch  kleine  Verschiebung  vollziehen,  wodurch  sich  die  Koordi- 
naten der  Massenpunkte  um  dx^^  öy^,  dzi,  doc^y  ^y2y  ^^2  .  .  .  allgemein 
also  um  dx,  Öy,  dz  verändern.  Diese  Verschiebungen  genügen 
dann  ofEenbar  den  aus  (3)  hervorgehenden  Differentialgleichungen 

oxi       ^   '    0^1     ^^   '    02:1      ^    '   0x2  ' 


Ö/2    V  ,      Ö/2     V  I      ^/2    1  I      ^/2     t  I  r^ 

oxi       ^    '    byi     ^^    '    bzi      ^^bx2  ^ 

u.  s.  w. 


•  (3  a) 


*)  Ich  denke  hier  vor  allem  an  das  schöne  Referat  von  C.  Heun: 
»Die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik«,  Leipzig  1900. 
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Um  diese  Ausdrücke  nun  in  die  Bewegungsgleichung  (2) 
einzuführen,  brauchen  wir  sie  nur  der  Reihe  nach  mit  zu- 
nächst noch  unbestimmt  gelassenen  Koeffizienten,  den  sog. 
Lagrangeschen  Multiplikatoren,  zu  multiplizieren  und 
sämtlich  zu  (2)  zu  addieren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
neue  Gleichung 


^{Xi 


df^ 


hxi 


"bxi 
Ö/2 


ba?/. 


Sxi 


Syi 


()Zi 


=  0,  (2a) 


in  welcher  i  den  Index  eines  Massenpunktes  bedeutet,  so  dafs 
die  Summen  von  i  =  1  bis  i  =  w  zu  bilden  sind.  Die  noch  un- 
bestimmten k  Multiplikatoren  X  sind  nun  aus  der  Bedingung 
zu  berechnen,  dafs  ebensoviel,  also  wieder  k  der  in  (2a)  ent- 
haltenen Klammerausdrücke  verschwinden.  Die  übrigbleibenden 
3n — k  Ausdrücke  sind  dann  mit  Verschiebungen  dx,  dy^  öz  be- 
haftet, welche  an  keine  Bedingungen  gebunden  ganz  willkürlich 
angenommen  werden  können.  Dann  aber  verschwindet  die  linke 
Seite  von  (2  a)  für  alle  derartigen  Verschiebungen  nur,  wenn  die 
Koeffizienten  derselben  für  sich  verschwinden,  d.  h.,  wenn  im 
Verein  mit  den  Bestimmungsgleichungen  der  X  für  jeden  Massen- 
punkt iwj  des  Systems  die  drei  Gleichungen 


Xi 


w^i 


d'^y, 


hXi 


^/2 
^Xi 


d'^zt   ,    ,   ö/i    ,    ,   Ö/2 


0 


•  (4) 


bestehen.  Diese  Formeln  sind  offenbar  nichts  anderes  als  Ver- 
allgemeinerungen der  in  §  16  unter  (7a)  gegebenen  Gleichungen 
für  die  gezwungene  Bewegung.  Dividieren  wir  sie  mit  i»,-,  so 
stellt  Xi :  m  die  x- Komponente  der  wirklichen  Beschleunigung, 
dagegen  die  Summe 
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Mi  ^Xi    '    mi  bxi  "■"*'*'   mf  dxi 

die  entsprechende  Komponente  der  Zwangsbeschleunigung  von 
mi  dar.  Die  Summen  der  mit  den  Multiplikatoren  X  behafteten 
Glieder  in  (4)  sind  natürlich  mit  den  inneren  bezw.  verlorenen 
Kräften  D'Alemberts  identisch,  wie  schon  aus  dem  Vergleich 
mit  (2)  hervorgeht.  Die  praktische  Verwendung  der  Gleichungen 
(4)  ist  übrigens  äulserst  unbequem  wegen  des  langwierigen  Er- 
mittelungsverfahrens der  X;  die  Gleichungen  (4)  haben  darum 
ein  vorwiegend  theoretisches  Interesse,  weil  man  aus  ihnen  den 
Zusammenhang  der  Zwangsbeschleunigungen  mit  den  Bedingungs- 
gleichungen (3)  sofort  übersieht.  Prinzipiell  ist  die  von  uns  z.  B. 
bei  der  Behandlung  des  materiellen  Doppelpendels  (§  39)  befolgte 
Methode  der  Einführung  der  inneren  Kräfte  zwischen  je  zwei 
Systemgliedem  natürlich  identisch  mit  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen (4),  welche  somit  nichts  als  eine  andere  Form  des 
D'Alembertschen  Prinzips  darstellen. 

Eine  viel  umfassendere  Anwendung  hat  die  andere  Gruppe 
von  Bewegungsgleichungen  erfahren,  welche  Lagrange  ebenfalls 
zuerst  aufgestellt  und  zur  Lösung  von  Problemen,  z.  B.  der 
Kreiselbewegung  benutzt  hat.  Diese  neue  Form  knüpft  an  den 
Begriff  der  Freiheitsgrade  eines  Körpers  an,  welche  durch  die 
Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Koordinaten  in  einem 
materiellen  System  gegeben  sind.  So  besitzt  z.  B.  ein  um  eine 
feste  Achse  drehbares  starres  Gebilde  (Pendel)  nur  einen  Freiheits- 
grad, da  die  Lage  aller  seiner  Punkte  durch  den  Ausschlags- 
winkel z.  B.  der  Schwerachse  mit  einer  Geraden  durch  den  Pol 
bestimmt  ist.  Ein  in  der  Ebene  frei  beweglicher  materieller 
Punkt  besitzt  dagegen  zwei  Freiheitsgrade  entsprechend  den  beiden 
von  einander  unabhängigen  Koordinaten  x  und  ^  desselben, 
ebenso  auch  das  an  ein  anderes  Pendel  angehängte  zweite,  vor- 
ausgesetzt, dals  alle  Bewegungen  in  der  Ebene  stattfinden.  Ein 
nur  in  einem  Punkte  festgehaltener  starrer  Körper  verfügt 
weiterhin,  da  er  sich  um  drei  Momentanachsen  frei  zu  drehen 
vermag,  über  drei  und,  wenn  man  noch  den  Fixpunkt  mit 
seinen  drei  von  einander  unabhängigen  Koordinaten  freigibt, 
über  sechs  Freiheitsgrade  u.  s.  w.  Es  ist  nun  durchaus  nicht 
nötig,  dafs  die  unabhängigen  VeränderUchen,  welche  die  Freiheits- 
grade bestimmen,  mit  den  gewöhnlichen  Koordinaten  identisch 
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zu  sein  brauchen.  Es  können  vielmehr  auch  Abstände  von 
irgend  welchen  anderen  Ebenen  als  den  Koordinatenebenen  oder 
Winkel  u.  s.  w.  sein,  sodafs  wir  sie  allgemein  mit  q  bezeichnen 
wollen.  Sind  dann  k  solcher  unabhängiger  Variabelen  2i  ^2  •  •  •  2* 
vorhanden,  so  kann  man  sich  die  Koordinaten  eines  System 
Punktes  mit  ebensoviel  Preiheitsgraden  durch 

x  =  q){t  qiq2.  .  .qu)    \ 

y  =  '^{t  aiQ2-  "Qk)    > (5) 

^  =  X  iß  0.1^2"  -^k)     ] 

gegeben  denken.    Die  a:- Komponente  der  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  ergibt  sich  hieraus  durch  Differentiation  nach  t  zu 

dx bx        bx  dqi       bx  dq^  _.  hx  dqk 

'"''  '^  It  ^  bi  '^  bq^  'dt  '^  bq2~dJ  '^  '  '  '  ^  bqk  ~dt 

oder,  wenn  wir  abkürzungsweise  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange 
die  Geschwindigkeiten 

~dt   -  ^'*      "57  "  ^2    .  .      -^  -  (Z*      ...     (6) 


setzen, 


bx    .    bx     ^    .    bx     ^    .  ,    öa;     ,  _. 

^^  =  ö7  +  ö^^i+ä^«2'+..+^^g*'  •  .   .   (7) 


Da  in  den  Differentialquotienten 

bx       bx        bx  bx 


bt '     bqi  '     bq2   '  '  '  bqh 

jedenfalls  keine  der  Gröfsen  q^'  q^  *  .  .  qii  vorkommen  kann,  so 
ergibt  sich  aus  (7)  auch 

bvjc   bx       bvx   bx  bvx  bx 

ö«i'  ~"  ögT'     ög^  ~~  ^* '  '  '  bqi  ^   bqk       '     '     ^^ 

eine   Beziehung,   von  der  wir  weiter  unten  Gebrauch  machen 

werden.  Zunächst  also  denken  wir  uns  in  den  Ausdruck  für 
die  kinetische  Energie  J 

den  Wert  für  Vx  aus  (7)  und  die  ganz  analog  gebauten  für  Vy  und 
Vz  eingesetzt,  wodurch  J  als  Funktion  von  ^,  g'i  $2  •  •  •  Qk  und 
aulserdem  von  q^  q^  .  .  .  qil  erscheint.  Den  partiellen  Differential- 
quotienten von  J  nach  irgend  einer  dieser  letzteren  Gresch windig- 
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keiten,  die  wir  allgemein  q\   entsprechend   der  allgemeinen  Ko- 
ordinate q  bezeichnen  wollen,   können  wir  dann  auch  schreiben 

bj  ^         I        bVx  bVti  bVe\ 


bq' 

r  ^i  -" 

■ ''"  bq:  -^ 

-  ^'  bg', 

oder  wegen  (8) 

bj     ^ 

L  ö^  , 

„^y  _L 

bz\ 

41.                     1 

bq' 


i) 


Durch   eine  abermalige  Differentiation   dieses  Ausdruckes  nach 
der  Zeit  t  wird  daraus 

d   lbJ\  V       /      ^^a;      ,         ÖVy     ,         bvz 

df\b^j  =  -»^r-^  + ''>' bT -^ "' b^ 

^^"^[dtbq^dtbq^dtbqj ^^^■> 

Nun  ist  aber  andererseits 

^      /     bvx     ,        bvy     ,        bvz\        bJ  ,    , 

so  dafs  wir  mit 

dvx   d^x       dvy    d'^y       dvz  d^z 

~dt    "'  !¥*     IT  ~  1^'     ~di  ^  dp 

auch  statt  (9b)  schreiben  dürfen 

^  l^\  _  ^  _   V      /^  bx       d^by       ^bz\ 
dt\bq'l         bq    -  ^^[dßbq^  dt^bq'^  dt^bq]  '    ^^^^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  läfst  sich  nun  weiterhin 
mit  Hilfe  der  Lagrangeschen  Form  des  D'Alembertschen  Prinzips 
Gl.  (2)  umformen,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  aus  (5) 

•^^  =  öf '^^  +  dt  "^«i  +  •  •  •  +  öf/«*  •  •  (^^) 

und  analoge  Ausdrücke  für  Sy  und  dz  sich  ergeben.  Führen 
wir  diese  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir,  da  wegen  der  Willkürlichkeit 
der  unabhängigen  Variabelen  t,  qi  q2  .  ,  .  qk  die  Koeffizienten 
derselben  verschwinden  müssen,  aus  (2) 

\at^  oq        dv-  bq    '     dv-  bq]  \     o?  bq    ^         bq 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber,  wenn  die  äufseren 
Kräfte  eine  Kräftefunktion  ü  besitzen,  so  dals 


^X  = 


bU 


^Y  = 


bU 


:^z 


bü 


bx  '        ^  ^        by  ^        ^^        bz 
bU 

d   IbJ] 


wird,  nichts  anderes  als  -^,  womit  (II)  schlielslich  übergeht  in 

bJ       bU 


dt  \bq']        bq  ~  bq 


(12) 


Für  jede  der  unabhängigen  Variabelen  qiq2  -  •  .  qh  und  damit 
für  jeden  Freiheitsgrad  des  Systems  besteht  nun  eine  solche 
Gleichung,    welche    ersichtlich    keine    der    inneren    Kräfte    des 

Systems  enthält.  Wir  wollen  nun 
mehr  die  Anwendung  dieser  La- 
grangeschen Gleichungen  an  einem 
einfachen  Beispiele  zeigen  und 
wählen  hierfür  das  sog.  sphärische 
Pendel.  Ein  materieller  Punkt  von 
der  Masse  m  sei  an  einer  starren 
Geraden  von  der  Länge  l  um  den  Ko- 
ordinatenanfang 0  beliebig  drehbar 
Fig.  252.  (Fig.  252) ;   sein  geometrischer  Ort 

wird  demnach  eine  Kugelfläche  um  O 
mit  dem  Radius  l  sein.  In  einer  bestimmten  Stellung  legen  wir 
nunmehr  durch  das  Pendel  und  die  nach  unten  positive  Z- Achse 
eine  Ebene,  welche  mit  der  XZ-Ebene  den  Winkel  (p  bildet. 
Die  momentane  Aüslenkung  des  Pendels  aus  der  Vertikalen  sei 
r  =  <^  m  OZ.  Alsdann  können  wir  die  Koordinaten  x^  y,  z  durch 
Z,  T  und  y  ausdrücken  und  erhalten 

a;  =  /^  sin  T  cos  y 
y  =  1  sin  T  sin  q> 
z  =  l  cos  T, 

Das  sphärische  Pendel  besitzt  hiernach  zwei  Freiheitsgrade  ent- 
sprechend den  beiden  unabhängigen  Variabelen  t  und  qp,  welche 
an  Stelle  der  q  in  die  Gl.  (12)  eingehen.  Daraus  ergeben  sich 
die  Geschwindigkeitskomponenten  zu 
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dx       ,  I  dx         .         .        dw\ 

dy  1  .         eir  d[rf\ 

Vy  =  ^  =^  l  I  cos  r  sm  <jp  jT  +  ^^^  ^  ^^^  ^  ^ ) 

Vz    =    3-:  =  l  sin  T  -TT' 

dt  dt 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Lagrangeschen  Abkürzungen 

dv  d(f) 

^  =  T'    und    ^  =  ^•' 

in  die  Gleichung  für  die  kinetische  Energie  ein,    so  nimmt  die- 
selbe die  Form 

J=-  (v^2  4-  vy^  +  Vz^)  =  -^  (r'2  +  (^/2  gm  ^t) 


an.    Daraus  folgt  aber  sofort 

:—-:=  ml^  (r'2  sin  r  cos  r 

OT  ^ 


bJ 


=-  mPr' 


0(p  * 


.  (14) 


Andererseits   ist  aber  die  Kräftefunktion   nur  abhängig  von  der 
Höhenlage   des  Punktes,  also  mit  einer  Konstanten  Zq  bezw.  tq 

ü  =  mg  (z  —  Zq)  =  mgl  (cos  r  —  cos  tq) , 
folglich 

bC7  .   .  ÖC7 


-^^ —  =  —  mgl  sin  t 


Ö(jp 


=  0 


(15) 


Führen  wir  nunmehr  die  partiellen  Differentialquotienten  (14) 
und  (15)  in  die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  die  beiden  Frei- 
heitsgrade T  und  ff,  nämlich 

d  (hJ\  _bJ  _hZr 
di\bT']  ~~  br  ~  b  1 

dt\ö  (/  7        ö  </'  ~  d  ff 
ein,  so  erhalten  wir 


(12a) 


dt'  „    .  ,    Q    . 

~r-  —  (jp'2  sm  T  COS  r  -|-  j  sm  r  =  0 

^^  ((jp;  sin  2  r)  =  0 


(16) 
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Die  letzte  dieser  Gleichungen  liefert  sofort  mit  einer  Konstanten  c 

9'  sin  2 r  =  c,        f^/  =  ^-^  ,       .     .     .     (16a) 

womit   wir  .(jn'    aus   der   ersten    Gleichung    eliminieren    können 

und  auf 

dr'        „  cos  T     ,    Q    .  ,     , 

¥r-'^inr^  +  T^^°^  =  o  •  •  •  •  dßb) 

geführt  werden.    Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  dr  =  T'df 
und  integrieren,  so  erhalten  wir 

t'2  -f-  - — 5— v~  cos  ^  =  Const. 

'    sm  2r         l 


oder  auch  wegen  (16  a) 


9 


(x:'2  _|_  <jp'2  sin  2  ^)  _  2  ^  cos  T  =  Coust.  .     .     .     (17) 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Energiegleichung 
des  Systems,  welche  wir  natürlich  auch  direkt  hätten  hin- 
schreiben können.  Die  weitere  Verfolgung  des  Problems,  ins- 
besondere die  Ermittelung  der  Schwingungsdauer  und  der  Gestalt 
der  sphärischen  Bahnkurve  gehört  in  die  Lehrbücher  der  ana- 
l3^ischen  Mechanik;  hier  kam  es  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  daXs 
die  Methode  von  Lagrange  uns  rasch  zu  den  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  (16a)  und  (16b)  führt,  ohne  dals  wir 
auf  die  Bahnreaktionen  Rücksicht  zu  nehmen  brauchen.  Die 
Kenntnis  der  letzteren  ist  aber,  wenigstens  bei  technischen  Pro- 
blemen, für  die  Vollständigkeit  der  Lösung  unerlälshch,  und 
darum  haben  die  Lagi'angeschen  Gleichungen  trotz  der  mathe- 
matischen Eleganz  in  ihrer  Handhabung  für  die  technische 
Mechanik  nur  eine  untergeordnete  Bedeutung. 

Man  kann  übrigens  diesen  Gleichungen  noch  eine  einfachere 
Gestalt  dadurch  geben,  dals  man  die  Gröfse  J -}-  U  =  L,  d.h. 
die  Differenz  der  kinetischen  und  potentiellen 
Energie  einführt.  Mit  Rücksicht  darauf,  dats  U  nur  eine 
Funktion  der  allgemeinen  Koordinaten  g,  nicht  aber  ihrer  Ab- 
leitungen ist,  verschwindet  ^  und  wir  erhalten  statt  (12)  auch 

d  lbL\        bL 
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Aus  dieser  Formel  zog  Lagrange  noch  einen  weiteren  Schluls, 
zu  dem  wir  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  von  ihm  ausgebildeten 
Variationsrechnung,  deren  Grundlagen  allerdings  schon 
Euler  geschaffen  hatte,  gelangen.  Es  handelt  sich  hierbei  immer 
um  die  Ermittelung  derjenigen  Funktion  L  der  Variabelen  ty 
q  und  4,  durch  welche  das  bestimmte  Integral 

F  =  ^  Ldt  =  ^  L(t,q,q')dt      .     .     .     .     (19) 

zwischen  den  Grenzen  ^i  und  ^  zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum wird.  Offenbar  läuft  dies,  da  q'  =  ^,  bei  nur  einer  ab- 
hängigen Veränderlichen  q  auf  die  Bestimmung  der  Gleichung 
einer  zwischen  den  Punkten  tiqi  und  t^q^  verlaufenden  Kurve 
hinaus,  welche  die  Bedingung  (19)  erfüllen  mufs. 

Wir  denken  uns  diese  Kurve  in  Fig.  253  mit  den  Ordinaten 
q  einmal   gezeichnet    und    fügen   noch    einen  anderen    Verlauf 

derselben  hinzu,   der  sich  nur  unendlich  o__JU ii 

wenig  von  dem  ersteren  unterscheidet. 
Die  Abweichungen  der  Ordinaten  der 
zweiten  Kurve  von  denen  der  ersteren 
nennen  wir  ihre  Variationen  und  be- 
zeichnen sie  unter  Benutzung  des  schon 
oben  für  willkürhche  Verschiebungen  ein- 
geführten Zeichens  Ö  mit  öq.  Dann  ver- 
ändert sich  auch  der  Difterentialquotient  ^ 

beim  Übergang  von  einer  Kurve  zur  anderen  in  g[  -f-  ^i  und 
das  Integral  (19)  in 

F-\-dF  =  ^{L'\-6L)dt  =  ^L{t,q+Öq,  cf  +  Ög[)dt     (19a) 

Aus  (19)  und  (19a)  folgt  aber  durch  Subtraktion 

tt 
ÖF  =  l[L{t,q-\-  äq,  c(-\-Öc()^L  {t,q,i)\  dt 

k 
Entwickeln  wir  den  Ausdruck  für  L-\-öL  nach  der  Taylorschen 
Reihe  für  die  beiden  Variabelen  q  und  g',  so  geht  die  Gleichung 
unter  Weglassung   der  höheren  Potenzen   von  öq  und  dg[   über 


t 


Fig.  253. 


Lorenz,  Techn.  Mechanik. 


38 


594     Kap.  VII   Abrifs  d.  gesch.  Entwickig.  d.  Mechanik  starrer  Systeme. 

^F=:^l~-dq-\-^^dq^^dt,     .     .     .     (20) 

Nun  ist  aber  laut  Definition  des  Differentialquotienten 

v_^  An^    -  ^^g  ..-  ^  (g  +  ^g)  —  ^g     _  ^^g 

^  ~  dt'        ""^  "   dt    ~~  dt  ~   dt  ' 

womit  nur  ausgedrückt  ist,  dals  man  die  Zeichen  d  und  d  in 
ihrer  Reihenfolge  vertauschen  kann.  Setzen  wir  dies  in  (20)  ein, 
so  erhalten  wir 

oder  nach  Zerlegung  des  zweiten  Gliedes  durch  partielle  Inte- 
gration 

Hierin  verschwindet  aber  das  zweite  Glied  mit  8q  an  den  beiden 
Grenzen  t^  und  ^  (siehe  Fig.  253)  und  es  bleibt  nur  übrig 

k 

Soll  nun  F  ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  so  mufs  die 
Variation  öF  auf  dem  ganzen  Integrationswege  verschwinden. 
Dies  ist  aber,  da  weder  dq  noch  dt  verschwinden,  nur  möglich, 
wenn 

^  _  i.  /^\  _  n 

wird,  eine  Bedingung,  die  formell  mit  der  Lagrangeschen  Gl.  (18) 
für  die  Koordinate  q  übereinstimmt.  Denken  wir  uns  nun  die 
vorstehenden  Betrachtungen  auf  alle  vorhandenen  Freiheitsgrade, 
d.  h.  auf  Funktionen  von  der  Form  L  (t,  q^q^  -  *  qicy  qi  q^  -  .  fft') 
ausgedehnt,  was  prinzipiell  gar  keinen  Schwierigkeiten  begegnet, 
und  beachten  weiter,  dals  L  =  J  -\-  TJ  war,  so  dürfen  wir  auch 
statt  der  Gleichungen  von  Lagrange 
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dF=  d  ^(J-}-ü)dt  =  0    .     .     .     .     .     (21) 

u 

schreiben,  eine  Formel,  die  unter  dem  Namen  des  Hamilton- 
schen  Prinzips  bekannt  ist,  obwohl  sie  im  Grunde  von 
Lagrange  herrührt  und  mit  dessen  Bewegungsgleichungen  inhalt- 
Hch  übereinstimmt.  Da  es  sich,  wie  aus  der  hier  nicht  weiter 
durchgeführten  Feststellung  des  Vorzeichens  der  sog.  zweiten 
Variation  S^F  hervorgeht,  bei  (21)  um  ein  Minimum  von  F 
handelt,  so  dürfen  wir  auch  das  Hamiltonsche  Prinzip  dahin 
zusammenfassen,  dals  beim  Vorhandensein  einer  Kraft- 
funktion dieBewegung  einesSystems  zwischen  zwei 
gegebenen  Lagen  so  von  statten  geht,  dafs  das  Zeit- 
integral der  Differenz  zwischen  kinetischer  und 
potentieller  Energie  ein  Minimum  wird.  Wir  über- 
gehen hier  die  anderen,  auf  ähnliche  Weise  gewonnenen  Minimal- 
prinzipe  der  Mechanik,  von  denen  Lagrange  vor  allem  das  von 
Maupertuis  (1698 — 1759)  aus  philosophischen  Gründen  1746 
geforderte  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  formulierte,  da  sie 
sachlich  nichts  Neues  bieten,  i)  Da-  0 
gegen  erscheint  es  zweckmäfsig,  die 
oben  erläuterte  Methode  der  Varia- 
tionsrechnung auf  ein  Beispiel  an- 
zuwenden. Es  sei  die  von  den 
Brüdern  Bemoulli  zuerst  behandelte 
Aufgabe  gestellt,  die  Brachisto- 
chrone,  d.  h.  diejenige  Kurve  in  p.    254 

einer  Vertikalebene  zu  ermitteln,  auf 

welcher  ein  vom  Koordinatenanfang  0  ohne  Anfangsgeschwindig- 
keit ausgehender  Körper  am  raschesten  einen  Punkt  x,y  erreicht 
(Fig.  254). 

Wir  knüpfen  zur  Lösung  dieses  Problems  an  die  bekannte 
Beziehung   an,    dafs   die   Geschwindigkeit  bei  der  Fallbewegung 


^)  Siehe  hierüber  sowie  über  verwandte  sog.  Prinzipe  der  Mechanik 
das  ausgezeichnete  Werk  von  E.  Mach  »Die  Mechanik  in  ihrer  Ent- 
wickelung  historisch-kritisch  dargestellt«,  3.  Aufl.  1897,  sowie  die  Mono- 
graphie von  A.  Vofs  »Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik«,  in 
der  Encyklopädie  der  math.  Wissenschaften  Bd.  IV  1.  1901. 
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durch  die  Fallhöhe  y  allein,  also,  wenn  ds  das  Bahnelement  und 
dt  das  Zeitdifferential  bedeutet,  durch 

ds  r- 

gegeben  ist.    Daraus  folgt  unmittelbar  die  Failzeit 

0 

oder,  da 

ds  =  dx  |/i  +  (gj'=  dx  iY+v^ 

ist, 

y  1 

^^   ^  dx (22) 


^y2^  =  j( 


0 

Dieser   Ausdruck,    welcher   mit   (19)   übereinstimmt,    wenn   wir 

/l  +  v'^\^ 

t  ^2g  =  F  und  L  =  ( J  ,  sowie  unter  dem  Integralzeichen 

als  unabhängige  Variabele  x  statt  t  und  als  abhängige  y  statt  q, 
bezw.  y^  statt  g'  setzen,  wird  nun  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  die  Bedingung 

bL        d^  lhL\  _ 

by  '^  dx\by')~^ ^^^^ 

erfüllt  ist.     Nun  ist  aber 

Durch  abermalige  Differentiation  der  letzteren  Formel  und  Ein- 
setzen in  (23)  erhalten  wir  sodann  unter  Weghebung  verschiedener 
Faktoren 

oder  mit  t/"  =  ^  =  -^--^  =  y'-^- 

14%^-'^ (23a) 


\ 


§  61.    Von  Newton  bis  auf  Lagrange.  597 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lautet  mit  einer  Konstanten  C 

C 

1  +  2^'2  =  _ 

I       if  y 

oder 

^^  =  ^v[c^^       (24) 

Dies  ist  erst  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurve,  deren 
Integration  am  raschesten  gelingt  nach  Einführung  einer  Hilfs- 
variabelen  fp  vermittelst  der  Gleichung 

Q 

y  =  ^(X  —  (^OQq>) (25) 

Wir  haben  nämlich  dann 

dy  z=Y  sm  (fdcpy 


y  1  —  cos 


qp  _  /l  —  cos  <jp\2 
(jp       \     sin  (jp     ]  ' 


C  —  y       1  +  cos 
mithin  statt  (24)  die  Differentialgleichung  • 

Q 

da:  =  -^  (1  —  cos  (f)  d(f), 
deren  Integral  mit  ^  =  0  für  x  =  0  lautet 

Q 

aJ  =  2"  (T  —  sin  ^) (26) 

Dieses  bildet  aber  mit  (25)  zusammen  die  in  §  3  (Seite  16)  ab- 
geleitete Gleichung  der  Cycloide,  welche  somit  die  Eigenschaft 
der  kürzesten  Fallzeit  besitzt,  da  offenbar  ein  Maximum  der 
letzteren  gar  nicht  in  Frage  kommen  kann.  Mit  diesem  Beispiele 
wollen  wir  die  Betrachtungen  über  die  von  Lagrange  in  die 
Mechanik  eingeführten  mathematischen  Methoden  abschlielsen 
und  nur  noch  hinzufügen,  dals  wir  diesem  grolsen  Analytiker 
auch  die  erste  systematische  Theorie  der  kleinen  Schwin- 
gungen verdanken,  deren  Würdigung  für  die  Technik  erst  in 
neuester  Zeit  eingesetzt  hat. 

Der  aufserordentliche  Erfolg,  mit  dem  Lagrange  die  Analyse 
zur  Behandlung  mechanischer  Probleme  heranzog,  übte  natur- 
gemäTs  auf  seine  Zeitgenossen  einen  grolsen  Einfluls  aus  und 
bestimmte  auch  wesentlich  die  Arbeitsrichtung  seiner  Nachfolger. 
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Von  den  ersteren  ragt  besonders  durch  eine  umfassende  An- 
wendung der  Mechanik  auf  astronomische  Probleme  Laplace 
(1749 — 1827)  hervor,  der  mit  seiner  »M6canique  Celeste«  (1799)  u.  a. 
auch  die  unveränderliche  Ebene,  des  sich  selbst  überlassenen 
Weltsystems  begründete  und  als  Bezugsbasis  für  die  Bahn- 
bestimmungen vorschlug.  Aufserdem  verdankt  man  diesem 
Forscher  die  Anfänge  der  Potentialtheorie,  auf  welche  er 
durch  seine  Untersuchungen  des  Einflusses  der  Gestalt  der  Himmels- 
körper auf  ihre  Bewegungen  geführt  wurde.  Gleichzeitig  be- 
gründete der  Mathematiker  Legendre  (1752 — 1833)  die  für  die 
Durchführung  zahlreicher  Bewegungsprobleme,  z.  B.  des  oben 
angeschnittenen  sphärischen  Pendels  notwendige  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  (1786),  auf  die  wir  allerdings 
hier  nicht  näher  eingehen  können.  Dasselbe  gilt  von  seiner 
Entdeckung  der  »Methode  der  kleinsten  Quadrate«  (1806) 
zur  Ermittelung  der  wahrscheinlichen  Werte  einer  Anzahl  von 
Unbekannten,  welche  empirisch  durch  eine  gröfsere  Anzahl  von 
Gleichungen  bestimmt,  mathematisch  also  überbestimmt  sind. 
In  der  analytischen  IPeriode  von  Euler  bis  auf  Lagrange  trat 
naturgemäfs  das  Experiment  wenigstens  für  die  Mechanik  in  den 
Hintergrund,  da  man  die  Erfahrungsgrundlagen  für  hinreichend 
gesichert  hielt.  Nur  auf  dem  Gebiete  der  Reibung  haben  wir 
der  grundlegenden  Versuche  von  Coulomb  (1736 — 1806)  zu 
gedenken,  der  daraus  die  bis  heute  festgestellten  Schlüsse  zog, 
dafs  der  Reibungswiderstand  zweier  fester  Körper  unabhängig 
von  der  Gröfse  der  Berührungsfläche  und  direkt  proportional 
dem  Normaldrucke  ist.  Auch  unterschied  Coulomb  schon 
zwischen  der  Reibung  der  Ruhe  und  derjenigen  der  Bewegung 
und  dehnte  seine  Versuche,  über  die  er  in  dem  von  der  fran- 
zösischen Akademie  preisgekrönten  Werke  »Theorie  des  machines 
simples,  en  ayant  6gard  au  frottement  de  leurs  parties  et  k  la 
roideur  des  cordages«  1781  berichtete,  auch  auf  das  Verhalten 
der  Seile  aus. 
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Die  Entstehung  des  Gegensatzes  zwischen  Theorie  und  Praxis.  Fourier, 
Monge,  Camot,  Prony  und  Hachette.  Poisson,  Gaufs  und  Weber, 
Green.  P o i n s o t.  Gerstner.  Robert  Mayer.  Navier,  Coriolis  und 
Poncelet.  Lechatelier,  Yvon  Villarceau,  R^sal.  Weisbach,  Redten- 
bacher,  Zeuner.  Die  abstrakte  Richtung:  Jacobi,  Lejeune-Dirichlet, 
Hamilton.  Möbius.  Die  graphische  Statik :  Culmann,  Ritter,  Cremona, 
Mohr,  Henneberg,  Foeppl,  Müller-Breslau,  Land,  Grübler  und  Hauck. 
Die  Kinematik:  Ampere,  Willis,  Reuleaux.  Neuere  dynamische 
Ansätze :  Radinger,  Proell.    Wischnegradsky,  Routh,  Veitmann,  Schliök, 

Stodola. 

Wenn  wir  von  Lagrange  eine  neue  Periode  in  der  Geschichte 
der  Mechanik  datieren,  so  geschieht  dies  gewils  nicht  aus  dem 
Grunde,  dals  wir  mit  ihm,  wie  E.  Dühring  in  seiner  geistvollen, 
von  uns  mehrfach  benutzten  »kritischen  Geschichte  der  Prinzipien 
der  Mechanik«  es  tut,  die  Entwickelung  derselben  im  wesent- 
lichen für  abgeschlossen  halten.  Auch  die  ziemlich  eingehende 
Erörterung  der  Methoden  Lagranges  im  vorigen  Paragraphen  war 
nur  dadurch  gerechtfertigt,  dals  wir  von  denselben  im  Texte 
unseres  Buches  nirgends  Gebrauch  gemacht,  sondern  uns  aus- 
schliefslich  mit  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  zur  Lösung  von 
Problemen  begnügt  haben.  Da  uns  dasselbe  nirgends  im  Stiche 
lälst  und  auch  die  Gleichungen  von  Lagrange  implicite  ebenso 
umfafst,  wie  diejenigen  von  Euler  für  die  Drehung  eines  starren 
Körpers,  so  erscheint  Lagrange  vielmehr  als  Begründer  einer 
formalen  Richtung,  welche  im  19.  Jahrhundert  alle  anderen 
Bestrebungen  zeitweilig  in  den  Hintergrund  drängte  und  häufig 
eine  Überschätzung  der  analytischen  Behandlung  gegenüber  dem 
Inhalte  derselben  zur  Folge  hatte.  In  dieser  Einseitigkeit,  welche 
in  Deutschland  ihren  Gipfel  in  den  Vorlesungen  über  Dynamik 
von  Jacobi  erreichte,  scheint  mir  der  Ursprung  des  Gegen- 
satzes von  Theorie  und  Praxis  zu  liegen,  welcher  gegen 
Ende  des  Jahrhunderts  eine  besonders  scharfe  und  sachlich  keines- 
wegs förderliche  Zuspitzung  erfuhr. 

Die  Trennung  der  Mechanik  in  eine  analytische  und  tech- 
nische vollzog  sich  zwar  nicht  sofort,  aber  es  zeigte  sich  doch 
bald,  dals  die  Vertreter  der  beiden  Richtungen,  von  denen 
diejenigen  der  letzteren  zunächst  allerdings  nur  unter  den  prak- 
tischen Schöpfern  der  jung  aufstrebenden  Maschinentechnik  zu 
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suchen  waren,  die  gegenseitige  Fühlung  verloren.  So  kam  es, 
dals  die  Theorie  der  periodischen  Funktionen,  welche 
F  o  u  r  i  e  r  (1768 — 1830)  durch  seine  »Theorie  analytique  la  chaleur« 
(1807 — 1822)  in  ausgezeichneter  Weise  begründete,  bis  zum  SchluXs 
des  Jahrhunderts  von  technischer  Seite  kaum  gekannt  und 
jedenfalls  für  die  technische  Mechanik  nicht  benutzt  wurde. 
Die  während  der  Revolutionsperiode  durch  Monge  (1746 — 1818) 
ins  Leben  gerufene  »ifecole  poljiiechnique«  zu  Paris,  an  der  u.  a. 
Lagrange  und  Laplace  als  Professoren  wirkten,  konnte,  trotzdem 
sie  wesentlich  als  rein  wissenschaftliche  Vorbereitungsanstalt  für 
die  Fachhochschulen,  z.  B.  die  »l&cole  des  mines«,  »Jfecole  des 
ponts  et  chaussees«  u.  a.  dienen  sollte,  die  einmal  in  Fluts  ge- 
ratene Entwickelung  nicht  mehr  aufhalten,  obwohl  sich  gerade 
in  Frankreich  noch  am  ehesten  Männer  fanden,  welche  auf  ein 
Zusammenarbeiten  von  reiner  Wissenschaft  und  Praxis  hin- 
drängten. Unter  diesen  ragen  besonders  hervor  Lazarus 
Carnot  (1753— -1823),  der  Kriegsminister  der  Revolution,  durch 
die  Bestimmung  des  Arbeitsverlustes  beimStoIse  fester 
Körper,  und  Prony  (1755 — 1839),  durch  seine  trefflichen  Vor- 
lesungen über  Mechanik  an  der  Slcole  des  ponts  et  chaussees 
und  den  zur  Arbeitsmessung  von  ihm  zuerst  angewendeten 
Bremszaum  bekannt,  während  Hachette  (1769—1834)  das 
erste  brauchbare  Transmissionsdynamometer  konstruierte. 
Hierher  gehört  auch  der  Mathematiker  Poisson  (1781 — 1840), 
der  in  seinem  weit  verbreiteten  »Trait^  de  M^canique«  (1811) 
die  analytischen  Entwickelungen  einerseits  durch  eingehendere 
Behandlung  des  Textes,  andererseits  durch  zahlreiche  Figuren 
unterstützte  und  dadurch  einem  gröfseren  Lesekreise  gerecht 
wurde,  als  das  Fundamentalwerk  Lagranges.  Beispielsweise  hat 
sich  die  von  ihm  gegebene  Darstellung  der  äufseren  Ballistik  bis 
heute  in  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  erhalten;  auch  wurde 
von  ihm  zuerst  (1812)  die  allgemein  gültige  Differentialgleichung 
der  Potentialfunktion  aufgestellt,  welche  die  von  Laplace  ent- 
deckte als  Spezialfall  umfafst.  Man  beschäftigte  sich  damals  im 
Anschlufs  an  astronomische  Probleme  viel  mit  der  Anziehung 
von  Ellipsoiden  nach  dem  Newtonschen  Gesetze,  woraus  dann 
die  Potentialtheorie  hervorging,  die  u.  a.  von  Gauls  (1777 — 1855) 
seit  1811  bis  ans  Ende  seiner  langen  wissenschaftlichen  Laufbahn 
mit  Vorliebe  gepflegt  und  durch  verschiedene  wichtige  Theorien 
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bereichert  wurde,  i)  Daran  schlössen  sich  die  Arbeiten  des  Eng- 
länders Green  (1793 — 1841),  von  dem  das  Wort  PotentiiQ- 
funktion^)  überhaupt  eingeführt  wurde.  Da  alle  diese  Unter- 
suchungen ihre  grölste  Bedeutung  in  der  Theorie  der  Elektrizität 
und  des  Magnetismus  gewinnen,  so  können  wir  uns  an  dieser 
Stelle  um  so  eher  mit  einem  einfachen  Hinweise  begnügen,  als 
sie  auch  methodisch  sich  in  den  Bahnen  Lagranges  bewegen. 
Gauls  schuf  auch  im  Verein  mit  seinem  Göttinger  Kollegen 
W.  Weber  das  absolute  Malssystem,  dessen  sich  die 
Physiker  heute  ausschlielslich  bedienen,  während  die  Maschinen- 
technik sich  mit  dem  für  ihre  Zwecke  praktischeren  Sekunden- 
Meter  -  Kilogramm  -  System  begnügt. 

Geradezu  überraschend  wirkte  in  dieser  Periode  das  Auf- 
treten Poinsots  (1777 — 1859),  der  in  seinem  »Elements  de 
statique«  (1804)  eine  ganz  neue  Auffassung  der  Momentenglei- 
chungen durch  Einführung  des  Begriffes  der  Kräftepaare 
lehrte.  Er  zeigte,  wie  wir  in  §  50  gesehen  haben,  dals  diese 
Paare  ebenso  wie  Kräfte  selbst  durch  Strecken  dargestellt  und 
nach  der  Polygonregel  zusammengesetzt  werden  können  und 
trug  damit  nicht  nur  zur  Veranschaulichung  der  Grundlagen  der 
Mechanik,  sondern  auch  zu  ihrer  geistigen  Durchdringung  mehr 
bei,  als  irgend  einer  der  Nachfolger  von  Euler  und  D'Alembert. 
In  der  1834  der  Pariser  Akademie  vorgelegten  »Theorie  nouveUe 
de  la  rotation  des  corps«  überträgt  er  seine  Anschauungen  auch 
auf  die  Kinematik  mit  einem  bewundernswürdigen  Geschick. 
Wir  verdanken  ihm  vor  allem  die  Sätze  über  die  Zusammen- 


^)  Siehe  die  Bändchen  von  Ostwalds  Klassikern  der  exakten 
Wissenschaften  No.  2  C.  F.  G aufs  > Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung 
auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wir- 
kenden Anziehungs-  und  Abstolsungskräfte  (1840),  sowie  No.  19  >Über 
die  Anziehung  homogener  Ellipsoide«,  Abhandlungen  von  Laplace 
(1872),  Ivory  (1809),  Gaufs  (1813),  Chasles  (1838)  undDirichlet 
(1839).  Auch  die  1826  erschienenen  >  Untersuchungen  über  die  Länge 
des  Sekundenpendels«  von  Bessel  (Ostwalds  Klassiker  No.  7),  welche 
eine  sehr  scharfe  Bestimmung  der  Erdbeschleunigung  g  ergaben, 
gehören  dieser  Periode  an 

^)  Ostwalds  Klassiker,  Bd.  61,  G.  Green,  »Ein  Versuch,  die  mathe- 
matische Analysis  auf  die  Theorien  der  Elektrizität  und  den  Magnetis- 
mus anzuwenden«  (1828). 


602     Kap.  VII.  Abrifs  d.  gesch.  Entwickig.  d.  Mechanik  starrer  Systeme. 

Setzung  und  Zerlegung  von  Rotationen  (§  3  u.  ff.  dieses 
Buches),  weiterhin  die  Entdeckung  des  Trägheitsellipsoids, 
dessen  Abrollen  auf  der  invariablen  Ebene  der  Bewegung  des 
starren  Körpers  selbst  äquivalent  ist  und  daher  zur  Veranschau- 
lichung derselben  dienen  kann.  Dazu  kommt  der  Begriff .  der 
Momentanachse,  an  den  sich  zwanglos  diejenigen  der  Polhodie- 
und  Herpolhodiekegel  sowie  der  allgemeinen  Schraubenbewegting 
anschliefsen.  Bei  aller  Wertschätzung  dieser  wunderbaren  Vor- 
stellungsweise darf  man  jedoch  nicht  vergessen,  dafs  zur  Ver- 
folgung der  dynamischen  Seite  des  Problems  die  analytische 
Formulierung,  welche  Poinsot  als  etwas  nicht  in  der  Sache  Be- 
gründetes anzusehen  geneigt  war,  unentbehrlich  ist  trotz  der 
damit  verbundenen  »langen  Umschweife  des  Calcüls«  (nach 
Poinsot  Ausdrucksweise).  Merkwürdigerweise  finden  sich  in  der 
ersten  Ausgabe  der  Rotationstheorie  von  1834  keine  Figuren, 
worin  E.  Dühring  (a.  a.  0.  S.  445)  seltsam  genug  einen  »metho- 
dischen Vorzug«  gegenüber  der  zweiten  Auflage  von  1851  erblickt. 
Obwohl  Poinsot  eine  Zeitlang  als  Professor  an  der  l&cole  poly- 
technique  wirkte,  so  lag  ihm  doch  die  Inangriffnahme  techni- 
scher Probleme,  denen  sein  Streben  nach  Anschaulichkeit  gewifs 
in  hohem  Mafse  förderhch  gewesen  wäre,  fern.  Auch  der  mehr 
nach  der  analytischen  Richtung  zuneigende  Poisson  begnügte 
sich,  auf  derartige  Anwendungen  der  Arbeitsgleichung  in  einem 
Anhange  zur  2.  Auflage  seiner  Mechanik  (1833)  hinzuweisen, 
und  zwar  mit  Bezugnahme  auf  die  inzwischen  erschienenen 
Arbeiten  von  CorioHs,  Navier  und  Ponceiet,  welche  als  die  eigent- 
üchen  Begründer  der  technischen  Mechanik  anzusehen  sind. 
Bevor  wir  hierauf  näher  eingehen,  müssen  wir  erst  bemerken, 
dals  inzwischen  auch  auf  deutscher  Seite  einige  schwache  An- 
sätze zur  Schaffung  einer  für  praktische  Zwecke  geeigneten  Be- 
handlung der  Mechanik  gemacht  wurden,  welche  sich  an  die 
Namen  Gerstner,  Woltmann  und  Eytelwein  knüpfen.  Während 
die  positiven  Leistungen  der  beiden  letzteren  vorwiegend  auf 
dem  Gebiete  der  Hydraulik  liegen,  hat  sich  Gerstner  (1756 — 1832) 
nicht  nur  durch  eine  brauchbare  Theorie  der  Hängebrücken» 
sondern  auch  durch  seine  Aufdeckung  des  Wesens  der  Rollen- 
reibung in  seinem  »Handbuche  der  Mechanik«  (1831)  verdient 
gemacht.  Weitere  Fortschritte  wurden  wohl  durch  die  kläg- 
lichen politischen  und  wirtschaftlichen  Verhältnisse  in  Deutsch- 
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land  und  Österreich  während  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hunderts beeinträchtigt,  welche  die  besseren  Köpfe  geradezu  auf 
abstrakte,  von  der  wenig  anmutenden  Wirklichkeit  unberührte 
Wissenschaftsgebiete  hindrängten.  Aus  dieser  Zeit  der  Blüte 
Hegelscher  uud  Schellingscher  Philosophie,  in  der  die  grolsartige 
Ausdehnung  der  Energiegleichung  auf  die  gesamte  Natur  (1842) 
durch  Robert  Mayer  (1814—1878)  kein  Verständnis  fand, 
stammt  der  noch  heute  weit  verbreitete  Gelehrtendünkel,  der  in 
jeder  Anwendung  einer  wissenschaftlichen  Thatsache  eine  Ver- 
unreinigung derselben  erblickt.  In  Frankreich  und  England  war 
für  solche  Vorurteile  kein  Boden  vorhanden,  sodaTs  dort  der 
technischen  Entwickelung  und  zwar  dem  Volkscharakter  ent- 
sprechend, in  Frankreich  nach  der  theoretischen,  in  England, 
wo  James  Watt  und  Robert  Stephenson  ihre  Triumphe  feierten, 
nach  der  praktischen  Seite  hin  keine  Hindernisse  begegneten. 
Der  britische  Erfindungsgeist  lieferte  so  den  französischen 
Theoretikern  das  Material  für  ihre  wertvollen  Untersuchungen, 
während  man  in  Deutschland  diesem  glücklichen  Zusammen- 
arbeiten gleichgültig  zuschaute,  bis  die  wachsende  Bedeutung  der 
aus  England  importierten  Eisenbahntechnik  auch  hier  die 
Geister  weckte. 

Von  den  drei  oben  schon  genannten  Franzosen  betreffen  die 
Hauptleistungen  Naviers  (1785 — 1836)  allerdings  vorwiegend  das 
Gebiet  der  Elastizitätslehre,  worin  er  sich  mit  Vorliebe  auf  solche 
Körper  beschränkt,  deren  Querdimensionen  gegenüber  ihrer  Länge 
vernachlässigt  werden  können.  'Damit  ermöglichte  er  die  auch 
für  die  Mechanik  starrer  Systeme  so  bedeutungsvolle  mathe- 
matische Theorie  stabförmiger  Körper  (1819),  für  welche 
es  gestattet  ist,  ohne  erhebliche  Fehler  die  an  einem  Punkt  der  Stab- 
achse (d.  i.  die  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  aller  aufeinan- 
derfolgender Querschnitte)  angreifenden  äulseren  Kräfte  auf  den 
zugehörigen  Querschnitt  gleichartig  zu  verteilen.  Auch  entwickelte 
er  in  seinem  »Rapport  et  memoire  sur  les  ponts  suspendus« 
(1823),  eine  sehr  allgemeine  Theorie  der  Seilkurven  mit  Rücksicht 
auf  verschiedene  Belastungen  derselben.  Trugen  diese  Arbeiten 
Naviers  noch  einen  durchweg  statischen  Charakter,  so  tritt  bei 
Coriolis  (1792 — 1843)  die  technische  Dynamik  schon  vollständig 
in  den  Vordergrund.  Schon  seine  erste  Arbeit  (1832)  handelte 
über  die  Trägheitskräfte  des  damals  bei  Dampfmaschinen  aus- 
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schlielslich  gebräuchlichen  Balanziergetriebes,  die  er  schon  ganz 
in  der  uns  gewohnten  Weise  auffalste  und  mit  der  Wirkung  des 
Schwungrades  auf  die  Gleichförmigkeit  des  Ganges  in  Beziehung 
brachte.  Am  meisten  bekannt  ist  dagegen  seine  Entdeckung  der 
nach  ihm  benannten  Zusatzbeschleunigung  bei  der  Re- 
lativbewegung (Kap.  III  dieses  Buches),  auf  die  er  einfach 
durch  Differentiation  der  Koordinatentransformations-Gleichun- 
gen  (1835)  geführt  wurde.  Schlielslich  gab  er  in  seiner  >Me- 
canique  des  corps  solides  etcalcul  de  l'effet  des  machines«  (1829 
und  1844)  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  technischen 
Mechanik,  in  der  das  Energieprinzip  unter  dem  Namen  des 
Prinzips  der  »Transmission  der  Arbeite  eine  ausschlaggebende 
Rolle  spielt. 

Eine  systematische  dynamische  Theorie  der  Maschinen  war 
dieses  Werk  von  Coriolis  trotz  seines  Titels  darum  noch  nicht, 
weil  es  ganz  im  Gegensatz  zu  seiner  oben  genannten  ersten  Ab- 
handlung zu  wenig  in  die  wichtigen  Einzellieiten  einging.  Die 
Lösung  dieser  jedenfalls  genügend  vorbereiteten  Aufgabe  war 
vielmehr  Poncelet^)  (1788—1867)  vorbehalten,  der  sich  ursprüng- 
lich vorwiegend  mit  rein  mathematischen  Problemen  beschäftigt 
und  durch  seinen  noch  heute  hochgeschätzten  »Trait6  des  pro- 
priet^s  projectives  des  figures«  1822  die  sog.  projektive  Geo- 
metrie ebenso  begründet  hatte,  wie  seinerzeit  Monge  die  dar- 
stellende. Durch  die  wenig  freundliche  Aufnahme,  welche  dieses 
Werk  bei  der  damals  ausschlaggebenden  analytischen  Schule  mit 
Cauchy  an  der  Spitze  fand,  abgeschreckt,  wandte  sich  Poncelet, 
von  Beruf  Ingenieuroffizier,  der  Maschinentechnik  zu,  der  er 
durch  seinen  »Cours  de  mecanique  appliqu6e  aux  machines  >  im 
Jahre  1826  eine  feste  theoretische  Grundlage  schuf.  Im  statischen 
Teile  erweitert  er  vor  allem  die  Untersuchungen  von  Navier  und 
leitet  im  dynamischen  Teil  die  Untersuchung  der  Maschinen 
durch  eine  ebenso  einfache  wie  klare  Analyse  derselben  ein,  wo- 
bei er  ebenso  wie  Coriolis  überall  vom  Energieprinzip  und  dem 
von  ihm  formulierten  Begriff  der  mechanischen  Arbeit 
ausgeht.  Er  hebt  an  der  Maschine  zunächst  die  Organe  hervor, 
welche  die  Energie  von  aufsen  aufnehmen  bezw.  dahin  abgeben 


*)  Siehe  u.  a.   die  treffliche  Kennzeichnung  der  Leistungen  Pon- 
celets  in  der  schon  angezogenen  Schrift  von  K.  H  e  u  n ,  S.  9  ff . 
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und  betrachtet  den  zur  Übertragung  dieser  Arbeit  notwendigen, 
selbst  Arbeit  verzehrenden  Mechanismus  durchaus  nach  dyna- 
mischen Gesichtspunkten,  d.  h.  unter  Berücksichtigung  der  jetzt 
als  Massenwirkungen  bezeichneten  Trägheitskräfte.  Dabei  treten 
sowohl  die  Wirkung  der  Schwungräder,  wie  auch  diejenige  der 
Zentrifugalregulatoren  um  so  klarer  hervor,  als  sich  Poncelet 
nicht  mit  der  Untersuchung  des  Beharrungszustandes  begnügt, 
sondern  auch  die  Bewegung  während  der  Anlauf-  und  Auslauf- 
periode in  seine  Betrachtungen  einbezieht.  Um  die  klassische  Be- 
handlung der  Stolserscheinungen  und  Reibungswider- 
stände bei  Poncelet  zu  kennzeichnen,  sei  die  wörtliche  An- 
führung der  darauf  bezüglichen  Stelle  seines  Hauptwerkes  nach 
Heun  (a.  a.  O.  S.  12)  gestattet.  Poncelet  schreibt:  »Um  die  in 
dem  Systeme  stattfindenden  Verluste  an  lebendiger  Kraft  zu  be- 
rechnen, mufs  man  sich  die  Maschine  in  ihre  verschiedenen  ein- 
zelnen Bestandteile  zerlegt  denken  und  untersuchen,  was  für 
jeden  dieser  Bestandteile  gesondert  stattfindet.  Dann  sieht  man 
leicht  ein,  dals  wenn  irgend  zwei  Bestandteile  einer  zusammen- 
gesetzten Maschine  zusammenstofsen,  in  jedem  derselben  Kom- 
pressionskräfte P,  P'  hervorgeruten  werden,  welche  nach  der 
Normalen  im  Berührungspunkte  wirken,  sowie  bewegende  Kräfte 

dv 
t//  =  m  -TT,  welche  von  der  Geschwindigkeitsänderung  jeder  Masse 

herrühren.  Aufserdem  veranlassen  diese  verschiedenen  Kräfte 
an  den  Lagern  und  Zapfen  Reaktionen,  welche  wir  allgemein 
mit  N  bezeichnen  wollen  und  welche  Reibungen  hervon'ufen,  die 
durch /^  ausgedrückt  werden  können.  Nun  findet  aber  nach  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  jeden  Augenblick  zwischen 
den  in  jedem  Falle  nach  einer  entsprechenden  und  leicht  zu 
bestimmenden  Richtung  genommenen  verschiedenen  Ki'äften  P,  P' 
tp,fN  Gleichgewicht  statt,  und  da  der  Körper  nur  eine  ein 
zige  geometrische  Bewegung  annehmen  kann,  so  giebt  es  auch 
nur  eine  Gleichung  des  Gleichgewichtes.  Aber,  da  es  nicht  da- 
rauf ankommt,  den  Wert  der  Kräfte  P,  P'  und  der  Geschwindig- 
keit für  jeden  AugenbUck  der  Stolsperiode  zu  bestimmen  und 
da  aufserdem  das  Gesetz  der  bewegenden  Kräfte  i//  unbekannt 
ist,  so  untersucht  man  nur,  was  im  Augenbhcke  der  gröfsten 
Zusammendrückung  stattfindet,  um  daraus  die  Geschwindigkeit 
der  verschiedenen  Massen  und  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft 


606     Kap.  VII.  Abrifs  d.  gesch.  Entwickig.  d.  Mechanik  starrer  Systeme. 

abzuleiten.  Die  oben  erwähnte  Gleichgewichtsgleichung  ist  aber 
zu  diesem  Zwecke  hinreichend,  wenn  sie  auf  die  verschiedenen 
Bestandteile  der  Maschine  angewendet  wird,  und  wenn  man  sie 
vom  Augenblicke  des  Anfangs  der  Kompression  bis  zum  Ende 
derselben  integriert  annimmt.  Diese  Gleichung  gibt  also,  wenn 
die  Geschwindigkeit  eines  Teiles  vor  dem  Stofs  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt wird,  die  Geschwindigkeit  desselben  nach  dem  Stolse 
und  folglich  die  aller  anderen  Punkte  der  Maschine.  Wenn  man 
demnach  von  der  lebendigen  Kraft,  welche  vor  dem  Stolse  statt- 
findet, die  in  dem  Moment  der  grölsten  Kompression  stattfindende 
abzieht,  so  erhält  man  den  Ausdruck  der  verlorenen  lebendigen 
Kräfte.« 

Wie  aus  den  vorstehenden  Zeilen,  die  wir  ebensogut  unserem 
Kapitel  über  das  Ej-äftespiel  im  Kurbelgetriebe  hätten  anfügen 
können,  hervorgeht,  setzt  Poncelet  die  Reibung  zwischen  Ele- 
mentenpaaren in  Maschinen  mit  Coulomb  dem  Normaldrucke 
proportional;  die  mit  dieser  Annnahme  verbundenen  anal3Üschen 
Schwierigkeiten  beim  Richtungs Wechsel  der  Bewegung,  welche 
bei  uns  besonders  in  §  25  hervortraten,  veranlassen  ihn  dann  zur 
Einführung  von  Mittelwerten,    wobei  ihm  seine  auch  von  uns 

(§  27)  benutzte  Näherungsformel  ^x'^-\-y'^  =  ax-\-ßy  für  die  Be- 
rechnung von  Kräfteresultanten  gute  Dienste  leistet.  Bestärkt 
wurde  Poncelet  hierin  wohl  durch  die  Versuchsergebnisse  von 
Morin  (1795 — 1880)  über  die  gleitende  Reibung,  welcher  die 
älteren  Sätze  von  Coulomb  in  der  Hauptsache  bestätigte.  Wir 
wissen  allerdings  jetzt,  daTs  die  für  Mechanismen  mafsgebenden 
Widerstände  vorwiegend  durch  die  Schmierung  bedingt  sind  und 
darum  der  Geschwindigkeit  proportional  gesetzt  werden  dürfen, 
womit  die  Unstetigkeiten  bei  der  Annahme  eines  dem  Normal- 
drucke proportionalen  Bewegungswiderstandes  verschwinden. 

Mit  seiner  dynamischen  Auffassung  bestimmter  Aufgaben 
trat  Poncelet  gerade  zur  rechten  Zeit  hervor,  um  das  dynamische 
Verständnis  der  in  der  Lokomotive  verwirklichten  rasch  laufen- 
den Dampfmaschine  anzubahnen.  Die  Arbeiten  über  die  »Sta- 
bilität der  bewegten  Lokomotive«  unter  dem  Einflufs  der  Massen- 
wirkung ihrer  Getriebeteile  aus  der  Feder  der  Ingenieure  Le- 
chatelier   (1849),   Yvon    Villarceau    (1852)    und   R6sali) 


*)  Annales  du  Mines,  Bd.  3,  1853. 
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(1853),  von  denen  der  erstere  auch  dem  Ausgleichsproblem  etwas 
näher  trat,  sind  direkte  Anwendungen  der  Ponceletschen  Grund- 
sätze auf  einen  speziellen  und  praktisch  wichtigen  Fall.  Schon  vor- 
her hatte  in  England,  wo  man  in  technischen  Kreisen  theoretischen 
Untersuchungen  gegenüber  sich  noch  ziemüch  spröde  verhielt, 
der  Astronom  Airy  sich  mit  den  Schwingungen  des  Wattschen 
Regulators  beschäftigt  und  zu  ihrer  Verminderung  1840  den  jetzt 
als  Katarakt  allgemein  gebräuchlichen  Flüssigkeitswiderstand  vor- 
geschlagen.i)  Auch  in  Deutschland  begann  nunmehr  das  Inter- 
esse sich  zu  regen;  1835  — 1636  veröffentlichte  Weisbach 
(1806  bis  1871)  in  seinem  »Handbuche  der  Bergmaschinen- 
Mechanik«,  aus  dem  später  das  »Lehrbuch  der  Ingenieur-  und 
Maschinentechnik«  1846  hervorging,  eine  elementare  Einleitung 
in  die  Mechanik,  1856  untersuchte  er  das  Kräftespiel  an  der 
Lokomotive  in  seiner  Abhandlung  2)  »Die  Mechanik  des  Dampf - 
Wagens«,  nachdem  kurz  zuvor  (1855)  Redtenbacher  (1809 
bis  1863)  in  den  »Gesetzen  des  Lokomotivbaues«  eine  zusammen- 
hängende Darstellung  der  schon  von  den  oben  genannten  Fran- 
zosen berührten  Schwingungen  der  Lokomotive  und  ihren  stören- 
den Wirkungen  gegeben  hatte,  welche  dann  durch  Weisbachs 
scharfsinnigen  Schüler  Zeuner  (geb.  1828)  in  der  Abhandlung  3) 
»Über  das  Wanken  der  Lokomotive«  (1861)  verbessert  und  weiter 
ausgebaut  wurde.  Redtenbacher,  dem  wir  aulserdem  eine  ganz 
im  Ponceletschen  Geiste  geschaffene,  noch  heute  lesenswerte,  für 
Ingenieure  bestimmte  Einführung  in  die  Mechanik  unter  dem 
Titel  »Die  Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinenbaues« 
(1852)  verdanken,  wandte  sich  allerdings  später  fast  ausschliels- 
Uch  konstruktiven  Aufgaben  zu,  während  Zeuner,  wohl  unter 
dem  Einflüsse  der  Arbeiten  vonClausius,  die  damals  in  voller 
Entwickelung  begriffene  mechanische  Wärmetheorie  der  Ma- 
schinentechnik zugängUch  machte  und  sie  gleichzeitig  durch 
wertvolle  eigene  Beiträge  bereicherte. 

Da  in  dieser  Periode  die  analytische  Mechanik  unter  den 
Händen  Jacobis  und  Lejeune-Dirichlets  in  Deutschland 
sowie  Hamiltons  in  England  sich  immer  absti'akter  entwickelte, 


^)  Memoire  of  the  Astronomical  Society,  Bd.  20,  1851. 

*)  Civilingenieur,  1856. 

')  Programm  der  polytechnischen  Schule  zu  Zürich,  1861. 
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wobei  vorwiegend  die  aus  den  bekannten  Bewegungsgleichungen 
folgenden  Minimaleigenschaften  in  Form  sogenannter  »Prinzipe« 
festgelegt  und  studiert  wurden,  so  darf  es  nicht  Wunder  nehmen, 
dafs  von  einer  Einwirkung  auf  die  oben  erwähnten  Fortschritte 
in  der  technischen  Richtung  bezw.  umgekehrt  keine  Rede  mehr 
war.  Die  Trennung  unserer  Wissenschaft  in  eine  mathematische 
und  in  eine  technische  Mechanik  war  damit  vollzogen  und  so 
weit  gediehen,  dafs  wir  beispielsweise  das  treffliche,  1837  er- 
schienene »Lehrbuch  der  Statik«  des  Mathematikers  und  Astro- 
nomen Möbiusi)  (1790—1868),  der  schon  1827  in  seinen  »Bary- 
centrischen  Calctil«  die  Lehre  vom  Schwerpunkte  als  eine  rein 
geometrische  Disziplin  ausgebildet  hatte,  auf  technischer  Seite 
kaum  erwähnt,  geschweige  denn  benutzt  finden.  Diese  Ent- 
fremdung wurde  durch  die  einseitige  theoretische  Entwickelung 
der  deutschen  Universitäten,  welche  noch  im  18.  Jahrhundert 
eingedenk  ihres  Namens  auch  alle  Anwendungsgebiete  der  sog. 
reinen  Wissenschaften  mit  Verständnis  gepflegt  hatten,  immer 
mehr  gesteigert.  Es  war  dies  um  so  mehr  zu  bedauern,  als  gerade 
in  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  durch  die  mit  der  Ver- 
wendung der  Dampfkraft  überall  rasch  aufstrebende  Industrie 
der  Technik  eine  grolse  Zahl  von  Problemen  gestellt  wurden, 
deren  Lösung  ein  tiefes  Eindringen  in  die  Mechanik  erforderte. 
Da  die  Universitäten  dem  hieraus  erwachsenen  Bildungsbedürfnis 
der  angehenden  Techniker  nicht  entgegenkamen,  bheb  nur  die 
Gründung  eigener  Fachschulen  übrig,  in  denen  die  Anfangs- 
gründe der  exakten  Wissenschaft  zunächst  auch  nur  in  elemen- 
tarer Behandlung  gelehrt  wurden.  So  entstanden  die  polytech- 
nischen Schulen  in  Wien  (1815  durch  Prechtl  gegründet),  in 
Berlin  (1821  durch  Beuth),  Karlsruhe  (1825),  München  und 
Nürnberg  (1827),  Dresden  (1828),  Hannover  (1831),  Stuttgart 
(1840)  und  schlielslich  Zürich  (1857),  aus  denen  die  heutigen 
technischen  Hochschulen  sich  entwickelten.  Auf  diesen  An- 
stalten wurden  durch  Lehrer,  die  zum  grölsten  Teile  selbst  aus 


*)  Freunde  einer  elementaren  Darstellung  schwieriger  Probleme 
werden  die  ausgezeichneten  >Elemente  der  Mechanik  des  Himmels« 
(1843)  dieses  Schülers  von  Gaufs,  mit  um  so  gröfserem  Genüsse  lesen, 
als  denselben  ein  trefflicher  Abrifs  der  Grundlehren  der  Dynamik 
vorausgeschickt  ist. 
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der  Praxis  hervorgegangen  waren,  Methoden  zur  Anwendung  der 
Mechanik  ausgebildet,  mit  denen  die  Technik  in  der  zweiten 
Hälfte  des  Jahrhunderts  ihre  Erfolge  errungen  hat.  Da  man 
sich  mit  der  Durchbildung  derselben  —  mit  Ausnahme  Redten- 
bachers  —  nicht  an  die  analytische  Mechanik  der  Franzosen 
anschlofs  und  aufserdem  mit  Rücksicht  auf  die  mangelhafte 
Vorbildung  und  die  geringen  mathematischen  Neigungen  der 
studierenden  Techniker  meist  von  der  Anwendung  der  Infinite- 
simalrechnung absaht),  so  war  natürlich  ein  tieferes  Eindringen 
in  die  Dynamik,  etwa  nach  dem  Vorbilde  Poncelets,  unmöglich. 
Man  war  damit  auf  die  Behandlung  statischer  Probleme  und 
solcher  der  geometrischen  Bewegungslehre,  welche  beide  eine 
umfassende  Anwendung  graphischer  Methoden  gestatteten,  be- 
schränkt. In  der  Tat  nahm  der  Ausbau  der  graphischen 
Statik  und  der  Kinematik  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hunderts die  besten  Kräfte  in  Anspruch  und  beherrschte  in 
gleicher  Weise  die  technischen  Schulen  und  die  technische 
Litteratur. 

Die  graphische  Statik,  d.  h.  die  Ermittelung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen und  Kräfte  auf  graphischem  Wege  war 
seitdem  Varignon  (siehe  oben  §  61)  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Kräfte-  und  Seilpolygon  aufgedeckt  hatte,  besonders  in  der 
Praxis  niemals  ganz  aus  der  Übung  gekommen,  ohne  indessen 
zu  einem  systematischen  Ausbau  zu  gelangen.  Derselbe  wurde 
erst  notwendig,  als  die  Eisenbahntechnik  verwickelte  Hochbauten, 
vor  allem  Brücken,  benötigte,  deren  anal3rtische  Berechnung  sich 
als  umständlich  und  zeitraubend  erwies.  Die  von  Culmann 
(1821 — 1881),  der  selbst  über  umfassende  praktische  Erfahrungen 
als  Eisenbahningenieur  verfügte,  1866  in  erster  Auflage  ver- 
öffentlichte »Graphische  Statik«  war  direkt  aus  diesem  Bedürfnis 
herausgewachsen,  lehnte  sich  aber  noch  zu  sehr  an  die  für  die 


^)  Vergleiche  hierüber  die  Vorrede  der  ersten  Auflage  der  > In- 
genieur- und  MaS€hinenmecbanik<  von  Weisbach  (1846)  mit  derjenigen 
von  Redtenbachers  »Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinenbaues« 
(1852).  Den  späteren  Auflagen  des  ersten  Bandes  seines  Werkes  schickte 
Weisbach  einen  —  allerdings  etwas  dürftigen  —  Abrifs  der  Differential- 
und  Integralrechnung  unter  dem  Namen  »Hilfslehren  aus  der  Analysis« 
voraus,  den  auch  der  Herausgeber  der  letzten  Auflage  (1876),  G.  Herr- 
mann, beibehalten  hat. 

Lorenz,  Techn.  Mechanik.  39 
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meisten  Techniker  unzugängliche  Geometrie  der  Lage  an,  welche 
durch  die  Untersuchungen  von  Steiner  und  v.  Stau  dt  nicht 
lange  vorher  einen  gewissen  Abschlufs  erreicht  hatte.  Culmann 
verschmähte  im  Gegensatze  zu  Ritter,  dessen  einfaches  halb- 
graphisches  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Stabspannungen  in 
einem  statisch  bestimmten  Fachwerker)  wir  in  §  37  wieder- 
gegeben haben,  jede  Rechnung,  und  hielt  an  der  Verwendung 
der  Geometrie  der  Lage  auch  in  der  2.  Auflage  seines  Buches 
(1875)  fest.  Hierin  sind  ihm  seine  Nachfolger,  unter  denen 
C  r  e  m  o  n  a  2),  dem  wir  die  für  die  Berechnung  verwickelter  Fach- 
werke besonders  wertvollen  Kräftepläne  verdanken,  sowie 
Mohr^),  Henneberg*)  und  Foeppl^),  welche  die  allgemeine 
Theorie  der  statisch  bestimmten  Fachwerke  zu  einem  gewissen 
Abschlufs  brachten,  mit  Recht  nicht  gefolgt,  sodafs  die  moderne 
graphische  Statik  analytische  und  graphische  Methoden  je  nach 
ihrer  Zweckmälsigkeit,  die  nur  von  Fall  zu  Fall  beurteilt  werden 
kann,  durcheinander  verwendet.  Foeppl  deutete  in  seiner  unten 
angeführten  grundlegenden  Schrift  u.  a.  an,  dals  man  zu  den 
Stabspannungen  seines  Fachwerkes  auf  analytischem  Wege  auch 
durch  Wegnahme  des  ins  Auge  gefalsten  Stabes  und  Ersatz  des- 
selben durch  die  in  ihm  wirkenden  Kräfte,  d.  h.  der  Stabspan- 
nungen selbst,  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 
gelangen  könne.  Diese  sog.  kinematische  Methode  hat 
dann  Müller-Breslau 6)  zu  grolser  Vollendung  gebracht  und 
in  die  Praxis  eingeführt.  Auch  die  trefflichen  Arbeiten  des 
früh  verstorbenen  Ingenieurs  Land 7),  eines  Schülers  von  Mohr, 

1)  Ritter:  > Elementare  Theorie  und  Berechnung  eiserner  Dach- 
und  Brückenkonstruktionen«,  1863. 

•)  Oremona:    >Le  figure  reciproche  nella  Statica  grafica«,   1872. 

^)  Mohr:  > Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerkes«,  Zeitschrift  des 
Architekten-  u.  Ing.- Vereins  zu  Hannover,  1874  und  1875. 

*)  Henneberg:  »Technische  Mechanik  I,  Statik  der  starren 
Systeme«,  1886. 

'^)  Foeppl:  >Theorie  des  Fachwerks«,  1880,  «nd  > Vorlesungen 
über  technische  Mechanik,  Bd.  II.,  Graphische  Statik«,  1900;  auTserdem 
die  kleine  Schrift:  »Das  Fach  werk  im  Räume«,  1892. 

•)  Müller- Breslau:  »Die  graphische  Statik  der  Baukonstruk- 
tionen«, 2.  Aufl.,  1897,  Bd.  L 

^)  Land:  »Kinematische  Theorie  der  statisch  bestimmten  Träger«, 
Schweizerische  Bauzeitung,  1887. 
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sowie  derjenigen  Grüblers i)  bewegen  sich  in  dieser  Richtung, 
welche  mit  unverkennbarem  Erfolg  eine  Wiederannäherung  an 
die  analytische  Mechanik  anstrebt,  bezw.  deren  Methoden  für  die 
praktische  Technik  nutzbar  zu  machen  sucht.  Anderseits  finden 
wir  in  der  Neuzeit,  der  die  zuletzt  angeführten  Leistungen  schon 
angehören,  auch  tüchtige  Mathematiker,  wie  G.  Hauck^)  u.  a. 
bemüht,  ihrerseits  die  von  der  Technik  gestellten  Probleme  mathe- 
matisch zu  bearbeiten,  wobei  ältere,  weniger  beachtete  Unter- 
suchungen, z.  B.  von  Rankine  (1864)  und  Maxwell  (1867  und 
1870),  wieder  zur  Geltung  kamen.  Auf  die  Einzelheiten  dieses 
Entwicklungsganges  sowie  auf  die  spezielle  Kennzeichnung  der 
verschiedenartigen  Wege  zur  Lösung  der  Aufgaben  können  wir 
uns  naturgemäls  hiei:  nicht  weiter  einlassen  und  müssen  daher 
auf  die  Originalarbeiten  selbst  verweisen.  Das  Studium  der  Be- 
ziehungen derselben  untereinander  wird  durch  das  auch  von  uns 
benutzte  kurze  Referat  von  Henneberg  »Über  die  Entwickelung 
und  die  Hauptaufgaben  der  Theorie  der  einfachen  Fachwerke« 
im  Jahresbericht  für  1894  der  Deutschen  Mathematiker- Vereini- 
gung sehr  erleichtert. 

Einen  ganz  ähnlichen  Entwickelungsgang  wie  die  graphische 
Statik,  hat  auch  die  Kinematik  durchlaufen.  Ihre  Anfänge 
sind  in  einer  Vorlesung  von  Monge  über  reine  Bewegungslehre 
(1794)  zu  suchen;  weiterhin  zeigte  der  vorwiegend  durch  seine 
epochemachenden  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  Elektri- 
zität bekannte  Ampere  (1775—1836)  in  dem  Werke  »Sur  la 
Philosophie  des  sciences«  (1834),  dals  man  durch  Trennung  der 
Bewegungslehre  von  der  Statik  und  Dynamik  zahlreiche  Bewe- 
gungsprobleme einfacher  durchzuführen  im  stände  sei.  Von  ihm 
rührt  auch  der  Name  dieser  neuen  Diszipün  (französisch  Cine- 
matique)  her,  deren  praktische  Bedeutung  aber  erst  in  England 
durch  das  äulserst  reichhaltige,  wenn  auch  systemlos  geschriebene 
Buch  »Principles  of  mecanism«  (1841)  von  Willis  (1800 — 1875) 
und  zwar  zunächst  von  den  praktischen  Maschinenbauern  an- 
erkannt wurde.    Dieses   Werk  enthält  u.  a.  eine  ziemlich  voU- 


^)  Grübler:  »Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen  einfachen  Fach- 
werkes«, Rigaische  Industriezeitung,  1887  u.  1888. 

2)  Hauck:  >Über  die  reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik«, 
Zeitschrift  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  100. 
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ständige  Theorie  der  Zahnräder^),  an  welche  Reuleaux 
später  direkt  anknüpfen  konnte.  Dieser  baute  in  seiner  »Theo- 
retischen Kinematik«  (1875)  auf  den  Begriffen  der  Zwang- 
läufigkeit,  der  kinematischen  Paarung  und  der  kine- 
matischen Kette  ein  ganzes  System  auf,  welches  lange  Zeit 
den  Unterricht  in  der  Maschinentechnik  auf  deutschen  Hoch- 
schulen beherrschte  und  anfänglich  jedenfalls  zur  Orientierung 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  Mechanismen  gute  Dienste  leistete. 
Im  letzten  Jahrzehnt  des  vergangenen  Jahrhunderts  trat  dann, 
hauptsächlich  hervorgerufen  durch  das  anspruchsvolle  Auftreten 
der  aus  der  Reuleauxschen  Schule  hervorgegangenen  Vertreter 
der  Kinematik,  welche  selbst  in  einen  öden  Schematismus  aus- 
zuarten begann,  eine  Reaktion  ein,  die  mit  .einer  starken  Zurück- 
drängung dieses  Lehrfaches  endigte.  Die  an  die  Kinematik 
geknüpften  bezw.  künstlich  gesteigerten  Erwartungen  konnte  sie, 
da  sie  nicht  auf  dem  Boden  der  Dynamik  stand,  natürlich  auch 
dann  nicht  erfüllen,  als  sie  sich  mit  der  sog.  graphischen 
Statik  der  Maschinengetriebe  verband,  eine  Disziplin, 
welche  besonders  von  G.  Herrmann 2)  ausgebildet  uiid  auch  von 
Reuleaux  3)  mit  Vorliebe  gepflegt  wurde.  Willkürliche  Vor- 
schriften über  Geschwindigkeiten  zum  Entwerfen  kinematischer 
Diagramme  oder  zur  Ermittlung  von  Beschleunigungen,  von  denen 
die  Masssendrücke  abhängen,  lassen  sich  nun  einmal  nicht  a  priori 
aufstellen  und  führen  stets  bei  der  Weiterverfolgung  der  Pro- 
bleme  auf  unlösbare  Widersprüche  *). 

Daher  hatte  auch  die  Ausdehnung  graphischer  Methoden 
auf  die  Dynamik  nur  in  einigen  wenigen  Fällen  praktischen 
Erfolg,  wie  z.  B.  bei  schnelllaufenden  Dampfmaschinen  mit 
schweren  Schwungmassen,  welche  nur  geringe  Änderungen  der 
Winkelgeschwindigkeit  zulassen.  Diese  Aufgabe  wurde  in  der 
Tat  durch  Radingers  (1842 — 1901)  kleines  epochemachendes 

^)  Dieselbe  erschien  vorher  unter  dem  Titel  »The  Teeth  of  Wheelsc 
im  Report  of  the  British  Association  for  1837. 

*)  Siehe  u.  a.  dessen  Anhang  zu  Bd.  III,  1  der  »Ingenieur-  und 
Maschinenmechanik  €  von  Weisbach,  1876. 

')  Reuleaux  »Der  Konstrukteure,  3.  Aufl.,  1872. 

*)  Auf  die  weitere  Entwickelung  der  Kinematik,  insbesondere  auf 
die  mannigfachen  wertvollen  Beiträge,  welche  ihr  von  selten  der 
Mathematiker  geliefert  wurden,  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 
Wir  begnügen  uns  darum  mit  einem  Hinweise  auf  das  umfassende 
»Lehrbuch  der  Kinematik«  von  L.  Burmester,  1886 — 1887. 
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Werk  »Über  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit t 
(1870.  3.  Aufl.  1892)  in  höchst  befriedigender  Weise  gelöst.  Ra- 
dinger konstruierte  auf  Grund  der  Annahme  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit das  Diagramm  der  Massendrücke  der  hin-  und 
hergehenden  Teile,  verband  dasselbe  alsdann  mit  dem  Indikator- 
diagramm und  ermittelte  aus  den  so  resultierenden  effektiven 
Kolbendrücken  den  Verlauf  der  Tangentialkräfte.  Aus  der  Kom- 
bination der  letzteren  mit  der  Kurve  des  Widerstandes  am  Kurbel- 
zapfen konnten  dann  rückwärts  bei  bekanntem  Trägheitsmoment 
der  Schwungmasse  die  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit 
oder  umgekehrt  bei  vorgelegtem  üngleichförmigkeitsgrad  das  Träg- 
heitsmoment der  Schwungmasse  rechnerisch  oder  graphisch  er- 
mittelt werden.  Dadurch,  dals  Radingers  Ausführung  dieses 
Gedankenganges  mehrere  üngenauigkeitcn  anhaften,  wird  der 
Bedeutung  seines  Verfahrens  ebensowenig  Eintrag  getan,  wie  durch 
den  Umstand,  dafs  es  als  ausgesprochene  Näherungmethode  bei 
grölseren  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit,  wie  sie  z.  B. 
in  Schiffsmaschinen  auftreten,  unbrauchbar,  bezw.  zu  umständ- 
lich wird.  Auch  die  von  v.  Bach  1896  hervorgehobene  Tat- 
sache, dafs  sich  schon  1862  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure  die  Anwendung  ähnlicher  Überlegungen  auf  das 
Kurbelgetriebe  von  Sägegattern  nachweisen  lälst,  beweist  nur,  dals 
die  Ponceletschen  Ideen  nicht  durchgehends  vergessen  worden 
waren,  während  ihnen  doch  diejenige  Fassung  fehlte,  welche  sie 
erst  befähigte,  zum  Gemeingut  der  Ingenieure  zu  werden. 

Eine  Rückkehr  zur  strengen  d3niamischen  Behandlung  der 
Maschinengetriebe  hatte  Radingers  Auftreten  darum  auch  noch 
nicht  zur  Folge.  Zahlreiche  daran  anschliefsende  Publikationen 
brachten  mehr  oder  weniger  genaue,  meist  aber  recht  verwickelte 
Konstruktionen  des  Beschleunigungsdiagramms  im  Kurbelmecha- 
nismus, ohne  sich  doch  über  den  kinematischen  Standpunkt 
erheben  zu  können.  Dies  gilt  u.  a.  für  den  mit  Unrecht  so 
überschriebenen  »Versuch  einer  graphischen  Dynamikf  (1874)  des 
Ingenieurs  Pro  eil,  der  in  mehreren  Abhandlungen  i)  über  seine 
—  übrigens  gut  bewährten  —  Regulatorkonstruktionen  doch 
immer  von  statischen  Gesichtspunkten  ausging.  Und  doch  war 
es  gerade  das  Regulierungsproblem,  d.  h.  die  Untersuchung 
des  Zusammenwirkens  des  Regulators  mit  der  von  ihm  beherrsch- 

*)  Meist  im  »Zivilingenieurc  abgedruckt. 
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ten  Maschine,  welches  nur  auf  streng  dynamischer  Grundlage 
gelöst  werden  konnte.  Dasselbe  hängt,  wie  wir  in  §  57  gesehen 
haben,  innig  mit  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  zusammen 
und  wurde  in  der  Tat  auf  dieser  Grundlage  von  dem  russischen 
Ingenieur  und  späteren  Finanzminister  Wischnegradskyi)  1877 
ziemlich  vollständig  erledigt.  An  diese  Untersuchung  schlössen 
sich  eine  Reihe  bis  in  die  letzten  Jahre  fortgesetzter  Abhandlungen 
französischer  Autoren  2)  über  die  Theorie  der  Regulatoren,  von 
denen  wir  nur  Dwelshauvers-Dery,  Leaut6  und  Lebeau 
nennen  wollen.  Gleichzeitig  erfuhr  die  Theorie  der  kleinen 
Schwingungen  und  mit  ihr  die  theoretische  Mechanik  selbst 
durch  eine  Arbeit  von  Routh  lA  treatise  on  the  stability  of  a 
given  State  of  motion«  (1877)  eine  wesentliche  Erweiterung, 
indem  hier  allgemein  die  Bedingungen  festgelegt  wurden,  unter 
denen  die  Störung  eines  Bewegungszustandes  vorübergehend  ist 
(d.  h.  auf  kleine  Schwingungen  führt)  oder  nicht.  Gewisse  An- 
sätze dieser  Theorie  finden  sich  schon  in  Thomsons  und  T a i t s 
»Natural  Philosophy«  (deutsche  Ausgabe  von  Helmholtz  und 
Wertheim,  1871),  ein  durch  seine  Reichhaltigkeit  bekanntes 
und  allgemein  geschätztes  Werk.  Eine  kurze  Übersicht  des 
interessanten  Gedankenganges  von  Routh,  auf  den  wir  hier  nicht 
näher  eintreten  können,  gibt  dieser  selbst  in  seinem  Lehrbuche 
»Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies«  (4.  Aufl.  1882 — 84), 
sowie  Heun  in  seinem  schon  mehrfach  angeführten  Referate. 
Jedenfalls  erwies  sich  die  Beschränkung  der  Untersuchungen  auf 
kleine  Schwingungen  auch  bei  technischen  Problemen  als  not- 
wendig, wenn  man  sich  nicht,  wie  es  Veitmann  bei  der 
Behandlung  des  Problems  von  Glocke  und  Klöppel 5)  tat, 
mit  der  Feststellung  der  Bedingungen  des  Nichtfunktionierens 
begnügen  will.  Einstweilen  allerdings  interessierte  man  sich  in 
der  ausübenden  Technik  noch  kaum  für  derartige  Schwingungs- 
erscheinungen;  sie  wurden  als  theoretischer  Luxus  angesehen 
und  demzufolge  auch  in  den  Schriften  über  technische  Mechanik 
nur  flüchtig  gestreift.    Das  verbreitetste  Lehrbuch  über  diesen 


*)  Civilingenieur,  1877  u.  Comptes  Rendus  de  l'Ac.  de  Science,  1876. 

*)  Siebe  hierüber  die  Literatarangaben  der  kleinen,  aber  lesens- 
werten Monographie  von  Lecornu:  »R^gularisation  du  mouvement 
dans  les  machines«,  1898. 

^)  Dinglers  iPolytechnisches  Journale  1876. 
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Gegenstand  aus  der  Feder  des  schon  oben  erwähnten  Ritter 
beschränkt  sich  ausschliefslich  auf  solche  Probleme,  welche  ohne 
Zuhilfenahme  der  Analysis  erledigt  werden  konnten.  Die  sog. 
höheren  Theorien  verwies  Ritter  in  die  analytische  Mechanik, 
die  er  in  einem  besonderen  Bande  für  weiter  strebende  Ingenieure 
behandelte.  Auf  diesem  Wege  sind  ihm  dann  auch  andere  Ver- 
fasser, wie  Keck  und  ganz  neuerdings  sogar  Foeppl  gefolgt, 
welche  in  ihren  Lehrbüchern  der  Mechanik  durchgehends  den 
elementaren  Kursus  von  dem  höheren  äulserlich  scharf  trennen. 
Dies  hat  die  sehr  natürliche  Folge,  dafs  der  elementare  Teil  von 
den  Studierenden  umsomehr  bevorzugt  wird,  als  die  schwierigen 
Theorien  des  höheren  Kursus  nicht  immer  durch  eine  hinreichende 
Zahl  praktisch  wichtiger  Aufgaben  illustriert  wurden.  Foeppl 
hat  unstreitig  gerade  hierin  Wandel  geschaffen,  dabei  aber  das 
Eindringen  in  den  Stoff  einmal  durch  die  weitgehende  Benutzung 
der  Vektorenrechnung  noch  dazu  in  einer  ihm  eigentümlichen 
Form,  dann  aber  durch  Verwendung  der  für  Techniker  weniger 
geeigneten  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  zur  Lösung 
gerade  der  interessantesten  Aufgaben  erschwert.  Zweifellos  sollte 
hiermit  die  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Mechanik,  von 
denen  wir  besonders  diejenigen  von  Kirchhoff  i)  und  Voigt^) 
hervorheben ,  herrsehende  formale  Allgemeinheit  vermieden 
werden,  welche  durch  Häufung  von  Richtungskosinussen  und 
Indices  trotz  der  damit  erreichten  Symmetrie  der  Gleichungen 
den  Leser  ermüdet  und  ihn  bei  nicht  ausreichender  mathema- 
tischer Schulung  den  Kern  der  Sache  leicht  übersehen  lälst.  Im 
vorliegenden  Buche  haben  wir  diese  Schwierigkeiten  dadurch  zu 
umgehen  versucht,  dafs  wir  die  Probleme  der  ebenen  Bewegung, 
welche  sich  verhältnismäfsig  einfach  formulieren  lassen  und 
überdies  eine   grölsere   praktische  Bedeutung   besitzen,    voraus- 

*)  Kirchhoff:  >  Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  I.  Bd., 
Mechanik«,  4.  Aufl.,  1897.  In  diesem  hochangesehenen  Werke  findet 
sich  auch  der  vielfach  zitierte  Ausspruch,  dafs  die  möglichst  genaue 
Beschreibung  der  Naturvorgänge  das  Ziel  unserer  ganzen  Forschung  sei. 

*)  Voigt:  »Elementare  Mechanik«,  2.  Aufl.,  1901.  Dieselbe 
zeichnet  sich  durch  grofse  Strenge  und  einen  gewissen  Reichtum  von 
Anwendungen  aus;  die  Bezeichnung  »elementar«  soll  wohl  nur  den 
Ausschlufs  der  sog.  Minimal prinzipe  der  Mechanik  und  der  Lagrange- 
schen Gleichungen  andeuten.  Auch  die  Störungstheorie  ist  konsequenter 
Weise  übergangen  worden. 
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schickten  und  daraus  erst  die  Mechanik  der  räumlichen  Systeme 
derart  entwickelten,  daTs  sie  als  Erweiterung  der  Mechanik  ebener 
Systeme  erscheint.  Das  Schwingungsproblem  haben  wir  ziemlich 
eingehend  behandelt,  schon  um  das  Verständnis  des  im  letzten 
Jahrzehnt  vielfach  diskutierten  Massenausgleiches  anzu- 
bahnen. Es  ist  das  unleugbare  Verdienst  des  Ingenieurs 
O.  Schlick,  den  Einfluls  der  Massenwirkungen  in  Schiffs- 
maschinen zuerst  gründlich  studiert  und  dann  (1893)  eine  voll- 
kommen ausreichende  Methode  zur  Beseitigung  derselben  angegeben 
zu  haben,  während  seine  Vorläufer,  darunter  der  amerikanische 
Ingenieur  Taylor  (1891),  über  prinzipielle  Erörterungen  bezw. 
praktisch  unzulängliche  Vorschläge  kaum  hinausgekommen  sind. 
Der  sich  an  Schlicks  Patent  anschliefsende,  äufserst  lebhafte 
Streit  unter  den  deutschen  Professoren  der  Technik  hat  wenig- 
stens den  Erfolg  gehabt,  das  Interesse  an  rein  dynamischen 
Problemen  wieder  in  den  Vordergrund  zu  rücken. 

Allerdings  herrscht  im  Unterrichte  und  in  der  technischen 
Literatur  die  statische  Auffassung  noch  immer  ziemlich  unum- 
schränkt, wie  z.  B.  eine  Durchsicht  der  nach  dieser  Richtung 
hin  mustergültigen  »Maschinenelemente«  von  C.  v.  Bach  (1.  Aufl. 
1880,  8.  Aufl.  1901)  lehrt;  andererseits  aber  finden  jetzt  auch 
rein  dynamische  Arbeiten,  wie  die  bedeutsame,  über  Wischne- 
gradsky  erheblich  hinausgehende  Untersuchung  von  Stodola^) 
über  »das  Siemenssche  Regulierprinzip  und  die  amerikanischen 
»Inertie-Regulatoren«  (1899),  sowie  des  Verfassers  »Dynamik  der 
Kurbelgetriebe«  (1901),  in  der  hauptsächlich  auf  die  Bedeutung 
der  Fourierschen  Reihen  für  die  Verfolgung  von  Schwingungs- 
erscheinungen in  der  Technik  hingewiesen  wird,  eine  Beachtung 
in  den  Kreisen  der  Praktiker,  welche  noch  vor  10  Jahren  kaum 
erhofft  werden  konnte.  Es  unterliegt  somit  keinem  Zweifel,  dals 
wir  uns  auch  auf  dem  Gebiete  der  Dynamik  nach  langer  Ent- 
fremdung einer  Periode  des  Zusammenarbeitens  zwischen  den 
mathematisch  geschulten  Vertretern  der  Theorie  und  den  in  der 
Praxis  stehenden  Ingenieuren  nähern,  welche  für  die  Wissenschaft 
und  Technik  in  gleicher  Weise  fruchtbar  zu  werden  vorspricht. 

^)  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1899. 
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Aberration  des  Lichten  103. 

Abgeleitete  Einheiten  561. 

Abklingen  von  Schwingungen  210. 

Absolutes  Mafssystem  565,  601. 

Achse  4. 

Achsbüchsen  396. 

Achsenregulator  (Flachregler)  326. 

Achsialdruck  oder  Achsialzug  355, 
381. 

Achsialturbine  126. 

Äther  157. 

Amplitade  von  Schwingungen  64. 

Analyse  (harmonische)  67.  214. 

Analysator  (harmonischer)  69. 

Anfahren  von  Fahrzeugen  400. 

Angriffsort  von  Kräften  153. 

Antifriktionszapfen  381. 

Antrieb  der  Kraft  242,  411,  565. 

Anziehung  von  Kugelschalen  und 
Kugeln  159. 

Aperiodische  Bewegung  206. 

Arbeit  der  Kraft  und  des  Wider- 
standes 246,  565,  576. 

Arbeitsfähigkeit  248. 

Arbeitsgieichung      (Energieglei- 
chung) 249,  269,  470. 

Arbeitsverteilung      auf      mehrere 
Kurbelgetriebe  560. 

Astatisches  Tachometer  143. 


Asymptote  37,  235. 
Asymptotische  Bewogiing  37,  93^ 

132,  139. 
Auflagedruck  und  Auflagereaktion 

287,  301,  304,  312,  346,  355,  474, 

514,  528. 
Ausdehnungskoeffizient  308. 
Auslenkung  oder  Ausschlag  84. 

Bahn,  Bahngleichung  1. 

Bahnbeschleunigung  43.  ? 

Bahnprofil  19. 

Bahnreaktion  247. 

Bauch  einer  Welle  449 

Ballistik  49,  121,  229,  515,  581. 

Ballistisches  Pendel  242,  421. 

Beharrungszustand  221,  362. 

Beharrungsvermögen,  siehe  Träg- 
heit. 

Belastung,  kontinuierliche  B.  291, 
426.  konzentrierte  B.  291,  425, 
spezifische  B.  291. 

Belastungskurve  292,  426. 

Beschleunigung  40,  181,  563. 

Beschleunigungsfunktion  57. 

Beschleunigungsdruck,  siehe  Mas- 
sendruck. 

Bewegung,  absolute  oder  wahre 
und  relative  oder  scheinbare  B. 
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3,  100,  bli;  asymptotische  B. 
37,  93,  132,  139,  ebene  B.  2, 
räumliche  B.  17,  einfache  und 
zusammengesetzte  B.  5,  freie  und 
bedingte  oder  gezwungene  B.  3, 
80, 93, 581,  geradlinige  u.  krumm- 
linige B.  2,  gleichförmige  und 
ungleichförmige  B.  37,  stetige  und 
unstetige  B.  36,  periodische  B.  37. 

Bewegungsgröfse  242, 411, 565, 575. 

Biegungsmoment  293,  349,  355. 

Bockleiter  288. 

Bohnenberger  -  Katersches  Pendel 
306. 

Bombenschufs  49. 

Brachistochrone  580,  595. 

Bremsen  von  Fahrzeugen  405. 

Bremszaum  380,  600. 

Briefwage  336. 

Brückenwage  336. 

Cardanische  Aufhängung  4. 
Centimeter  561,  Centimetergramm- 

sekundensystem  563. 
Ooriolische    Zusatzbeschleunigung 

113. 
Cycloide  13,  90,  576,  597. 
Cycloidenpendel  90. 

I>'Alembertsches  Prinzip  263,  464, 
580. 

Dampfdruck,  Dampfmaschine  185. 

Dämpfung,  Dämpfungsfaktor  203, 
208,  221. 

—  von  Regulatorschwingungen  538. 

Dekrement  (logarithmisches)  209. 

Dichte,  Dichtigkeit  151. 

Differentialflaschenzug  440. 

Dimension  561. 

Doppelpendel  311. 

Drehbeschleunigung  (Winkelbe- 
schleunigung) 53. 

Drehpaar  oder  Rotationspaar  29. 


Drehkörperpaar  20. 
Drehung  oder  Rotation  4. 
Druck,  Druckkräfte  151,  153. 
Dynamik  579,  613. 
Dynamometer  380,  387,  443,  600. 
Dyne  563. 

Ebbe  und  Flut  164. 

Eigenschwingung  212,  221. 

Eingriff,  Eingriffslinie  von  Zahn- 
rädern 25. 

Einheiten  der  Mafse  561. 

Elastische  Körper  409. 

Elevationswinkel  47,  236. 

Ellipse  58,  62,  72,  86,  147. 

Ellipsoid  487,  503. 

Elliptische  Funktionen  598. 

Empfindlichkeit  von  Wagen  329. 

Energie  und  Energiegleichung  24S, 
249, 269, 491, 565, 579, 592, 602, 604. 

Energieverlust  beim  Stofs  414. 

Epicyklen  571. 

Erdbeschleunigung  47, 116, 578, 601. 

Erdrotation  114. 

Erg  565. 

Erlöschen  von  Schwingungen  178» 
180^  210. 

Erregerwelle  223. 

Erzwungene  Schwingungen  210, 
323. 

Eulersche  Gleichungen  488,  581. 

Evolvente  (Kreisevolvente)  14. 

Evolute  576. 

Exzenter,  Exzenterreibung  379. 

Exzentrischer  Stofs  407. 

Fachwerk  (ebenes)  290. 
—  (räumliches)  472,  610. 
Fallhöhe  und  Fallzeit  81, 120,  233, 

570,  574. 
Fallschirm  233. 
Federregulator  130. 
Fernkräfte  157. 
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Fläcbenbelegung  263. 

Flächendrack  378. 

Fläch  engescb  windigkeit  u.  Fläch  en- 

beschleunigUDg  54,  264,  565. 
Flächensatz    der    Mechanik    264, 

466. 
Flachregler  (Achsenregulator)  326. 
Flaschenzug  438,  575. 
Flechtwerk  475. 
Flugbahn  49,  236,  581. 
Foucaultsches  Pendel  143. 
Fördergestell  108. 
Formänderung,      Formänderungs- 

arbeit  269,  389,  471. 
Fouriersche  Reihe  67,  449. 
Freie  Achsen  490. 
Freiheitsgrad  587. 
Frequenz  von  Schwingungen  64,225. 
Führungskurve  339. 
Fuhrwerk  (Fahrzeug)  396. 

Oaughöhe  der  Schrauben  477. 
Gaufssche  Zahl  158. 
Gaufssches  Massen  mafs  564. 
Gedämpfte  Schwingungen  203, 221. 
Gefälle    der   Kräftefunktion    252, 

G.  der  schiefen  Ebene  187. 
Gesamtenergie  der  Körper  247. 
Geschofsgesch windigkeit  (Messung 

derselben)  243. 
Geschofsbewegung  515. 

Geschwindigkeit  und  Geschwindig- 
keitskurve 39,  562,  567. 

Gewicht  150. 

Gleichförmige  Bewegung  37. 

Gleichförmig  beschleunigte  oder 
verzögerte  Bewegung  46. 

Gleichförmigkeit  der  Drehmomente 
560. 

Gleichgewicht  156,  186,  268,  286. 
Gleiten,  Gleitbewegung  16, 23, 283. 
Gleitstück  74. 


Glocke    und    Klöppel    311,    422,. 

614. 
Gramm,   Grammgewicht,   Gramm- 

masse  563. 
Grenzgeschwindigkeit   von    Seilen 

436. 
Grundeinheiten  561. 
Grundschwingung  451. 
Guldinsche  Regel  495. 

Hamiltonsches  Prinzip  595. 

Harmonische  Analyse  67,  214. 

Harmonische  Bewegung  siehe  pe- 
riodische Bewegung. 

Harte  Körper  409. 

Hauptachsen  und  Hauptträgheits- 
momente 277,  488. 

Hebelarm  der  Kraft,  Hebelgesetz 
256,  571. 

Hebel  wage  326. 

Hemmung  der  Uhren  576. 

Herpolhodie  oder  HüUbahn  13^ 
602. 

Hilfskräfte  (innere  Kräfte)  eines 
Systems  261,  462. 

Himmelskörper  (Masse  derselben) 
166. 

Hookescher  Schlüssel  (Universal- 
gelenk) 20. 

Horizontalbewegung  auf  der  Erd- 
kugel 123,  H.  mit  Reibung  173. 

Hyperbel  62,  Hyperbelräder  25. 

Impuls  der  Kraft  242. 

Indikatordiagramm  357. 

Innere   Kräfte  (Hilfskräfte)   eines 

Systems  .261,  462. 
Innere  Reibung  173. 
Invariable  Ebene  467,  598,  602. 
Isochrone  580. 

Kabel  Verlegung  433. 
Katarakt  (Ölbremse)  537,  607. 
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Kegelräder  25. 

Xegelschnitte  58. 

Kepplers  Gesetze  55,  58,  574. 

Kernschufs  49,  239. 

Kettenlinie  429,  580. 

Kilogramm  151.  Kilogrammgewicht 
und  Kilogramm masse  563. 

Kinematisches  Paar  19.  Kinema- 
tische Kette  20,  612. 

Knoten  oder  Knotenpunkt  in  Fach- 
werken 290,  472.  K.  im  Seil- 
polygon 423. 

— bei  stehenden  Schwingungen  449. 

Koinzidenzen  87. 

Kompensation  von  Pendeln  308. 

Komponenten  der  Kraft  154. 

Konjunktion  der  Planeten  106. 

Konisches  Pendel  140. 

Kontinuierliche  Belastung  291. 

Konzentrische  Last  291. 

Korrespondierende  Geschwindig- 
keiten 567. 

Kraft    150,    563.     Kräftefunktion^ 
und  Kraftfeld  252,  590.     Kraft- 
kurve 246. 

Kräftepaar  259,  455,  601. 

Kräfteplan  (b.  Fach  werken)  295, 
610. 

Kräflepolygon   156,  294,  423,  579. 

Kreisbewegung  51,  62,  73. 

Kreisel,  Kreiselbewegung  505. 

Kreisevolvente  14. 

Kreisring  501. 

Kreiscylinder  499. 

Krümmungsradius  u.  Krümmungs- 
kreis 95. 

Kugel  159,  503.    Kugelschale  159. 

Kugellager  396. 

Kurbelgetriebe  74,  356.  606,  613. 

liabile  Lage  93,  273. 
Lager  20,  Lagerreibung  37G. 
Lagranges  Gleichungen  586. 


Leistung  248,  565. 

Leiter  288. 

Leitfläche  19,  Leitkurve  16. 

Lineare  Belegung  263. 

Linienintegral  der  Kraft  245. 

Log  103. 

Logarithmisches  Dekrement  209. 

Lokomotive  601. 

Longitudinalschwingungen  451. 

Lot  und  Lotabweichung  117. 

Luftwiderstand  172,  229,  399. 

Masse  150,  Massen kräfte  153. 
Massenausgleich     mehrkurbliger 

Maschinen  543,  616. 
Massendrücke     oder    Beschleuni- 
gungsdrücke 340,  543,  583,  605, 

612. 
Massendruckmoment  548,  556. 
Materieller  Punkt  153. 
Materielles  Pendel  300. 
Mechanismus  20. 
Meter  r)61. 
Meterkilogramm   247,  563.    Meter- 

kilogrammSekunden-System  563. 
Methode  der   kleinsten   Quadrate 

598. 
Mittelpunkt  der  Kräfte  265,  459. 
Modelle  566. 
Moment  einer  Kraft  256    M.  eines 

Kräftepaares  259,  454. 
—  der  Bewegungsgröfse  264,  468, 

493. 
Momentanachse  483. 
Momentankraft  242. 
Multiplikatoren  von  Lagrange  586. 

Newtons  Anziehungsgesetz  59. 
Niveauflächen  u.  Niveaulinien  251. 
Normalbeschleunigung  43,  581. 
Natation  des  Kreisels  513.  518, 

Oberschwingungen  451. 
Ölbremse  (Katarakt)  537,  607. 
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Opposition  von  Planeten  106. 

Paar  (kinematisches)  and  Paarung 
19,  26. 

Parabel  47,  62,  143,  239,  427,  575. 

Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten and  Beschleunigungen 
42,  112. 

—  der  Kräfte  154,  574,  578. 

Parallelepipedon  501. 

Parallel  Verschiebung  30,  101.  P. 
von  Kräften  260. 

Parameter  des  Kegelschnittes   58. 

Pendel  und  Pendelbewegung  80, 96, 
300,575,  ballistisches  Pendel  243. 

Pendellänge  (reduzierte)  303,  Pen- 
delregulator  325. 

Periode  und  periodische  Bewegung 
37,  periodische  Reihe  67,  449, 
571,  582. 

Pferdestärke  248,  565. 

Phase  und  Phasenverschiebung 
64,  223. 

Plastische  Körper  409. 

Planetenbewegung  58, 105, 572, 577. 

Pol  (Momentanpol),  Polbahn  (Pol- 
hodie)  11,  51. 

Polarachse  im  Seilpolygon  424. 

Polargleichung  und  Polarkoordi- 
naten 51,  58. 

Polarplanimeter  6. 

Polhodie  und  Polhodiekegel  12, 602. 

Polygon  der  Kräfte  u.  s.  w.,  Poly- 
gonregel 155,  294. 

Poncelets  Satz  197,  606. 

Potential  253,  Potentialtheorie  598, 
600. 

Präzession  19,  513,  519. 

Prellen  der  Hämmer  421. 

Prinzip  von  D'Alembert   263,  464. 

Prinzip  der  virtuellen  Verschie- 
bungen 272,  471,  580. 

Prismen  paar  20. 


Pronyscher  Zaum  380,  600. 
Punktbahn  11. 

Radialgeschwindigkeit  51. 

Badialturbine  127. 

Radius  Vektor  50. 

Radstand  von  Fuhrwerken  397. 

Raumkurven  1. 

Reaktion  und  Reaktionskompo- 
nenten 474,  514,  528. 

Rechtsabweichung  bewegterKörper 
auf  'der  Erdoberfläche  121,  516. 

Reduzierte  Pendellänge  303,532,576. 

Reduzierte  Momente  547. 

Reflexion  von  Wellen  448. 

Regulator  136,  185,  325,  526,  607,. 
613,  614. 

Reguläre  Präzession  519. 

Reibung,  Reibungskoeffizient,  Rei- 
bungswiderstaad,  Reibungswin- 
kel, Reibungskegel  169, 195, 287, 
365,  537,  573,  581,  598,  604,  606. 

Reibungskreis  377. 

Relativbewegung  3,  100,  122,  544,. 
604,  R.  mit  Reibung  195. 

Resonanz  von  Schwingungen  214,. 
223,  324. 

Resultante  von  Kräften  154,258,456. 

Resultierendes  Kräftepaar  456 

Reversionspendel  306. 

Richtung  der  Kraft  153. 

Richters  Temperaturausgleich  von 
Pendeln  310. 

Riemendynamometer  443,  600. 

Ringförmige  Körper  499. 

Rinne  196. 

Rittersche  Methode  295. 

Rollbewegung,  Rollkurven  13,  271. 

Rollenwiderstaud ,  Rollenwider- 
standskoeffizient, 389,  391,  602. 

Rotation  4,  19,  602,  Rotations- 
energie 271 ,  Rotationsflächea 
und  -körper  491,  495,  571. 
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Kückstofs  242. 

Bückkehrpankte  der  scheinbaren 

Planetenbahn  107. 
Ruhe  1,  Ruhelagen  82, 137, 317, 532. 

JSaitenschwingungen  580. 

Schallgeschwindigkeit  240. 

Schieber  (Steuerschieber)  185. 

Schiefe  Ebene  82,  186,  573,  574. 

Schiffsbewegung  103,  318,  567. 

Schiff 8 widerstand  567. 

Schlepp  versuche  567. 

Schlicks  Massenausgleich  550. 

Schneckengetriebe  25. 

^chränkungswinkel  von  Kurbel- 
getrieben 545. 

Schraube,  Schraubung  oder  Schrau- 
benbewegung 18,  20,  477. 

Schubertscher  Satz  551. 

Schubstange  74,  356. 

Schufsbereich  50,  Schufstafeln  237. 

Schwankungen  der  Winkelge- 
schwindigkeit 78,  364,  S.  der 
Drehmomente  558. 

Schwebung,  Schwebungsdauer  70, 
322. 

Schwere,  Schwerkraft  152, 158,  579, 

Schwerpunkt  265,  461,  571,  608. 

Schwingung ,       Schwingungsbe- 
wegung 63,   132,   139,  175,  203, 
210,  316,  444,  490,  535,  576,  597. 

Schwingungsdauer  63, 177, 208, 324. 

Schwingungsmittelpunkt  der  Pen- 
del 303. 

Schwungrad  357,  605,  612. 

Seil  (Faden,  Kette)  422,  603. 

Seileck  oder  Seilpolygon  423,  Seil- 
kurve 427,  579. 

Seilreibung  435,  581,  598,  Seil- 
steifigkeit  442. 

Sekunde  35,  Sekundenmeterkilo- 
gramm 248. 

Sekundenpendel  86. 


Seitenabweichung  bei  der  Wurf- 
bewegung 121,  516. 

Sinuslinie  63. 

Sonnentag  35. 

Spannung  siehe  Stabspannung. 

Spezifische  Belastung  291,  Spez. 
Gewicht  151,  Spez.  Volumen  151. 

Sphärisches  Pendel  590.  . 

Spröde  Körper  409. 

Stab  290,  603,  Stabzahl  von  Fach- 
werken 297,  472,  Stabspannung 
294,  472,  609. 

Stabile  Lage  93,  138,  273. 

Starre  Gebilde  4,  267,  481. 

Statik,  graphische  Statik  579,  609. 

Statisch  bestimmte  und  unbe- 
stimmte Fach  werke  296. 

Statisches  Moment  265,  274. 

Steighöhe  und  Steigzeit  50,  231. 

Steigung  von  Schrauben  38. 

Steinerscher  Satz  (über  Trägheits- 
momente) 275,  485. 

Stellzeug  des  Regulators  537. 

Sterntag  35. 

Stetige  Bewegung  36. 

Steuerung  der  Maschine  537 

Störungstheorie  62,  Störungsfunk- 
tion 211. 

Stofs  242,  407,  577,  600,  605.  Stofs- 
kraft,  Stofsdauer  412.  Stofspunkt, 
Stofsmittelpunkt  420. 

Superposition  v.  Schwingungen  66. 

Tachometer  140. 

Tafelwage  von  Roberval  335. 

Tangentialbeschleunigung  43,  Tan- 
gentialkraft 361,  581. 

Tautochrone  90,  576. 

Teilkreis  von  Zahnrädern  24. 

Temperaturausgleich  von  Pendeln 
308. 

Totpunkte  am  Kurbelgetriebe  366. 

Träger  290. 
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Trägheit  152,  575,  583. 
Trägheitsellipse    278.      Trägheits- 

ellipsoid  487. 
Trägheitsmoment  267,  274,  485. 
Trägheitsradius  278,  487. 
Translation  od  er  Verschiebung  5, 29. 
Transmissionsdynamometer      387, 

443,  600. 
Transversalkraft  293,  349,  355. 
Transversalschwingungen  451. 
Trochoide  14. 

Ueberzählige  Stäbe  296. 

Übersetzungsverhältnis  von  Zahn- 
rädern 24.    Ü.  von  Wagen  334. 

Umdrehungsdauer  140. 

Umkehrbare  Vorgänge  409. 

Umlaufszeit  60,  106.  U.  der  Erd- 
achse 526. 

Umschlufspaare  20. 

Umspannungsbogen  435. 

Üngleichförmigkeit  der  Bewegung 
22,  364. 

Ungleichförmigkeitsgrad    89,   364. 

Universalgelenk  20. 

Unveränderliche  Ebene  467,  598, 
602. 

Variation,  Variationsrechnung  593. 
Vektor  52,  153,  615. 
Venusdurchgang  108. 
Verdrehung,     Verdreh  ungs  Winkel 

33. 
Verlorne  Kräfte  263. 
Verschiebung  siehe  Translation. 
—  von  Kräften  157,  260. 
Verstellungskraft  d.  Regulators  535. 
Virtuelle   Verschiebung  272,   471, 

578,  584,  609. 
Vojaceks  Methode  zur  Ermittlung 

statischer  und  Trägheitsmomente 

284,  504. 


l¥age.  Wägung  326,  Wagebalken, 
Wageschalen  327. 

Walze  392. 

Weg,  Wegkurve  36. 

Wellenlinie  37,  Wellenbewegung 
447. 

Widerstand  246.  Widerstandskräfte 
168.  Widerstandskurve  246.  Wi- 
derstandskoeffizient 231. 

Winkelgeschwindigkeit  51, 270, 482, 
525,  562. 

Winkelbeschleunigung  53, 483,563. 

Wirbelstrom  577. 

Wirkung  und  Gegenwirkung  156 

Wirkungsgrad  385,  439. 

Wurfbewegung,  Wurf  Uni  e,  Wurf- 
parabel  45,  47,  121,  229. 

Zahnräder  22,  382,  612.  Zahnrei- 
bung 382.  Zahndruckdynamo- 
meter 387,  600. 

Zapfen  20.  Zapfenreibung  376. 

Zeigerwage  332. 

Zeit,  Zeiteinheit  35. 

Zeitintegral  der  Kraft  242. 

Zeitregulator  für  Uhren  308. 

Zentralbewegung  54. 

Zentralbeschleunigung  59,  94. 

Zentralstofs  410. 

Zentralachse  458. 

Zentrifugalmoment  276,  485.  * 

Zentrifugalpendel,  Zentrifugalregu- 
lator 136,  526,  577. 

Zerlegung  von  Kräften  154. 

Zeunersches  Pendel  306. 

Zuckungen  von  Regulatoren   543. 

Zugkraft  399. 

Zusammengesetztes  Pendel  311. 

Zusammensetzung  von  Drehungen 
29. 

Zusatzbeschleunigung  54, 113,  604. 

Zwangläufigkeit  20,  339,  612. 

Zwangsbeschleunigung  94,  587. 
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Airy  161,  607. 
Ampere  611. 
Amsler  6. 
Anding  311. 
Apollonius  571. 
Archimedes  571. 
Aristoteles  570. 

Bach,  V.  613,  616. 

Bacon  577. 

Baraz  326. 

Beck  572. 

Benedetti  574. 

Bernoulli  61,  450,  580,  581. 

Bessel  601. 

Bohnenberger  306. 

Borda  87. 

Bradley  103. 

Burmester  612. 

Cardani  4. 
Carnot  600. 
Cavendish  161. 
Colon  (Columbus)  573. 
Coppernikus  573. 
Coradi  69. 
Coriolis  113,  603. 
Coulomb  610. 
Cranz  122,  240. 
Cremona  610. 
Culmann  609. 

»'Alembert  263,  446,  464,  581. 
Descartes  576,  577. 


Dirichlet  601,  607. 
Dühring  572,  599,  602. 
Dwelshauvers-D^ry  614. 
Dyck  69. 

Euklid  571. 
Euler  488. 

Fermat  576. 
Fiscber-Hinnen  214. 
Foeppl  299,  475,  610,  615. 
Foucault  148. 
Fourier  76,  600. 
Friedmann  432. 
Froude  567. 

Galilei  46,  575. 

Gaufö  158,  209,  563,  600. 

Gerstner  602. 

Green  601. 

Grübler  611. 

Guldin  495,  571. 

Hachette  387,  600. 

Hamilton  595. 

Hauck  611. 

Hefner- Alteneck,  v.  443. 

Henneberg  299,  610,  611. 

Henrici  69. 

Heron  571. 

Herrmann  22,  377,  609,  612. 

Heun  585,  604. 

Hipparchos  571. 
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Hooke  20,  679. 
Haygens  576. 

Jacobi  699,  607. 
Jellet  190. 

Kater  306. 

Keck  615. 

Keppler  65,  58,  60,  166,  673,  678. 

Kirchhoff  615. 

liagrange  672,  582,  699. 
Land  610. 
Laplace  467,  698. 
Leautä  614. 
Lebeau  614. 
Lechatelier  606. 
Lecomu  614. 
Legendre  698. 
Leibniz  579. 
Leonardo  da  Vinci  573. 

Mach  595. 
Mairan  87. 
Maupertuis  595. 
Maxwell  611. 
Mayer  603. 
Möbius  40,  572,  608. 
Mohr  610. 
Monge  600,  611. 
Morin  606. 
Müller-Breslau  610. 

JTavier  603. 

NehlB  284. 

Newton  60,  158,  578. 

Pascal  576. 
Poinsot  42,  335,  601. 
Poisson  600. 
Poncelet  197,  604. 
Proell  613. 
Prony  380,  600. 

Radinger  612. 
Rankine  611. 


Rausenberger  585. 
Redtenbacher  382,  607. 
Reich  120,  162. 
Rösal  606. 
Reuleanx  19,  612 
Riefler  311. 
Ritter  295,  610,  615. 
Roberval  335,  576. 
Routh  432,  614. 
Rahlmann  572. 

Schiele  381. 
Schilling  25. 
Schlick  550,  555,  616. 
Schubert  551,  565. 
Schütte  567. 
Segner  581. 
Staudt,  V.  610. 
Steiner  275,  485,  610. 
Stephenson  603. 
Stevin  574. 
Stodola  538,  616. 

Taylor  40,  680,  616. 
Thomson  und  Tait  153,  614. 
Tycho  Brahe  574. 

Varignon  579. 
Veitmann  318,  614. 
Villarceau  606. 
Vitruvius  571. 
Voigt  616. 
Vojacek  284,  504. 
Voss  595. 

IVallis  577. 
Watt  248,  603. 
Weber  563,  601. 
Weisbach  22,  607. 
White  567. 

Wischnegradsky  542,  614. 
Wren  577. 

Zeuner  306,  607. 


Lorenz,  Techn.  Mechanik. 
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Berichtigungen. 


S.  134. 


8.  362. 


S.  369. 

S.  371. 
S.  381. 


S.  394. 
S.  395. 
S.  403. 


In  Fig.  69  ist  für  die  Zwangsbeschleunigung  in  der  Ebene  30 Z 
zu  setzen  q'  an  Stelle  von  q\  vgl.  auch  Fig.  70. 

0 

In  Fig.  165  d    ist  das  Minus -Vorzeichen   vor  —  <y*  sin  2  5p  weg- 

T 

zulassen   und  dementsprechend   die  zugehörige   Kurve   umzu- 
zeichnen. 

Zeile  3   von   oben  lies  ^  anstatt  y. 

Zeile  1  von  unten  fehlt  im  letzten  Term  der  Faktor  r. 

Zeile  5  und  8  lies  r^?   anstatt  r^.    Damit  wird  auf  derselben 
Seite  Gl.  (6) 

2P  .  r-     ,  2 


3K, 


=  -t/J^^^^=    fi^Ao. 


Zeile  8  von  unten  lies  17,25  kg  anstatt  16,74  kg. 
Zeile  3  von  oben  lies  6,26  kg  anstatt  10  kg. 
Zeile  10  von  oben  lies  in  Gl.  (18) 


2G.    1 


+^1 


anstatt       2  G 


( 


' + "A 


S.  405.     Zeile  1  von  oben  lies  im  Nenner 


5  _,_  2 1  ö„  -I-  ??•• 


) 


'i-i"—. 

Zeile  3  und  4  von  oben  lies 

.=(''.+«.-r^ff)o+/T)-"'i 

('+/7)+-ii 

S.  568.     Zeile  8  von  oben  lies  1,0  anstatt  10. 


S.  406. 


Y,  =  G, 


^    '    '       "■'  a    ^    g   a  dt 


(12a) 


Neuere  Erseheiniiiig'eii 

aus  dem  Verlage  von  B.  Oldenboiirg  in  München  und  Berlin. 

Neuere  Kühlmaschinen, 

ihre  Konstruktion, 
Wirkungsweise  und  industrielle  Verwendung. 

Ein  Leitfaden 

für  Ingenieure,  Techniker  und  Kühlanlagenbesitzer, 

'bearbeitet  von 

Dr.  Hans  Lorenz, 

■Professor  an  der  Universität  Göttingen,  dipl.  Ingenieur. 

(Der  Tedmischen  Handbibliothek  Band  I.) 

I>rlt"te,  durolifireseliene  und  verinelirte  A^iiflag^e. 

Vni  u.  374  S.  80  mit  208  Abbild.  In  Leinw.  geb.  M.  10.—. 


Leitfaden  der  Hygiene 

für 

Techniker,  Verwaltungsbeamte  und  Studierende  dieser  Fächer. 

Von 

Professor  H.  Chr.  Nussbaum 

in  Hannover. 
XI  u.  601  Seiten  gr.  S^  mit  zahlreichen  Abbildiinjjen.    Preis  geb.  M.  16.—. 


Aus  dem  Inhaltsverzeichnis: 


I.  Die  Luft. 
II.  Die  Lüftung  der  Aufenthalts- 
räume, 
in.  Die  Wärme. 
IV.  Die  Heizung. 
V.  Die  Kleidung. 
VI.  Das  Licht. 
Vn.  Die  Tagesbeleuchtung. 
Vin.  Die  künstliche  Beleuchtung. 
IX.  Der  Boden. 
X.  Der  Städtebau. 
XI.  Das  Wohnhaus. 


XII.  Die  Schule. 
Xni.  Das  Krankenhaus. 
XIV.  Die  Kaserne. 
XV.  Das  Gefängnis. 
XVI.  Die  Wasserversorgung. 
XVn.  Die    Beseitigung    der    Ab- 
wässer und  Abfallstoffe. 
XVni.  Die  Leichenbestattung. 
XIX.  Die  Gewerbthätigkeit. 
XX.  Bakteriologie. 
XXI.  Die  Ernährunsr. 


;Neii.eT*e  Ei'scheinu.ng'eii 

aus  dem  Verlage  von  B.  Oldenbourg  in  München  und  Berlin. 

Berechnung  und  Konstruktion 

der 

Schiffsmaschinen  und  -Kessel. 

Ein  Handbuch 

zum  Gebrauch  für  Konstrukteure,  Seemaschinisten  und  Studierende 

von 

I>r«  Gr.  JBa.ii.eT*9 

Betriebsingenieur  der  Stettiner  Maschinenbau- A.-G.  »Vulkan« 
unter  Mitwirkung  der  Ingenieure 

E.  Ludwig,  A.  Boetteher  und  H.  Foettinger. 

Mit  500  Illustrationen,   11  Tafeln   und    vielen  Tabellen.    In  Leinwand 

gebunden  M.  17.50. 


Auszüge  aus  der  Kritik: 

Das  Buch  füllt  eine  Lücke  in  der  Litteratur  über  den  Schiffsmaschinenbau  aus, 
die  schon  lange ,  namentlich  von  jüngeren  Fachgenossen,  sehr  empfunden  worden 
ist.  Die  Verfasser  haben  damit  der  Technik  und  der  heranwachsenden  technischen 
Jugend  einen  grofsen  Dienst  geleistet,  für  den  wir  ihnen  alle  nur  dankbar  sein 
können.  Möge  das  Werk  eine  seinem  Werte  entsprechende  Verbreitung  finden !  (Zeit- 
schrift des  Vereins  deutscher  Ingenieure). 

We  have  hefor  us  a  copy  of  a  new  werk  on  Marine  Engines,  which  should  be 
In  the  hands  of  every  Engineer  who  ia  in  any  way  connected  with  the  construction 
of  Marine  Engines.    (The  New-York  Maritime  Register  New- York;) 

Vorliegendes  Buch  mutet  den  Ingenieur  gleich  beim  ersten  Aufschlagen  ordent- 
lich vertraut  an ;  dasselbe  erinnert  in  seiner  ganzen  Einteilung  und  Behandlung  des 
Stoffes  unwillkürlich  an  das  »Taschenbuch  der  Hütte«,  welch  letzteres  ja  schon  seit 
langem  eine  Art  »Techniker-Bibel«  bedeutet.  Die  Darstellung  der  Materie  ist  in  un- 
gemein fafslicher  Form  durchgeführt;  man  erkennt  sofort,  dafs  »Praktiker«  die  Autoren 
sind,  welche  sich  ebenfalls  an  »Praktiker«  wenden.  (Mitteilungen  aus  d.  Praxis  des 
Dampfkessel-  und  Dampfmaschinenbetriebes  etc.,  Berlin). 

Dieses  Buch  füllt  eine  in  weitesten  Kreisen  fühlbar  gewordene  Lücke  unserer 
Litteratur  aus,  mangelt  es  doch  bisher  an  einer  kurzgefafsten  Zusammenstellung  der 
theoretischen  und  praktischen  Konstruktionsregeln  für  den  Schiffsmaschinen-  und 
-Kesselbau.  ...  So  präsentiert  sich  das  überaus  klar  und  anschaulich  geschriebene, 
von  der  Verlagsanstalt  tadellos  und  vornehm  ausgestattete  Buch  als  ein  überaus 
gelungenes  Kompendium  dessen,  was  dem  praktischen  Schiffsmaschinen-Konstrukteur 
zu  wissen  noch  thut.  Man  merkt  dem  Buche  auf  jeder  Seite  an,  dafs  dasselbe  seine 
Entstehung  einem  fühlbaren  Bedürfnisse  verdankt  und  dafs  es  aus  der  Praxis  für 
die  Praxis  bestimmt  ist.    (Polytechnisches  Centralblatt,  Berlin.) 

.  ...  In  vorstehender  Besprechung  ist  in  grofsen  Zügen  nachgewiesen,  dafs 
das  vorliegende  Handbuch  alle  in  einer  Schiffsmascbinenanlage  vorkommenden  Teile 
behandelt.  Da  es  dieselben  aber  auch  mit  grofser  Sachkenntnis  und  grofsem  Ver- 
ständnis behandelt,  alle  Fingerzeige,  Regeln  und  die  Dimensionierung  der  verschie- 
denen Konstruktionsteile  vorbildlich  sind,  so  kann  dieses  Handbuch  als  ein  seinen 
Zweck  vollkommen  erfüllendes  allen  Konstrukteuren,  Seemaschinisten  und  Studierenden 
bestens  empfohlen  werden.    (Marine  Rundschau). 

W^e  don't  remember  having  seen  a  volume  on  marine  engineering  at  all  equal 

to  this The  book  reflects   great  credit  on  the  author,  and  shows  what 

great  strides  have  been  made  in  marine  engineering  in  Germany  in  recent  yeare. 
(The  Marine  Engineer). 


Neuere  Erselieiiiii.ng*ei:i 

aus  dem  Verlage  von  B.  Oldenbourg  in  München  und  Berlin. 

„Schnellbetrieb" 

Erhöhung  der  Geschwindigkeit  und  Wirtschaftlichkeit 

der  Maschinenbetriebe. 

Von 

J^«  Il.le<llei> 

Ingenieur, 
Professor  der  technischen  Hochschule  zu  Berlin. 


Ein  starker  gr.  4®  Band  mit  zahlreichen  A])bildiingen. 
Preis  komplett  geb.  Sf.  18. — • 


Aus   diesem  Werke   erschienen  Separat-Ausgaben   in  fünf  Heften,  die 

einzeln  erhältlich  sind: 

I.  Heft:   Masohinentechnische  Neuerungen  ün  Dienste  der  Städti- 

schen Sohwemm- Kanalisationen  und  Fabrik -Entwässerungen. 
Mit  79  Abbildungen.   Preis  M«  2. — • 

II.  Heft :  Neuere  Wasserwerks-Fumpmaschinen  für  Stadt.  Wasser- 
versorgungsanlagen und  Pumpmaschinen  für  Fabriks-  und  land- 
wirtschaftliche Betriebe.   Mit  319  Abbildungen.   Preis  M.  4.—. 

in.  Heft :  Neuere  unterirdische  Wasserhaltungsmaschinen  fiir  Berg- 
werke und  Fress-Pumpmaschinen  zur  Erzeugung  von  Kraft- 
wasser für  hycLraulische  Anlagen.  Mit  194  Abbildungen.  Preis 
M.  4. — • 

IV.  Heft :  Ezpresspumpen  mit  unmittelbarem  elektrischem  Antrieb. 

Vergleiche  zwischen  Expresspumpen  und  gewöhnlichen  Pumpen 
und  Expresspumpen  mit  unmittelbarem  Antrieb  durch  Dampf- 
maschinen.  Mit  176  Abbildungen.    Preis  M.  4, — . 

V.  Heft :  Kompressoren.  Neuere  Maschinen  zur  Verdichtung  von 
Iiuft  und  Gkts.  Express-Kompressoren  mit  rückläufigen  Druck- 
ventilen und  Gebläsemaschinen  für  Hochöfen  und  Stahlwerke. 
Mit  274  Abbildungen.   M.  4.—. 


jVeuere  Erscheinu.iig'eii 

aus  dem  Verlage  von  R.  Oldenbourg  in  München  und  Berlin. 


Mitteilungen 


aus  dem 


Maschinen-Laboratorium 


der 


Kgl.  techn.  Hochschule  zu  Berlin. 

Herausgegeben 

zur  Hundertjahrfeier  der  Hochsohule 

von 

Professor  E.  Josse, 

Vorsteher  des  Maschinen-Laboratoriums. 


I.  Heft: 

Die  Maschinen,  die  Versuchseinrichtungen   und  Hülfsmittel   des 
Masohinen-Ijaboratoriiuns.  Mit  73  Textfiguren  und  2  Tafeln.  IV  und 

78  Seiten.    Gr.  4^    I^eis  M.  4.50. 

n.  Heft: 
Versuche.  Mit  39  Textfiguren.   IV  und  49  Seiten.   Gr.  4°.  Preis  M.  3.—. 

ni.  Heft: 

Neuere  Erfahrungen  und  Versuche  mit  Abwäxme-Eraftmaschinen. 
Mit  20  Textfiguren.    42  Seiten,    gr.  4°.    Preis  M.  2.50. 

Zinn,  Grips  und  Stahl 

vom  physikalisch-chemischen  Standpunkt. 

gehalten  im 

Berliner  Bezirksverein  deutscher  Ingrenieure 

von 

Prof.  J)r.  J.  H.  Tan't  Hoff, 

Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin. 


Mit  mehreren  Textfiguren  und  zwei  Tafeln.    Preis  M,  2, — , 


